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1 Reévisions

1.1

Fonctions élémentaires

Exercice 1 La fonction exponentielle) La fonction exponentielle est définie comme la
(seule) fonction f: R — R différentiable qui satisfait que f' = f et f(0) = 1.

1.

Soit f comme ci-dessus. Montrer que f(x)f(—z) = 1, pour tout x € R. En particulier,
f(z) #0et f(—z) = f(z)~!, pour tout = € R.
Indication : calculer la dérivée de I'application = — f(z)f(—z).

. Soit g : R — R une fonction différentiable qui satisfait que ¢’ = g. Montrer qu’il

existe C' € R tel que g(x) = Cf(x), pour tout z € R. En déduire 'unicité de f.
Indication : considérer la fonction z — g(x)/f(x).

. En déduire que f"(z) = f'(z) = f(z) > 0, pour tout x € R. En particulier, f est

strictement croissante et concave.

. Montrer que f(z +vy) = f(x)f(y), pour tous x,y € R. En déduire que

f(nz) = f(x)",

pour tout n € Z.
Indication : considérer la fonction g(x) = f(x + y), avec y fixe.
)

. On définit e = f(1). Noter que e = f(1) > f(0) = 1. On écrira en plus f(z) = e*.

Montrer que la série dans
x
e Y (EXP)
converge uniformément sur tout intervalle borné de R et définit par conséquent une

fonction différentiable exp. Comme exp’ = exp et exp(0) = 1, elle coincide avec la
fonction exponentielle. Cela démontre I'existence. En particulier,

¢ — 20;, (E)

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice. []

Exercice 2 Les fonctions trigonométriques) Les fonctions sinus et cosinus sont définies
comme les (seules) fonctions f, g : R — R différentiables qui satisfont que f' =g, ¢ = —f,
f(0) =0 et g(0) = 1, respectivement.

1.

Soient f et g comme ci-dessus. Montrer que f(x)? + g(x)? = 1, pour tout = € R.
Indication : calculer la dérivée de I’application z — f(z)* + g(z)?.

. Soient fi, g1 : R — R des fonction différentiables qui satisfont que f] = g1, ¢} = —fi.

Montrer qu’il existe a,b € R tels que

fi=bf —aget g1 =af +bg. (1)

En déduire 'unicité de f et de g, que U'on appelle sinus et cosinus, et que I'on note
sin et cos, respectivement.

Indication : montrer que les dérivées des fonctions fg1 — fig et ff1 + gg1 valent
zéro. Apres, calculer la différence entre le produit de la premiére expression par f et
le produit de la deuxiéme par g.



3. Montrer que sin(—z) = —sin(z) et cos(—z) = cos(z), pour tout = € R.
Indication : utiliser (1) avec fi(x) = cos(—z) et gi(x) = sin(—z).
4. Montrer que

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y),
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y),
pour tous =,y € R.
Indication : utiliser (1) avec fi(z) = sin(z + y) et g1(x) = cos(z + y), ol y est fixe.

5. Montrer que les séries dans

2n+1 2n

Z:l 2n + 1) et 2 (;n)' (5C)

n=0

convergent uniformément sur tout intervalle borné de R et définissent par conséquent
des fonctions différentiables SIN et COS. Elles vérifient les conditions SIN' = COS,
COS’ = —SIN, SIN(0) = 0 et COS(0) = 1, donc elles coincident avec les fonctions

sinus et cosinus, respectivement. Cela démontre I'existence.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice. []

Exercice 3 La définition de w) On définit 7 € R comme le plus petit nombre positif qui
satisfait que cos(m/2) = 0. Le but de cet exercice est de démontrer que ce nombre existe.

1. Supposons qu’il n’existe aucun = > 0 tel que cos(z/2) = 0. Comme cos(0) = 1,
cos(xz) > 0, pour tout x € R-g. En déduire que sin (resp., cos) est une fonction
strictement croissante (resp., décroissante) sur R.

2. On fixe a > 0. D’aprés l'item précédent, 0 < cos(a) < 1. Noter que
0 < cos(2a) = cos?(a) — sin(a) < cos*(a)
et en particulier cos(2"a) < (cos(a))?”, pour tout n € N. En déduire que la suite

(cos(2™a))nen converge vers 0 et, en conséquence, (sin(2"a))nen converge vers 1.

3. Montrer que cos(z) (resp., sin(x)) converge vers 0 (resp., 1) quand = tend vers +o0.
En particulier, il existe b > 0 tel que cos(b) < 1/4 et sin(b) > 1/2. En déduire que
cos(2b) = cos?(b) —sin?(b) < 0, pour trouver un absurde. Conclure qu’il existe z > 0
tel que cos(z/2) = 0.

4. Noter que 'ensemble P = {z > 0 : cos(z/2) = 0} est non vide et minoré. On définit
7w = inf P. Montrer que 7 € P.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 1’exercice. []

1.2 Primitives basiques

Exercice 4 Primitives usuelles) Compléter le tableau suivant



Proof.

fonction f

une primitive de f

ensemble de définition

% aeR\{-1}

1/z

1/(ax +b), a € R\{0}

1/(a® + 2?), a € R\{0}

1/vV/a? — 22, a € R\{0}

e, X e R\{0}

cos(wz + a), we R\{0}

sin(wz + a), we R\{0}

cosh(wz + a), w € R\{0}

sinh(wz + a), w e R\{0}

tan(wzx + a), w € R\{0}

tanh(wz + a), w e R\{0}




fonction f une primitive de f ensemble de définition

%, ae R\{-1} /(o 4 1) R-o (R, si a € Zxy,
R\{0}, si o € Z_4

et R>o, si a €] — 1, +0[\Z)

1/z In(|z]) R\{0}
1/(ax +b), a € R\{0} 21n(\am +b|) R\{—b/a}
1/(a® 4+ 2°), a € R\{0} arctan(z/a)/a R

1/A/a? — 22, a € R\{0} arcsin(z/|al) | —lal, la|[

e, X e R\{0} e/ R
cos(wz + a), w € R\{0} sin(wz + @) /w R
sin(wz + a), w e R\{0} — cos(wz + a) fw R

cosh(wz +a), we R\{0} |  sinh(wz + a)/w R
sinh(wz + a), w e R\{0} |  cosh(wz + a)/w R

tan(wz + a), w e R\{0} | —In(|cos(wz + a)|)/w R\{%(g+lm—a), keZ}

tanh(wz + a), w e R\{0} | In(cosh(wz + a))/w R

OJ

Exercice 5 Soit a € R et n € Z. Calculer

Proof. C’est clair que, si n # 1, alors

dx 1
e e v A

et sin =1, alors

J(:Eix =In(|Jz —al) + C,

a)”

avec domaine de définition R\{a}, on C' € R dénote une constante quelconque. []

Exercice 6 Calculer les primitives et donner leur domaine de définition des fonctions
suivantes :



S x _m dz etdx
a) JIE 12 + 4df13, (b) fmdl', (C) fﬁl}@ Qdﬁ, (d) JM, (e) f1_|_€236’
xd.

x dx edx
b O e =

Proof. Dans les résultats suivants C' € R dénote une constante quelconque.

1. Jx@dw = /(22 +4)3/3 4+ C, avec domaine de définition R.

T 3
2. | ———=dz = -3/(2%2 +1)? + C, avec domaine de définition R.
J Vaz +1 4 ( )

3. fxe_$2dx = —e_x2/2 + C, avec domaine de définition R.

d
4. fyﬂ—kgcui = arctan(z/4)/4 + C, avec domaine de définition R.

evdx
5. | ——= = arctan(e”) + C, avec domaine de définition R.
1+ e

xdx
6. J = arcsin(2?)/2 + C, avec domaine de définition | —1,1[.
v1—at
dx
7. | —— = —24/1 — x4+ C, avec domaine de définition R_1.
Vi—z
etdx e . ol
8. | ———== = arcsin(e”/4) + C, avec domaine de définition R_y,(4).

V16— 2
]

1.3 Calcul de primitives

Pour chaque exercice suivant on calculera une formule exacte pour les primi-
tives des fonctions données et on donnera leur domaine de définition.

Exercice 7 Intégration par parties)

Ecrire la formule d’intégration par parties.

Proof. Si f et g sont deux fonctions définies sur (un intervalle de) R de classe C*, alors

| 1@ @z = s@)g(a) - [ £(2)

Exercice 8 Calculer

(a)t[aflhmaﬂdx (nez), (b) J‘e_x(XBQ(x)dm,(c)‘[zuctan(x/l——a?)dx.

O]

Proof. Dans les résultats suivants C' € R dénote une constante quelconque.

1. Si n # —1, on applique une intégration par parties avec u = In(z) et v’ = 2", i.e.
v=2""/(n+1):

Do

xHl f ™ 2" ((n + 1) In(z) —
— dx
n+1

fﬂmmmzm@

n+l (n+1)2

avec domaine de définition R~ .



Si n = —1, on applique aussi une intégration par parties avec u = In(x) et v’ = 1/x,
.e.v=Inzx:

J i) de =In?z — fln(x)d:v = j In(e) dr = In”(z) + C,

x x x 2

avec domaine de définition Ry.

. Si Pon utilise cos?(x) = (1 + cos(22))/2, on trouve que
—T 2 1 —x —T
e * cos®(x)dx = ol )e dx + | e ¥ cos(2x)dx |.
Avec deux intégrations par parties, on calcule
Je_x cos(2x)dx = —e ¥ cos(2z) — 2 J e ¥ sin(2x)dx

= —e " cos(2z) + 2" sin(2x) — 4 J e " cos(2x)dx

d’ou . -
Je“ cos(2z)dx = —e” " cos(2z) ; 2e " sin(2z)
et on conclue
—T
Je_m cos® (x)dw = —% (5 + cos(2z) — 2sin(2z)) + C,

avec domaine de définition R.

. Si 'on fait une intégration par parties avec u = arctan(y/1—22) et v/ = 1 (i.e.
v = x), on trouve

22dx
farctan(\/ 1 — 22)dx = zarctan(y/1 — 22) + f - x2)il/ﬁ

Si l'on fait la substitution = v/2z/7/1 4 222 (i.e. z = £/4/2 — 222) , la derniére

intégrale devient

rdx 22dz 1 1
J(z—aﬂ) 1— a2 :ﬁf(1+22)(1+2z2) :ﬁfdz<z2+1 - 2z2—|—1>
= v/2arctan(z) — arctan(v/22) + C

= v/2arctan S arctan _r + C.
V2 — 222 V1—22

Si l'on utilise U'identité tan(arcsin(z)) = z/4/1 — 22, alors

farctan(\/ 1 — 22)dz = v/2arctan < > +x arctan(y/1 — 22) —arcsin(z) + C

x
V2 — 222

avec domaine de définition | —1,1].



1.4 (Fractions rationnelles)

La méthode est de décomposer la fraction rationnelle en éléments simples. On est donc
ramené & calculer des intégrales de 'un de ces deux types :

1
Jd:p, Jax%—bd% avec n € N* et ¢ —4d < 0.
(x —a)" (22 + cx + d)™

Exercice 9 Pour n € N, on définit la fonction I, : R — R via
dx
I S I A
(@) f (1+a2)"
telle que I,(0) = 0. Noter que Iy(x) = x. Montrer que, pour tout entier n > 2,

T 2n —3

Inf@) = 2(n —1)(1 + 2?)n1 T on 2

In_l(x).

Proof. Soit n € N*. On intégre par partie u = 1/(1+ 2?)" et v/ =1 :

_ x w?dr x (1+ 2?)dx
I_1(x) = At +2(n — 1)J(1 g Tl ) +2(n — 1)JW —2(n— 1)J(
- ﬁ 20— D),y — 2(n — D),

ce qui implique le résultat demandé. []

Exercice 10 En utilisant la décomposition en éléments simples, calculer les primitives
suivantes :

r3dx dx dx 22dx (x — 1)dz
(2) ng—i-l’ (b) Jw(l—i—m)?’ (c) f4x2—3x+2’ (d) Jx‘l—l’ () J(1+m)3(m—2)'

Proof. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.

1. C’est clair que

= S e
2 +1

TR 9 2

J r3dx f zdx 22 In(z? +1)
x

2. On voit que

dx 1 1 1 1
JM:“QC—:CH - (x+1)2>da:=1n(\x|)—ln(\x—i-l\)—i- O

avec domaine de définition R\{0, —1}.

3. Cest clair que

472 _3x+2 4

8x—3
J du 1 f du 2 arctan < ox )
+ C,
(z—

avec domaine de définition R.



4. On voit que

J:;fd—xl - f (2(m21+ 1 4(x1+ 0 4(;);1— 1)>d$

- i(ln(|x — 1))~ In(jz + 1)) + 2arctan($)> el

avec domaine de définition R\{+1}.
5. On voit que

(I’—l)dl‘ _ 1 1 9 )

|t ‘f(‘ 27w +1) 9@+ 1?2 3@+1) 27@_2))‘”
1 1 1 1

“owr D 3@y a2 gl 1)+ G

avec domaine de définition R\{2}.

O]

Exercice 11 Calculer

dx (5z — 12)dx (37 — 11x)dx (22% — 152 + 33)dx
(a)f49—4a:2’ (b)f wa— Y J @+ 1)(z—2)(x—3) (d)f (z+1)(—5)
(x — 1)dx dx
(€) fm2+x+1’ ®) f(a:2+4x+5)2'

Proof. Dans les résultats suivants C' € R dénote une constante quelconque.

1. C’est clair que

[ (S P
49 — 422 28 T+2 T7—2x - 928

avec domaine de définition R\{+7/2}.

2. On voit que
(5z —12)dx f 3 2
J r(r—4) :L‘+:E—4 dz

= 31In(|z|) + 2In(|z — 4]) + C,

2¢ + 7
— C
2x—7D+ 7

avec domaine de définition R\{0, 4}.
3. On voit que

(37— 1a)de 5 4 1
J(a;+1)(x—2)(x—3) J<_x—2+x+1+a:—3>dx
= —5In(|x — 2|) + In(|]z — 3|) + 4In(|z + 1|) + C,

avec domaine de définition R\{—1, 2, 3}.
4. C’est clair que

J (2:21115)?—33% -] (2 e e 1>>d5”

4 2
=20+ S n(lz —5)) - §51n<|x 1)+ C

avec domaine de définition R\{—1, 5}.



5. On voit que
J(m—l)dx B
2+x+1

J
|

2z + 1 _ 3 e
222+ x+1) 2@2+x+1)

V3

20+ 1 6 d
x
22 +x+1) (e +1)2+3
2 1
<ln +z+1) — 2¢/3arctan <x+>) +C,
R.

avec domaine de définitio
6. Sil’on fait la substitution y = x + 2, on voit que

dx B dx B dy
J(fb‘hr‘lfb”r@2 _f((:c+2)2+1)2 _J(y2+1)2

_de_jyzdy_amtan()_Jyzdy
I RO i N (I O (R

La derniére intégrale peut se calculer & partir d’une intégration par parties avec u = y
et v' = —y/(y* +1)? (ie. v = 1/(2(y° + 1)))

—f ydy _1 Y —1f dy _1 Y — arctan(y)
W+1)2 2y2+1 2Jy2+1 2\y2+1 '

Finalement, la primitive est

1 2
J(dx = - <x+ + arctan(z + 2)> +C,

22 +4x +5)2 2\ 22 +4x+5

avec domaine de définition R.

O]

1.4.1 Polyndmes en sinus et cosinus

La méthode est de linéariser sauf dans le cas de cos™(z)sin"(z) avec m € Noun € N
impair. Dans ce cas on fait un changement de variables.

Exercice 12 Ecrire les primitives de cos™ (z) sin”(x) avec m ou n impair.

Proof. Si m est impair de la forme m = 2m’ 4+ 1 avec m’ € N, alors

!

fcosm(m) sin"(z)dx = fcoszm,(x) sin”(z) cos(x)dx = f (1 —sin®(z))™ sin"(z) cos(z)dx

De facon analogue, si n est impair avec n = 2n’ + 1 et n’ € N, on a

’

f cos™ () sin” () dzr — J cos™ () sin™ () sin(z)dz — f (1— cos?())" cos™ (z) sin(x)dz
- i(—l)k <7;/> Jcosm“k( sin(z)dz = ;; IDlal < /) C::n_l:;:i(f).

k=0
[J

Exercice 13 Pour n € N, calculer

(a) Jcos”(&)dﬂ, (b) fsin”(&)d&



1.4.2 Changement de variables

Exercice 14
1. Ecrire le théoréme de changement de variables.

2. Ecrire le cas particulier des fractions rationnelles en sinus et cosinus (régles de C.
Bioche).

3. Donner des primitives de \/x2 + 1, de v/22 — 1 et de /1 — 22, en utilisant les chan-

gements de variable z = sinh(u) ou x = cosh(u) ou x = sin(u).

Proof. 1l s’agit des résultats du cours. []

Exercice 15 Calculer

in® ﬂxc sin(xz/2) cos(x x ¥x
(@) | sin e | eyt @) [ sinGar2)cos(asyie, (@) [ oy,
(e) fa—l—bcxos(x)’ avec a,b € R tels que a > |b| > 0.

Proof. Dans les résultats suivants C € R dénote une constante quelconque.

1. D’aprés I'exercice 1.4.1, on voit que
1
fsing(i)dx = g(cos?’(x) — 3cos(z)) + C,

avec domaine de définition R.

[ R S—

2 + cos(z))? T2+ cos(z)

2. C’est clair que

avec domaine de définition R.

3. On voit que

o (5 (5 ()%= 2o 5o (5

avec domaine de définition R, o1 ’'on a utilisé 'identité
sin(a) cos(8) = (sin(a — ) + sin(a + 3))/2.

4. Sil'on fait la substitution y = tan(z), alors sin?(z) = ?/(1+?) et dz = dy/(1+?).
Cela implique que

1 1 1
— dr= | ———dy=—arctan(v2y) + C
f 1+ sin2(z) f 1+22Y = RN an(v2y)

1
— E arctan (\/itan(ﬂ:)) +C,

avec domaine de définition | —7/2,7/2].

5. Si 'on fait la substitution y = tan(z/2) (i.e. cos(z) = (1 — y?)/(1 + %?)), alors
dr = 2dy/(1 + y?) et

dx 2dy 2 a—b
a+ beos(r) = t t 2 C
fa+bcos<x> f<a+b>+<a—b>y2 a2_b2a““< at b )>+ ’

avec domaine de définition | —m, 7.




O]

Exercice d16 Calculer Jid Jid
@ oo ® oo © e

Proof. Dans les résultats suivants C' € R dénote une constante quelconque.

1. dej)\/g = 2arctan(y/z) + C, avec domaine de définition R~ (appliquer la

substitution v = /7).

2. On utilise la substitution y = 1/z. Cela nous donne

-2 (e w0t e )
o (53] ~7) -

() 2) e

avec domaine de définition R-¢\{1}.

3. On utilise la substitution y = y/z. Cela nous donne

fmzzf@éﬁ%ﬂf(”(y?inf <y22+1>>dy

Y
=2 t — 4 arct C
y+ <1 7 + arc an(y)) arctan(y) +

= Vr2r+3) 3arctan(y/z) + C,
1+

ol l'on a utilisé ’exercice 1.4. Le domaine de définition respectif est R-g.

OJ

Exercice 17 Primitives de fonctions du type f(x,\/ax? + bx + ¢) Par un changement
de variables, se ramener a une forme canonique du type f(z,v22+1), f(z,|z — 1|),

flz, /22 —1) ou f(x,A/1—x2), puis effectuer un autre changement de variables avec
les fonctions sinus/cosinus trigonométriques ou hyperboliques.

Calculer

dx
(a) J o ® J\/aﬂ ~ 30+ 2da,

(©) f Ve + o + 1de, () jmdz.

Proof. Dans les résultats suivants C' € R dénote une constante quelconque.

1. Le changement de variable z = siny nous dit que
2dt

J dx _f cos ydy _J T2
(1—;1;)«/1—;52_ (1—siny)cosy J1— -2

1+¢2




ot 'on a fait le changement de variable ¢ = tan% (régle de Bioche). On a donc

f da _J 2dt 2 2
—z)W1—a2 J(A-1)2 1-t =~ 1— tanacsne

avec domaine de définition | —1,1[. Ceci peut se transformer en écrivant :

; arcsinz  sin #ERE cos HETRE sin arcsin x x
an = - = =
2 arcsin xr o 1 . .
2 COos” =5 cosarcsinz +1 /1 —gin2arcsinz + 1

i
VI—a22+4+1

2. Le changement de variable 2z — 3 = cosh y nous dit que

/ 1
f\/ —3x + dx—f m—f —fdx— J\/ (22 —3 1(2dx) —Z 51nh2ydy

2@/ h2 h(2z —3) h(2z —
—e vy sinh 2arcosh(2z arcos
=—-24+C= +C
32 8 * 16 8
avec domaine de définition [2, +0o[. Pour avoir une primitive sur | — oo, 1[ il faut
poser —2x + 3 = coshy.
3. Le changement de variable = sinh y nous dit que
295 —+— 1 2dm
Va2 4z + lde = (z +
2 ydy — 35— c
4Jcos yay = T+§+
_ 3sinh 2arsinh2f/§1 . 3arsinh2f/§1 o
16 8
avec domaine de définition R.
4. Le changement de variable - = = siny nous dit que
2 — 1 2d 5
f\/—x2+x+ dw—f«/—x—Qd.’I;— JU < < fcos2ydy
f !
C 2x—1
— sin 2y + y +C=— s1n2arcsln — + arcsm + C,

16 8 16 \/5 8 NG

avec domaine de définition [1 —+/5)/2, (1 +v/5)/2].
O]

Exercice 18

1. Montrer qu’une primitive de z — P(z)e®, ou P € R[X] est un polynéme et a un
réel, est de la forme = — Q(z)e™ + C, ou Q € R[X] est un polynome et C est une
constante.

2. Montrer qu’une primitive de x — P(x) cos(ax), ot P € R[X] est un polynome et «
un réel, est de la forme x — Qi(x) cos(ax) + Q2(x)sin(az) + C, ou Q1 et Q2 sont
des polyndmes dans R[X] et C est une constante.



Proof.

1. On procéde par récurrence sur le degré de P. Si deg(P) < 0, alors P = ¢ € R et
on pose Q(z) = ¢/a. On suppose que l’énoncé est vrai pour tout polynoéme P de
degré strictement inférieur & d € N*. On va le démontrer pour le cas ou P a degré
d. Comme (Q(z)e™ + C) = (Q'(z) + aQ(z))e®”, il suffit de montrer qu’il existe un
polynome Q € R[X] tel que Q'(z) + aQ(z) = P(z). Soit P = ca + P, avec ¢ # 0 et
P de degré strictement inférieur a d. On pose R = ca:d/a_ C’est clair que R +aR— P
est un polynéme de degré strictement inférieur & d. Par I’hypothése de la récurrence,
on sait qu’il existe un polynéome T tel que 7" +aT = R’ +aR—P. Alors Q = R—T
satisfait la propriété demandée.

2. Le méme argument que celui donné pour l'item précédent est aussi valable dans ce
cas.



2 Algeéebres de Boole de parties d’'un ensemble et mesures

Exercice 19 Soit X un ensemble. On rappelle qu'une algébre de Boole de parties de
X (ou simplement algébre de Boole, ou algébre d’ensembles) est une paire (X, o),
ou o/ € P(X) est une famille de parties de X qui satisfait que ¢J, X € &7 et que, pour
tous A,Be o/, AUBe o/, AnBe o et A\Be.." Soit (X,o) une algébre de Boole.
On définit A+ B = (A\B) u (B\A) = (AuB)\(An B)et A-B = An B, pour tous
A, B € o/. Montrer que (&7, +,-) est un anneau (unitaire) commutatif.

Proof. C’est clair que +,- : &/ x &/ — o/ sont deux lois internes commutatives. Comme
I'intersection d’ensembles est associative, le produit - est associatif aussi. En outre, + est
associative. En effet, cela suit du fait que

A+ (B+C)=(A(BuUQ)u (B(AuC))u(C\(AuB))u(AnBn(C),
pour tous A, B, C € of. Cette derniére égalité suit de
A\(B+C) = A\((B u C)\(B n C)) =An ((B uC)u(Bn C))
=(An(BUO))U(An(BNQ))=(A(BuC))u(AnBn0),
ou D¢ = X\D, pour tout D € X, et

(B+C)\A = ((B\C) U (C\B))\A = (B\(Au C)) U (C\(A U B)).

On voit bien que F est I’élément neutre pour la somme + et I’ensemble X est 1’unité pour
le produit -. Il reste & vérifier la propriété distributive, i.e.

A-(B+C)=(A-B)+(A-C),
pour tous A, B,C € /. En effet,

A-(B+C)=An ((B\C) U (C\B)) = (An (B\C)) u (A~ (C\B))
— (AnB)\C) U (AnC\B)) = (An B)\(An C)) U ((An C)\(An B))
—(AnB)+(AnC)=(A-B)+(A-C),

ou l'on a utilisé la distributivité de l'intersection par rapport & 'union dans la deuxiéme
égalité. ]

Exercice 20 Donner une algébre de Boole (R, .«7) telle que les singletons ne soient pas
inclus dans .

Proof. On peut prendre & = {F,R}. [

Exercice 21 Soient (X, .o7) et (Y, %) deux algébres de Boole. On rappelle qu'un mor-
phisme f : (X,.«7) — (Y, %) est une application f : X — Y qui satisfait que f~1(B) € o,
pour tout B € A.

1. Soient (X, <) une algébre de Boole et f : X — Y une application. On définit
fe(?) ={B <Y : f1(B)e o/} Montrer que (Y, fi(27)) est une algébre de Boole,
appelée I'image directe de <7, et que f est un morphisme d’algébres de Boole de
(X, ) dans (Y, fu(o)).

1. Plusieurs auteurs n’imposent pas la condition X € ./ dans la définition d’algébre d’ensembles, car
ils veulent considérer aprés seulement des parties de mesure finie.



2. Soient (Y, %) une algébre de Boole et f : X — Y une application. On définit
f*(#) = {f Y(B) : B € #}. Montrer que (X, f*(#)) est une algebre de Boole,
appelée "image inverse de %, et que f est un morphisme d’algébres de Boole de
(X, f*(#)) dans (Y, ).

3. Solent (X, /) et (Y,Z%) deux algébres de Boole et f : X — Y une application.

Montrer que f*(%) < o si et seulement si f est un morphisme d’algebres de Boole
de (X, o) dans (Y, A), si et seulement si Z < fi ().

Proof.

1. Clest clair que @& = f () € &, ce qui implique que J € fy(27). De méme,
la condition X € o/ avec X = f YY) nous disent que Y € fi(«7). En outre,
soient B, B’ € fu(</). Alors, f"Y(Bu B) = fY(B)u f(B), fYUBn B) =
fUB)n Y (B et fY(B\B') = f~YB)\fHB') sont des éléments de 7, ce qui
implique que B u B', B n B', B\B’ € f.(&/), comme on voulait démontrer. Le fait
que f est un morphisme d’algébres de Boole est immédiat.

2. Clest clair que @ = () € f*(%), vu que & € #. De méme, la condition Y € £
avec X = f71(Y) nous disent que X € f*(#). En outre, soient A = f~1(B) et
A = f7Y(B), avec B,B' € #. Alors, Au A" = f~Y(B)u fY(B) = fY(BuB),
AnA = [ B)n U BY = fUBAB) ot AN = fYB\fL(B) = f(B\B)
sont des éléments de f*(Z#), comme on voulait démontrer. Le fait que f est un
morphisme d’algebres de Boole est immédiat.

3. Il s’agit d’une conséquence directe des définitions.

[

Exercice 22  Soient (X, ) et (Y, %) deux algébres de Boole. On définit &7 [x] B <
P (X xY) comme 'ensemble formé des unions des familles finies et disjointes des parties
de la forme A x B, avec A € o/ et B € 2. Montrer que (X x Y, o/ [x] ) est une algébre
de Boole.

Proof. C’est clair que @ = @ x (J € & [X] . En outre, les conditions X € & et Y € &
nous disent que X x Y € & x] A. Comme

(AxB)n (A x B') = (An A) x (B~ B),

pour tous A, A" € o/ et B, B’ € %, on conclut que 'intersection de deux éléments dans
o X| % appartient & & [x] . 1l reste & montrer que la différence entre deux éléments dans
/X194 appartient & @/[X%. Pour cela, il suffit de démontrer que (A x B)\(A'x B') € /X%,
pour tous A, A’ € o7 et B, B’ € %. Cette derniére propriété suit de 1'égalité

(A x B\(A' x B') = ((A\A) x B) U ((An A) x (B\B")),

et I'on remarque que I'union précédente est disjointe. C’est clair que la réunion finie d’élé-
ments dans &7 X1 % est aussi dans o [X].4, puisque, si P et Q sont deux éléments de &7 X%,
alors P u Q = (P\Q) u @, ou I'union précédente est disjointe. []

Exercice 23 Soit (X, .o/) une algébre de Boole. On rappelle qu'une mesure sur &7 est
une application p : &/ — [0, +00] telle que v(F) =0 et

M(UAz‘> = D (A,

iel iel



pour toute famille disjointe (A;)er € ! (i.e. Ay n Ay = & sii #4') avec I au plus
dénombrable telle que U erA; € &7. Si dans la définition précédente I est seulement fini,
on dit que p est une application additive. Soient (X, o) et (Y, %) deux algébres de Boole
et f: X — Y un morphisme d’algébres de Boole. Montrer que, si p : &/ — [0,400] est
une mesure sur .7, application fuu : # — [0, +00] donnée par B — u(f~(B)) est une
mesure sur %, appelée 'image directe de u.

Proof. On voit bien que

fe(D) = p(F~H(D)) = (@) = 0.

En plus, soit (B;)ien € (f+ )Y qui satisfait que B;nBy = @ sii # ' et que UjenB; € fo
Alors, (f71(B;))ien € &Y satisfait que f~HBy) n fH(By) = fUBin By) = @ sii#d
et que Ujenf "' (Bi) = f~'(VienBs) € &/. En plus,

Fr(Um) = (s (U ) = (s ) = Dutra0) = 3 ot

comme on voulait démontrer. [ ]

Exercice 24 Soient (X, o) et (Y, %) deux algébres de Boole, munies des applications
additives p et v, respectivement. Montrer qu’il existe une unique application additive
pXv: o KB — [0, +0] telle que

(LXv)(A x B) = u(A)v(B), (2)
pour tous A€ o et B e A.
Proof. Soit P e &/ X1 %. Si P = &, on pose uxlv(P) = 0. Cette condition est compatible
avec (2), car Ax B=(J, avec Ae o/ et Be B,s1 A= ouB=¢.SiP# J, on peut

I’écrire de la forme comme une union disjointe
P=| |Ai x B,
el
avec I fini, A; € & et B; € %. On pose dans ce cas
(nxv)( Zu
el
On va montrer que cette expression est bien définie. En effet, on suppose que
P= |_| Cj X Dj,
jedJ
avec J fini, Cj € & et D; € #. Alors,

PszPz(U&X&)mQJ@XQ)z(U ((A; x B;) n (Cy x D))

iel jeJ ig)Elx]

= || ((4incCy) x(BinDy).

(4,5)eIxJ

On voit bien que

DuAv(B) = >, (A0 C)v(Bin Dy) = Y u(C;

i€l (4,5)elxJ jeJ

comme on voulait démontrer. C’est clair que u X v est additive. []



2.1 Intégration basique

Exercice 25 Etant donnés a < b nombres réels, on pose St([a,b], C) Iespace vectoriel
de fonctions en escalier, i.e. les fonctions f : [a,b] — C telles qu'il existe une subdivision
P={a=ap < <a,=>b} < [ab] avec n € N* tel que fljq, a,,,[
¢i, pour tout i € {0,...,n — 1}. On regarde St([a, b],C) comme un sous-espace vectoriel
de ’espace vectoriel normé complet B([a,b],C) formé des fonctions bornées, muni de la
norme infini || ||o.

soit une constante

1. Si f est une fonction en escalier avec subdivision P = {a = a9 < ...ap, = b}
n—1

on définit la valeur I(f) = Z ci(aiv1 — a;) € C, ot ¢; = flja;,0,,,[ POUT tout
i=0
i€{0,...,n—1}. Montrer que I(f) est indépendante de la subdivision de f et que
l'application I : St([a, b],C) — C est linéaire.
2. Montrer que
() < (b—=a).[| e,

pour tout f € St([a,b],C), i.e. 'application linéaire I : St([a,b],C) — C est conti-
nue pour la norme infini. En conséquence, I s’étend en une unique application li-
néaire continue I : St([a,b],C) — C telle que |I(f)] < (b — a).||f||sw, pour tout
f € St([a,b],C), ou St([a,b],C) est 'adhérence de St([a,b],C) dans B([a, b],C).

On appelle St([a, b] C) lespace des fonctions réglées ou intégrables (au sens réglé), et on

écrit I(f J f(z

Proof. 1l s’agit d’un résultat du cours. []

Exercice 26 Fonctions en escalier Soit f : [a,b] — R telle que f ne prenne qu’un nombre
fini de valeurs. On note I' = f([a, b]). On suppose |I'| = 2

On suppose de plus que f admet en tout point une limite & droite et une limite & gauche.

1. Soit ¢g = min{|ly — ¢'| : y,v' € I,y # y'}. Montrer que ¢y > 0.

2. Montrer que pour tout = € [a,b[, il existe n > 0 tel que la restriction de f a
|x,x +n[n[a,b] est constante de valeur f(z+).

3. Six €la,b[, on définit I, = {y €]x,b] : f(y) # f(z+)}. Si I, # &, on note T
la borne inférieure de I,. Si I, = &, on note T = b. Montrer que T > x et que
la restriction de f & ]z, Z[ est constante. Montrer que si T # b, f(Z) # f(z+) ou
f@+) # flzt).

4. On définit par récurrence la suite (zp)nen par zo = a et si x, # b, Tpi1 = Tp. Si

n =0, yr1 = b. Montrer qu’il existe N € N tel que zny = b. En déduire que f est
une fonction en escalier.

5. Montrer que la conclusion de la question précédente est fausse si on enléve ’hypothése
d’existence de limites.

2. Cette notion d’intégrabilité n’est pas précisément celle de Riemann (i.e. les fonctions f € B([a, b], C)
telles que, pour tout € > 0, il existe g, h € St([a, b],C) telles que |f(z) — g(z)| < h(x), pour tout z € [a,b],
et I(h) < €). Plus précisément, toute fonction réglée est intégrable au sens de Riemann, mais la réciproque
n’est pas vraie (e.g., f : [0,2] — R telle que f(1 4 1/n) = 1, si n € N* et zéro sinon), mais la théorie de
fonctions réglées satisfait des propriétés plus “raisonnables” que celles de la théorie standard de Riemann.
C’est pour cela que plusieurs mathématiciens proposent que la notion d’intégrale réglée remplace celle de
Riemann (voir Berberian, S. K. Classroom Notes : Regulated Functions : Bourbaki’s Alternative to the
Riemann Integral. Amer. Math. Monthly 86 (1979), no. 3, 208-211).



Proof. Il s’agit d’un résultat du cours. []

Exercice 27 Une fonction continue est limite uniforme d’une suite croissante de fonctions
en escalier Soit f :[0,1] — R une fonction continue.

1. Soit wy(f) =sup{|f(x) — f(y)| : z,y € [0,1], | — y| < 1/n}. Montrer que wy,(f) tend
vers 0 quand n tend vers 400.

2. Soit oy, la subdivision donnée par {j/2" : j € {0,...,2"}}. Montrer que 0,41 est plus
fine que oy,.

3. On définit la suite g, de fonctions en escalier de [0, 1] dans R de la facon suivante.
Pour 0 < k < 2" et x € [k/2", (k+1)/2" [, on pose

i) =t {1 e |5t |

En plus, on deéfinit g, (1) = f(1). Montrer que g, < gn+1-

4. Montrer que pour tout n € N et pour tout x € [0,1], |gn(z) — f(x)] < won(f). En
déduire que la suite (gp)nen converge uniformément vers f.

5. Comment feriez-vous pour construire une suite décroissante de fonctions en escalier
convergeant uniformément vers f 7

Proof. 1l s’agit d’un résultat du cours. []
Exercice 28 Soit f : [0,1] — R la fonction définie par

foy [0 sre@@ )
N 1/q, six=p/qavecp,qe N* p<qet PGCD(p,q) = 1.

1. Soit = ¢ Q et s0it (pn/qn)nen une suite de rationnels tendant vers z. Soit Fy = {p/q €
[0,1] : 0 < ¢ < N,pe N}

(i) Montrer que Fy est un ensemble fini.

(ii) En déduire qu’il existe € > 0 tel que |x — y| > ¢, pour tout y € Fy.
(iii) En déduire qu'il existe ng € N tel que ¢, > N, pour tout n = nyg.
(iv) En déduire que la suite (¢, )nen tend vers +oo.

2. Montrer que f est continue en tout point de [0,1]\Q et en 0, et elle est discontinue
en tout point de Q@ n]0,1].

3. Soit € > 0 et F. = {w e [0,1]: f(z) > €}
(i) Montrer que JF, est fini.

(ii) Construire une fonction en escalier g, telle que [ge — f|ox < €.
(iii) Que vaut Jl ge(x)dx?
4. La fonction f esi—elle continue par morceaux !
Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans I’exercice. []

Exercice 29 Soit z € R.

1. Donner 1:% nature des su}ntes
(14 ) i) ns (7)
(1) ( n) (ii) nsin -



2. Ftudier la convergence uniforme sur R ou sur les compacts de R.

Proof.

1. C’est clair pour x = 0, et pour = # 0

n
lim (1+x> = lim exp <nln (1+3:)> = lim exp <n(x+o<$)>) =e”.
n—-+00 n n—+o0 n n—+00 n n

En outre, si x # 0,

lim nsin(z/n) = lim xw =z (4)
n—+00 n—+w /N
et siz =0
lim nsin(z/n) =0 = =. (5)

n—+0o0

2. La convergence n’est pas uniforme sur R. En effet, pour la premiére suite on considére
la suite (zp)nen donnée par z, = n. Elle satisfait que (1 + z,/n)" = 2". Comme
|2" — e"| converge vers +00, on voit bien que la convergence n’est pas uniforme. De
méme, pour la deuxiéme suite on observe que (zy)neny donnée par x, = nm vérifie
que nsin(z,/n) = 0. Comme |nsin(m) —n| = n converge vers +00, on voit bien que
la convergence n’est pas uniforme.

Sur les compacts, il suffit de démontrer la convergence uniforme sur [—R, R] pour
R > 0 fixé. D’apres le développement limité de In(1 + y) au voisinage de 0, on sait
qu'il existe n > 0 tel que |In(1 +y) — y| < y? pour tout y € [—n, n]. Ainsi, pour tout
n = N ou N est fixé tel que R/N < 7, on peut appliquer cette égalité a x/n, quelque

soit z € [-R, R] :
x 2 R?
i (1+2) —a <2 < 2
n n n
Cette inégalité nous permets aussi de dire que

nln (1 + %) € [-R— R*/n,R+ R*/n] < [-R — R*, R + R?] ce qui est utile pour

I'inégalité des accroissements finis appliquées a la fonction exponentielle

‘(1 + fl)n —e* exp (nln (1 + Z)) —exp(z)

n 2 R+R?
T Ree
sup <1+> —e¢*| < ——— — 0 quand n — 0.
ze[—R,R] n

n

< < sup |ey|) ‘nln (1 + f) - az‘
ye[—R—R2,R+R?] n

On raisonne de méme pour (ii), mais en utilisant que |siny — y| < 3? pour tout
y € [—n,n]. Ainsi, pour tout n = N ou N est fixé tel que R/N < 7, on peut
appliquer cette égalité & x/n, quelque soit = € [—R, R] :
. > R?
‘nsm—fx‘ < — < — — 0 quand n — 0.
n n n

Dans les deux cas, nous avons donc la convergence uniforme sur tout compact.

O

Exercice 30 Donner la nature des séries numériques

a S 1 avec « o (D"
( );3 nalnﬁ(n)’ , 8 € R, (b) 7;1 N

Proof.




O]

1. On remarque d’abord que In(n) = 1, pour tout n € Nx3. Cela nous dit que, si a > 1,

alors ” »
Z <y L
—3 n° ln = n
qui converge par le critére de Rlemann.
X 1+« .. 1 1 nr=* C
Pour o < 1, nous considérons v = €la, 1] ainsi ——— > — > —
2 nelnf(n) ~ n7'Inf(n) ~ 0y
= 1
et donc la série ————— diverge.

= no In”(n)

Pour a = 1, par décroissance de la fonction f(z) = 1/(zIn” z) on a

N+1 N N
J f(z)de < Z f(n) < J f(z)dx
3 o 2

En calcul tJNf()d L 1 ! 81 tJNf()d
N CalCulan xr = ﬁ 1lnﬁ lN B 11 3= 1 pour (& X X

Inln N — Inln 2, nous concluons que la série converge si et seulement si g > 1.

2. Comme la suite (1/4/n)pen+ est décroissante avec limite zéro, le théoréme des séries
o6}
. -1)"
alternées nous dit que

! Z \/ﬁ

n=1

est convergente.

Exercice 31 Donner la nature des séries de fonctions suivantes

0

(a) Z x?, (b) Z sin(ne) Z 27" cos(3"x)

n=0 n=1

Préciser les mtervalles sur lesquels la convergence est uniforme.

Proof.

O]

1. Le critére de D’Alembert nous dit que le rayon de convergence de la série entiére est
+00. Cela implique que la série converge uniformément sur tout intervalle fini de R.
Par contre, la série ne converge pas uniformément sur R.

o0 001
2 <2

n=1 n=1

2. Comme

sin(nx)
2

n

pour tout x € R, et la derniére série numérique converge, le critére de Weierstrass
o0

nous dit que la série Z sin(nx)/n? converge absolument et uniformément sur R.

n=1

3. Comme

0

31
N e A
n=0 n=0

pour tout x € R, et la derniére série numérique converge, le critére de Weierstrass
e}

nous dit que la série Z cos(3"x)/2" converge absolument et uniformément sur R.
n=0

cos( 3"

Exercice 32 On considére la fonction f : [1,2] — R donnée par f(z) = 2~ 2. Soit n € N*,
On découpe 'intervalle [1, 2] en n intervalles égaux. Les bornes des intervalles sont définies
a ’aide des points z; = (n + ¢)/n, pour 0 < i < n.



1. Que représente la somme

pour n € N*?

2. Montrer que

pour tout n € N*,

3. Démontrer que

> 1 > 1
n;(n+i)(n+i+1) <S"<”;(n+i—1)(n+i)’

pour tout n € N*,

4. En déduire que

n2

(n+1)(2n+1)

<Sn<§,

pour tout n € N*,
Indication : remarquer que

5. En déduire que

2
6. Calculer J f(z)dz.
1
Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice. []

Exercice 33 Autour des mesures de réunion finie d’intervalles Tous les intervalles consi-
dérés dans cet exercice seront inclus dans [a, b]. Soit U I'ensemble des réunions finies d’in-
tervalles inclus dans [a, b].

1. Montrer que si X < [a,b] est un ensemble fini, alors X € U.

2. Soit X < [a,b]. Montrer que la fonction indicatrice ¥ x de X est une fonction en
escalier sur [a,b] si et seulement si X € U.

3. Montrer que si A et B appartiennent & U, alors A u BelU et A~ B € U. Montrer
quesi Ael, [a,b]\A eU.
b
4. On définit 'application m de Y dans R par m(X) = f W¥x(x)dz.

(i) Montrer que si X est un intervalle, m(X) est égail a la longueur de X.

(ii) Montrer que si X € U et J est un ensemble fini, alors m(X u J) = m(X).

(iii) Montrer quesi X €Y et X, Y eld, m(X) <m(Y).

(iv) Montrer quesi X C Y et X, Yeld, m(X uY)=m(X)+mY)-—m(X nY).



5.

Montrer que si (X, )nen* est une suite d’éléments de U deux a deux disjoints, alors

+00
Z m(X,) < +oo.
n=1

Proof.

[

1.
2.

Comme tout point est un intervalle de longueur zéro, le résultat est immeédiat.

On remarque d’abord que tout élément X € U est de la forme X = U} I;, ou
I; < [a,b] est un intervalle avec bornes a; < b; pour tout i € {1,...,n}, et b; < a;41,
n

pour tout i € {1,...,n — 1}. Soit X € U comme ci-dessus. Alors ¥x = Z“‘L’] est
i=1

une fonction en escalier pour la subdivision ¢ < a1 < by < --- < a, < b, < b.
Réciproquement, soit X < [a,b] tel que ¥ x est un fonction en escalier pour la
subdivision a = ¢y < -+ < ¢p41 = b, alors, pour tout i € {0,...,n}, |¢,cir1[S X
ou |¢j,cip1[nX = . Soient I = {i € {0,...,n} :]ci,cit1[S X} et J =1 €
{0,...,n} 1 ¢; € X} Alors X es la réunion des points dans J et des intervalles dans I.

. Soient A = Ugerly et B = UpepsJp, avec L et L' deux ensembles finis d’indices et

Iy, Jy < [a,b] des intervalles pour tout £ € L et £ € L'. Alors AU B = UgerI; U
UperJp € U. En outre, comme l'intersection de deux intervalles est un intervalle, An
B = Ugeruper (IgnJp) € U. Finalement, c’est clair que si I € [a, b] est un intervalle,
alors [a, b]\I est la réunion de deux intervalles. Alors, [a,b]\A = User([a, b]\I¢) € U.

4. Tous les items sont immeédiats.

5. On pose Y,, = 1’ 1 X,, € 4. La réunion étant disjointe implique que

sp =m(Y,) = 2 m(Xy).
i=1

Comme m(X,,) = 0 pour tout n € N*, la suite (s, )nen+ est croissante. En outre, U'in-
clusion Y,, € [a, b] nous dit que s, = m(Y},) < b—a, i.e. la suite (s, )pen* est bornée.
Le théoréme de Bolzano-Weierstrass nous dit alors que (s, )nen* €st convergente.

2.2 Quelques applications

Exercice 34 Produit de Wallis

1.

Montrer que

1
n d son—1
fSIIl (.’E) xr = —*n S1n (.’E) COS((L’) + n

n—1

Jsin”_2 (z)dz,

pour tout entier n > 2.

2. A partir d’une récurrence et de I'item précédent, en déduire que

/2 m—12n—3 17 71y 2i—1
- 2n

dx = =

L s (z)de = =5 =5 5 55 2 L1759

et

/2 on 2m—2 2 2
J sin?"*!(z)dz = noen ,”7:1—[ il
0 2n+12n—-1 3 -~ 32i+1

pour tout n € N,



3. Utiliser Iitem précedent et le fait que les puissances de sin(z) sont décroissantes
(pour z € [0,7/2]) pour conclure que

1 3/2 sin?"*(z)dx <1

1+1/(2n) ~ Sg/g sin?"(z)dz

Y

pour tout n € N*,
4. En déduire le produit de Wallis

m . (24)2
5 =, hm 2% —1)(2 + 1
n—+oo s o (20— 1)(20+ 1)

5. Montrer que

B ) (n!)222n
VT = i

Indication : réécrire le produit de Wallis sous la forme
T~ lim <,22) !
n—+oo i (20 —1)22n + 1

1=

et prendre la racine carrée.
Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans ’exercice. []
Exercice 35 Formule de Stirling

1. Soient ¢, :] —1,1[ — R définies par
3

o) = 31 (1E2) = o et v(e) = o) — 575

Montrer que
2 4
, T , —2x
=— et =

pour tout z €| —1,1[. En déduire que ¢(z) > 0 et ¢(x) < 0, pour tout z €]0,1].

0<11 1+ < 3

X 7 in — T X o o
2 11—z 3(1—2?)
pour tout z € [0,1].

3. Soit x,, = 1/(2n + 1), pour n € N. Montrer que

2. En déduire que

l+x, n+1l 3 1

l—z, n 3(1—22)  122n+ Dn(n + 1)’

pour tout n € N*,

4. En déduire que

0<;1n<n+1>_ 1 < 1

ou, de fagon équivalente,

pour tout n € N*,



5. Soient (ap)nen et (by)nen+ deux suites réelles données par

nnt1/2,—n 1/(12n)

ap = et b, = ape .

n!
Montrer que a, < by, @y < any1 et b1 < by, pour tout n € N*. En déduire qu’il
existe un unique nombre réel ¢ > 0 tel que a, < ¢ < by, pour tout n € N*,

6. En déduire que, pour tout n € N*, il existe 6,, € [0, 1] tel que

nl = C_lnn+1/2€_n€6"/(12n). (7>

7. Utiliser (6) pour montrer que ¢ = 1/v/2.
Indication : remplacer n par 2n dans (7) et prendre la limite quand n tend vers
+00 pour obtenir

o b (Qn)2n+1/26—2n . (n|)222n\/§ nn+1/26—n 2: 52
n—+00 (2n)! n—+o  (2n)ly/n n! ’

ot 'on a utilisé (6) dans la dernier égalité.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice. []



3 Intégration élémentaire (2éme partie)

Exercice 36 Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux.

b b
1. Montrer que f f(z)dz = f fla+b—x)dx.

2. En déduire la valeur des intégrales suivantes :

~ [ wsin(z) (1
(i) f 7)d$, (1) J;) In(1 + tan(x))dx.

o 1+ cos?(x

Proof.

1. Nous ne pouvons pas appliquer directement le théoréme de changement de variable
car la fonction f n’est pas supposé continue.

Si f est une fonction en escalier sur [a, b], on montre que f(z) = f(a+b—x) est aussi

b b
une fonction en escalier sur [a,b] telle que f f= f f. Par densité des fonctions
a a
en escaliers, on montre que la propriété reste vrai sur les fonctions continue par
morceaux.
2. L’égalité précédente nous dit que

f” x sin(x) dr — J“ (m —x) sin(a:)d

o 14 cos?(x) o 1+ cos?(x)

9

ot on a utilisé que sin(m — ) = sin(z) et cos(m — z) = — cos(z). En conséquence,
i : 1 (™ : ™ 2
f _osin(n) ;1 f _mSn®) T aretan (cos(2)) | = -
o 1+ cos?(z) 2 Jo 14 cos?(x) 2 o 4

De méme,

LZ In(1 + tan(z))de — LX In (%)d@«,

ot l'on a utilisé que sin(7/4—z) = v/2(cos(x)—sin(x))/2 et cos(r/4—x) = v/2(cos(z)+
sin(z))/2. En conséquence,

™

J4 In(1 + tan(z))dzr = 7rln(2).
0

8

O]

Exercice 37 Soit f : [a,b] — C continue et soit g : [a,b] — Rx( continue et décroissante.
Pour x € [a,b], on note F(x) = f f(t)dt et H(x) = j |f(t)|dt. Soit N € N* et z; =
a+ j(b—a)/N, pour toutje{O,..a.,N}. Soient ’

b

N-1 g
=3 | fogadre 1= [ g

j=0 T a

1. Montrer que
N-1
In =11 < ) (9(x) = g(m41)) (H (2j41) — H(xy)).
j=0

En déduire que Iy tend vers I quand N tend vers +oo.



2. Montrer que

N-1

N-1
= > g(@)(Fxj1) — Fla;) = g0)F(b) + Z (9(;) = g(zj41)) F(j41).

[

3. On suppose maintenant que f est une fonction & valeurs réelles. Montrez qu’il existe

c € |a,b] tel que
b c
f F(Hg(t)dt = g(a) f F(t)dt

Indication : se servir de la fonction G(z) = max(F(x),0) pour majorer ’expression
de Iy dans I'item précédent.

En déduire que

dt‘ g(a) sup
cela,b]

Proof.

1. On voit bien que

z;) - g(t)|dt

Ig+1 Tj+1
oon< 3 [

N— i1 N-1
Z 9(x;) :EJH))J [fO1dt = Y (g(5) — g(wj1)) (H(zjr1) — H(x)).
§=0 J=0

Comme la fonction H est continue sur un intervalle fermé et borné, elle est uniformeé-
ment continue. En particulier, étant donné € > 0, il existe 6 > 0 tel que |z —y| < §
implique |H(z) — H(y)| < ¢/(g(a) — g(b)). On fixe € > 0 et on prend Ny € N* tel que
No > 1/§. Alors

N—1
2 $g+1)) (H(%‘H) - H(l’j)) < m jZ;) (9(%‘) - 9($j+1)) =6

pour tout N = Ny. Cela implique que I converge vers I quand N tend vers +oo.
2. L’égalité
N—1

= Z 9(x;) (F(xj41) — F(z;))

suit directement de la déﬁnitio de F'. En outre,

N-1 N— N-1
> 9(z) (Fljn) — Flay)) = Z 9(xj)F(zj01) — ), gla;)F(x

j=0 —0 =0
N—-1 N
= >, 9(@j)F(zjr1) + N E:
J=0 J=1
N-—1 N-—1
= D, () F(zj41) + — > g(xi)F(wj41)
7=0 7=0



OJ

ot 'on a utilisé dans la troisiéme égalité que F'(a) = 0 et on a changé 'indice j par
J + 1 dans la derniére somme dans la quatriéme égalité.
La deuxiéme égalité de cet item implique que, pour tout N € N*,

N-—1
1In| < g®)|F®)| + >, (9(z) = g(x1)) | F(xj41)]
i=0
N—-1 ’
< (g(b) + ;0 (9(z5) — g(xj41)) ;lpb f f(t dt‘ g(a) cilﬁ f f(t)dt],

ot 'on a utilisé que |F(x)| < sup{|F(c)| : ¢ € [a,b]}, pour tout x € [a,b]. Si on
prend la limite quand N tend vers +00 on trouve l'inégalité demandée.

. D’abord on peut supposer sans perte de généralité que I # 0 (sinon ¢ = a marche),

et méme I > 0 (sinon, on peut changer f par —f). On suppose aussi g(a) > 0 (sinon
¢ = a marche). On définit la fonction continue G(x) = max(0, F(z)), et on note que
En outre,

In =g(b)F(b) + ]\A[_l (g($j) - 9($j+1))F(13j+1)
v
< g(b)G(b) + . (9(z5) = 9(xj4+1)) G(2j41)
" N-1
< g(b) CSEE;]G + ;0 (z5) — g(zj4+1)) CSEI,Z]G(C)

N—1
- <g<b> £ Y (o) —g(l‘jﬂ))) sup_ G(c) = g(a) sup G(o),
=0

ce[aJ)] ce[a,b]

Le premier item nous dit alors que I < g(a) sup G(c), ce qui implique qu’il existe
cela,b]

c € [a,b] tel que I = g(a)G(c), d’apres le théoréme de la valeur intermeédiaire, vu que

G(a) = 0. Comme I,g(a) > 0, alors G(c) est aussi positif et donc il coincide avec

F(e).

Exercice 38 Soit f : R — R une fonction continue et décroissante, tendant vers 0 en

+00. Montrez que la suite de terme général f f (t)eitdt admet une limite quand n tend

vers +00.

Proof. 1l s’agit d’'un conséquence immédiate de ’exercice 2. []

Exercice 39 Irrationalité de m Dans cet exercice, on va montrer que 7 est irrationnel (on
utilise la définition de 7 donnée dans exercice 3 de la fiche 0). On procéde par 'absurde :
on suppose alors T = p/q, avec p,q € N* premiers entre eux. Pour tout n € N, on définit le
polyndéme

Fulz) = M

n!

1. Montrer que f,(0) = 0 et que f,(m — z) = fu(x), pour tout n € N*. En déduire que

f,gk)(ﬂ —x) = (—1)kf,(lk)(;v), pour tous n, k € N*,



2. Montrer que f,(Lk)(O) € Z, pour tous n, k € N. En déduire que f,(lk) () € Z, pour tous
n,keN.

3. On pose
n
Z (Qk) ),
pour tout n € N. Montrer que F,(0), n(7r) € Z, pour tout n € N.
4. Montrer que F,(x) + F)(z) = fu(z) et que

dci (F,( )sin(x) — Fy(x) cos(x )) Fol(2) sin(),

pour tout n € N. En déduire que
f fn(z)sin(z)dx = F,(7) + F,(0) € Z.
0

5. Montrer que

-1

pm
n!

0 < fo(z)sin(x) <

pour tout n € N et z €]0,7[. En déduire que

0< Lﬂ fn(x)sin(z)dz < W(pﬂ)n,

pour tout n € N. Conclure.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice. []

Exercice 40 Inégalité de Holder Soient p,q € R tels que p,qg > 1 et 1/p+1/q = 1. Soient
f et g deux fonctions continues de [a, b] dans R.

1. Montrer que, pour tout u,v € Rsg, u/Pv9 < u/p + v/q.

[ b o] < ( [ b \f(t)l”dt>; (] b |g<1t>th)é
Proof.

1. L’identité est immédiate si v = 0 ou v = 0. On suppose alors u,v > 0. Sans perte
de généralité on peut supposer que u > v. On pose x = u/v. L'identité ulPyl/t <
u/p + v/q devient 2MP < 1/q + x/p. Elle est veérifiee pour x = 1. En outre, la dérivée
Ve /p du membre de gauche est clairement inférieure a la dérivée 1/p du membre
de droite pour z > 1. Cela implique que /7 < 1/q + x/p, pour tout = > 1, ce qui
montre 'inégalité demandée.

2. En déduire que

2. Pour t € [a, b], on prend

[f@OF _lg@®I

u(t) = m————— et v(t
" §o 1/ (et "= §2 |g(t)adt’

D’apreés l'inégalité dans 'item précédent, on voit que

u(t)Po(t)1 < = L [f@)P 1 g(t))2

P If)edt a5 |g(t)edt



Si lon integre sur [a, b] les fonctions dans l'inégalité précédente on déduit que
b b 3/ h 7

[ s < (["1rwpar)” ([ o)
a a a

Exercice 41 Soit f:]0,1[ — R la fonction définie par x — (z — 1)/In(z).

1. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur [0, 1].
2

O

xT

2. Soit ¢ :]0,1[— R définie par p(x) = f dt/1n(t). Montrer que ¢ se prolonge en
une fonction continue sur [0, 1]. ’
Indication : pour la limite en 1, on pourra utiliser une primitive de 1/(¢1In(t)).

3. Montrer que ¢ est dérivable sur ]0,1[. Est-elle dérivable en 0 et 17

1
4. Calculerf f(t)dt.
0

Proof.

1. C’est clair que la limite de f(x) quand 2 > 0 tend vers 0 est 0. En outre, la régle de
Bernoulli-L’Hoépital nous dit que
-1 1
lim =~ = lim — = 1.
T—1— hl(.f) rz—1— 1/[5
2. C’est clair que la limite de ¢(z) quand x > 0 tend vers 0 est 0. Par ailleurs,

2 2 22

[ K. [ N - =t P |

_ L”Q W tIn < In(z?) ) _ JIQ (t—1)at +1n(2),

In(x) tln(t)
pour tout z €]0,1[. En plus, d’aprés l'item précédent, la fonction ¢ — (t—1)/(¢tIn(t))
peut se prolonger par continuité en ¢t = 1, ce qui nous dit que l'intégrale

6o - [ LD

L tin(t)

(8)

T

converge et elle est une fonction continue sur ]0,1]. Cela implique que
lim ¢(t) = In(2).
r—1—

3. Soit F(t) une primitive de 1/1n(t) définie sur ]0,1[. Alors ¢(z) = F(2?) — F(x) sur
10,1 et en particulier
2z 1 x 1 z—1

¢ (v) = 22F' (2*) — F'(z) = In(22) - In(z) - In(x) B In(x) - In(z)’

pour tout z €]0,1[. En outre, la régle de Bernoulli-L’Hopital nous dit que

/
-1
lim () = lim #'(2) = lim x =
e—0+ T a0+ 1 2—0+ In(x)

Le méme argument nous dit que la dérivée de p(x) en x = 1 est

T r—1
1m =
r—1— ln(aj‘)




O

4. C’est clair que

1
f f(t)dt = lim o(t) = In(2).

0 r—1—

T

Exercice 42 On définit f: Ryg — R via f(z) = e f e’ dt.

0

1. Montrer que

pour tout z € Rg.

2. En découpant U'intervalle [0, z] en [0,z — /] et [x — v/z, 2] pour x > 1, montrer que

f(x) est équivalent & 1/(2x) en +o0.

Proof.

1. On remarque que

2

1 e T
2 -
f(z) 2x 2x

est équivalente a

X
QxJ edt = e — 1,
0

pour tout x € R>g. Pour démontrer cette inégalité, on observe qu’elle est vérifiée si
€T

x = 0 et pour x > 0 la dérivée 22e™ +2f e’ dt du membre de gauche est clairement
0

. 2 N 2 . 2, 2 »
supérieure ou égale a la dérivée 2ze® du membre de droite.

. On voit bien que

o [TTVE 2 2 2x(x — \/E)
0<2ze™™ e dt < 2u(x — Va)e P el Ve = 20 NV
| (¢ V) s
Comme le dernier membre de cette inégalité converge vers zéro quand z tend vers
z—\/z
+00, l'intégrale < Zme_IQJ et dt.
0

En outre, une intégration par parties nous dit que

T—+/T t?2 T 2
2re” f et dt = e [e ] + ze~ f e—dt

0 E CE—\/E x_ﬁ t2
1 z et? ©)
2
=1- - —-dt.
er2Ve-1)(1 — 1//x) e L—ﬁ t? “

C’est clair que la limite du deuxiéme opérande dans le dernier membre de (13) est
zéro quand x tend vers +o00. Par ailleurs,

N 2 e 1
0<ze™® f —dt<ze ™ —— = .
oy (x — \/x)? Vr—2+1/\/x
Comme le dernier membre de cette inégalité converge vers zéro quand x tend vers
+00, la limite du dernier opérande dans le dernier membre de (13) est zéro quand x
tend vers +00. Cela montre que (13) converge vers 1 quand x tend vers +00.




O]

Exercice 43 Déterminer la limite des sommes suivantes quand n tend vers +00, en les

interprétant comme des sommes de Riemann :
n n

n+ k 2 ko
(a) Sp = k; g (D) Sn = ];1 SRR (c) Sp =Y. —5sin(km/(n +1)),
(

n?(n
1n—1 n—-1 1 n 1
d) S, =— cos2k:7rn, e) Sy = () Sy = T 19’
(@) Sn = 7 2, cos?(km/n) Lanran 05 = 4 e

2n
= Z % En déduire la valeur de la limite

2n
lim sin(m/k).

n—-+0oo
=n

Proof.

1. On voit bien que
n

|
S:Z n+k + k/n

22 Linp 2
Znt+k? Anl+(k/n)
coincide avec une somme de Riemann de l'application f : [0,1] — R donnée par
f(x) = (1 +2)/(1 + 2?) associée a la subdivision {z; = j/n : j € {0,...,n}} de
lintervalle [0,1]. En conséquence,

L1 In(1 +22)]" In(4
lim Sn—f LI arctan(m)—l—in( ) _rr ( )
n=>+a0 o 1+ a2 2 |, 1

2. Cest clair que

i k2 i 1 (k/n)?
Hn2(nd + k)3 A on (14 (k/n)3)Y3

coincide avec une somme de Riemann de lapplication f : [0,1] — R donnée par
flz) = 22/(1 + 2*)/ associée a la subdivision {z; = j/n : j € {0,...,n}} de
lintervalle [0,1]. En conséquence,

1 2 1

x 1 1 1
lim S, = 2 dr=|Z(1+ 2/3] - =
fo V1 + 23 [ ( ) 2

Sn=] % sin(kn/(n + 1)) = (” - 1> Z -sin(kr/(n +1))

est le produit de (n+1)%/n? et une somme de Riemann de I'application f : [0,1] — R
donnée par f(x) = xsin(rx) associée a la subdivision {z; = j/(n+1) : j€ {0,...,n+
1}} de lintervalle [0, 1]. En conséquence,

1 . 1
lim S, :J v sin(mr)dr — [sm(mc) B xcos(ms)] _
0

n—-+00 0 w2 m

1
=



4. C’est clair que
1 _
— (k
- g cos?(km/n)

coincide avec une somme de Riemann de l'application f : [0,1] — R donnée par
f(x) = cos?®(mx) associée & la subdivision {z; = j/n : j € {0,...,n}} de Uintervalle
[0,1]. En conséquence,

1 in(2 1 1
nETan = fo cos?(mz)dx = [; + Smi:x)} = —.

5. On voit bien que
B
= 2n + 3k k:0n2+3k/n

est une somme de Riemann de l'application f : [0,1] — R donnée par f(z) =
1/(2 + 3z) associée a la subdivision {z; = j/n : j € {0,...,n}} de I'intervalle [0, 1].
En conséquence,

1 1
lim S, f 1 dr — In(3z + 2) _ 111(5/2).
o 2+3z 3 |, 3

n—-+00

6. C’est clair que
-1 _

1
Som 3 - ;nm

3

est une somme de Riemann de l'application f : [0,1] — R donnée par f(z) =
1/4/1 — a2 associée & la subdivision {z; = j/n : j € {0,...,n}} de lintervalle [0, 1].
Hélas, la fonction n’étant pas bornée, elle n’est pas intégrable et le théoréme des
sommes de Riemann ne s’applique pas. On fixe A € [0, 1] et on coupe la somme en
deux

1 1
S i R SN, S
2 _ 2
h=Oean V1= ( k/” keldnn-1) V" K
La premiére somme correspond & la somme de Riemann sur lintervalle [1, A] et

converge donc quand n — 400 vers f f = arcsin A. La seconde somme ce majore

par le théoréme de comparaison série intégrale

1 1
I ey DY ”f <=

ke]An,n—1] pe[l,ann]

En conséquence, pour tout € > 0 fixé, on choisit A € [0, 1] telle que 2¢/1 — A < ¢/3
et |arcsin A —arcsin 1| < €/3, puis on fixe N assez grand telle que la premiére somme
soit proche de arcsin A & €¢/3 prés. On a donc pour n > N, |S,, — arcsin 1] < ¢, ce qui
implique que

lim S,, = arcsinl = g

n—+o

7. On voit bien que




est la somme de 7/n et une somme de Riemann de I'application f : [0,1] — R donnée
par f(x) = 7/ associée a la subdivision {z; = 1+j/n: j € {0,...,n}} de l'intervalle
[1,2]. En conséquence,
2 2
lim S, = J —dx = W[ln(m)] = 7ln(2).
n——+ao0 1 T 1
Par ailleurs, comme |sin(x)| < |z|, pour tout = € R et
sin(z)

lim

z—0 I

=1

alors, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que —ex < sin(z) — x < 0, pour tout
€ [—9,d]. Soit ng € N tel que ng > 7/d. Alors, si n = ny,

2n T 2n
—62k<28m<> Zk
Si 'on prend la limite inférieure ou supérieure quand n tend vers 400, on trouve que

2n
.. . 77
—emn(2) < ngl}rrg 4 sin <I<:> —mln(2) <0,

et de méme pour la limite supérieure. Comme les inégalités précédentes sont valables
pour tout € > 0, on conclut que

2n -
LIEJIFI(IE sin (k) = 7n(2)
k=n

et de méme pour la limite supérieure. Cela implique que la limite

2n
n]_l)l’_{_loo Z sin(7/k)
=n
existe et vaut 7w ln(2).
[
Exercice 44 Soit
1 n—1
= — Z cos(ka/n),
" k=0

avec a € R\{0}.

1. Evaluer directement lim S,,.
n—+0o0

2. Evaluer la méme limite en utilisant que S, est une somme de Riemann.

Proof.
1. On voit bien que
1"z _ 1 — e
" 2 cos(ka/n) = 5 (E k/> =n e (1_/)
1 —cos(a) — cos(a/n) + cos(a(n —1)/n)
2n(1 — cos(a/n))
n 1 — cos(a) — cos(a/n) + cos(a(n —1)/n)

a? (1 — cos(a/n))/(a/v/2n)?

Sn




Comme la limite de (1 — cos(z))/(2%/2) est 1 quand x tend vers zéro, on voit que la
limite de S,, quand n tend vers +00 coincide avec

nlirfw%(l — cos(a) — cos(a/n) + cos(a(n — 1)/n))

1 —cos(a) 1 — cos(a/n) . 1lsin(a)sin(a/n)  sin(a)

n—to  4/2n (a/+/2n)? n—+0q a/n a ’

ot 'on a utilisé que cos(a(n — 1)/n) = cos(a) cos(a/n) + sin(a) sin(a/n) et que la
limite sin(x)/z est 1 quand x tend vers zéro.

2. C’est clair que S,, est une somme de Riemann de application f : [0,1] — R donnée
par f(x) = cos(ax) associée a la subdivision {z; = j/n: j € {0,...,n}} de 'intervalle
[0,1]. En conséquence,

i, 5.~ [ et - [ 01| 0)

n—+ao0 0

OJ

Exercice 45 Pour n € N, on pose

k=1

1. Calculer la limite de Uy, — U,, quand n — 400 en utilisant une somme de Riemann.

x| =

B n (_1)k:—1
et Vo= 3
k=1

2. Rappeler pourquoi lirf V, existe et calculer cette limite.
n—-+0o0

Proof.

1. On voit vien que Usy, — U, coincide avec S, /m dans le dernier item de Iexercice 3.
En conséquence, sa limite existe quand n tend vers +00 et elle vaut In(2).

2. Le critére de Leibniz nous dit que la limite de V,, existe quand n tend vers +00. En
outre, on voit bien que Vo, = U, — Us,, pour tout n € N*. Cela implique que la limite
de V,, quand n tend vers 400 est In(2).

OJ

2T

Exercice 46 Soit x € R\{£1}. On pose f(z) = J In(z? — 2z cost + 1)dt.
0

1. Déterminer le domaine Dom(f) de f.
2. Factoriser le polynome X™ — 1 dans C[X].

3. Calculer f(x) a l’aide de ses sommes de Riemann.

Proof.
1. On remarque que
21 21 ) 27 )
flx) = f In(z? — 2z cost + 1)dt = J In (o — e”|2)dt = 2J In(|z — e|)dt.
0 0 0

En particulier le domaine Dom(f) de f est R\{£1}.

2. Clest clair que X" — 1 = H (X — (), ou G,, < C est 'ensemble formé des racines
CeGn
de l'unité d’ordre n.



3. Soit

o n—1 4
= — In (|z — 12”]"’/” ln ( z — e2mh/n ) = 2rln (J2" — 1|V/7).
w2 )= H\ | (" —1["")

C’est clair que Sy, (z) est une somme de Riemman de l'intégral qui donne f(z)/2.
Comme la limite simple de la suite [z — 1|'/™ est |z| si [#] > 1 et 1si |z < 1, on
conclut que

lim S,(z) = 27 In(|z|)

n— -+

si |x| > 1 et cette limite vaut zéro si |z| < 1. En conséquence, f(x) =0si|z] <1 et
f(z) = 4rn(|z]), si |z] > 1.
OJ

Exercice 47 Pour n € N* on pose

A/ (k +n)( k+1+n)

Déterminer la limite de wu,,.

Proof. C’est clair que

- 1 - 1 = 1
2n+11+k/( ):Z (k+n+1)2<2::\/(k+n)(k+1+n)

k=1
<

~r

Ly

On dénote L, et R, les sommes indiquées ci-dessus. C’est clair que R,, est une somme
de Riemann de lapplication f : [0,1] — R donnée par f(xz) = 1/(1 + z) associée a la
subdivision {z; = j/n:j € {0,...,n}} de l'intervalle [0, 1]. En conséquence,

1o 1
lim R, = f dx = {ln(l + :L')] = In(2).
n—+00 o 1+2 0

Par ailleurs, soit

51 1 1
L, = = L,.
" kz_on+11+k‘/(n+1) i o
On voit bien que L, est une somme de Riemann de I'application f : [0,1] — R donnée par
f(z) = 1/(1 4+ x) associée a la subdivision {z; = j/(n+ 1) : j € {0,...,n}} de l'intervalle
[0,1] et en particulier

1
- 1
lim L, = f dr = 1n(2).
n—+00 o 1+

Cela implique que

lim L, = lim L,— lim m L, = In(2).

1
n—+00 n—+00 n—+own + l n—>+oo

L’inégalité (10) dit que la limite de w, quand n tend vers +o0 est In(2). [J

Exercice 48 Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C! telle que f(0) = 0.



1. Montrer que

JO ' () < % fo ' 2.

X
Indication : écrire f(z) = J f'(s)ds, pour z € [0,1], et utiliser I'inégalitée de
0
Cauchy-Schwartz.
2. Améliorer I'inégalité précédente quand de plus f(1) = 0.
Proof.
1. On écrit

()] = \ [ 7

<21l = v fo f(s)2ds,

ol I'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En conséquence.

! 2 ! v / 2 ! ! / 2 _1 ! / 2
fo |f(z)] d:réfo a:fo |f'(s)] dsda:éfo xd:z:L |f'(s)|?ds = QJ;) |f'(s)|“ds.

2. La premiére inégalité de l'item précédent nous dit que
1/2 12 o 1/2 1/2 1/2
2 12 12 1 a2
J ()] dx<f xJ £(s)] dsdng xd:cj 17(s)] ds:f ' (5)[2ds.
0 0 0 0 0 8 Jo

Cette inégalité est aussi valable pour la fonction ¢ : [0,1] — R définie par g(z) =
f(1 —z), puisque g(0) = f(1) = 0. En conséquence,

1/2 ) 1 (Y2 )
f lg(y)|“dy < 8] ' ()" dy.
0 0

En outre, la substitution ¥y = 1 — z nous dit que

1/2 1 1/2 1
fo l9(y) 2dy = L/2|f<x>|2dxet jo 16/ (y) Py = f f (o).

En conséquence,

[1r@rar < [ 1@



4 Intégrales impropres

Si f: I — R est une fonction continue par morceaux sur un intervalle I, on dira

que f est intégrable sur I si I'intégrale généralisée J |f(x)|dx est convergente,
I
i.e. si J f(x)dx est absolument convergente.
I

b
Exercice 49 Soit f : [a,b[ — R une fonction continue par morceaux telle que | |f(x)|dx

a
converge. Soit (Tp)nen une suite croissante d’éléments de [a,b[ convergent vers b.
Tn
1. Montrer que la suite I, = J f(x)dx est de Cauchy.
a
2. Montrer que cette limite ne dépend pas de la suite (x,)nen choisie. En déduire que

b
l’intégralef f(x)dx est convergente.
a
Proof. 1l s’agit des résultats du cours. []

Exercice 50 Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

(a) JO 1 In(z)dz, (b) L 1\/%, (c) L 16xdf1, () L e e;/;da:, (e) f:w Sin;x)dac,

Uln x /2 cos(z) — L2
(f)fol(l;)d:n, (g)fo 8_1512)(96)1(13:, (h)fo 11_ﬁdx.

Proof.

1. On voit bien que

f In(z)dz = [:Izln(m) - x]l — 1.

0

1 d 1
J Y = [arcsin(m)] _
0 V1—1z2 0 2

1 1
f d d:v=lim[ln(|1—ex|)—x}

T __
0o € 1 e—0 ¢

2. C’est clair que

3. Comme

et la derniére limite diverge, l'intégrale est divergente.

4. On voit bien que

5. C’est clair que

+% sin () & DT gin(x) Py (DT | sin ()|
= = —1 n — .
j dx E f . dx E (—1) f dx

0 x n=04Jnm n=0 nmw x

(n+1)m
Soit a,, = f |sin(x)|/zdxz = 0, pour n € N. On voit bien que

P

o Nm+x



pour tout n € N. Cela implique que

- :J _sin@)] 4, gf [sin@)|

o PT+xT+T 0o NT+T
+00 T
Le critére de Leibniz nous dit alors que f sin(z)/xdx = Z (—1)"a,, converge.
0 n=0

6. C’est clair que In(1 + x)/x est une fonction continue sur |0,1]. En outre, la régle de
Bernoulli-L’Hépital dit que

In(1 1/(1
g 22 YO+
z—0 T z—0 1
ce qui implique que In(1 + x)/x se prolonge en une fonction continue sur [0,1]. En

1
conséquence, l'intégrale J In(1 + z)/xzdx converge.
0

7. On voit bien que (cos(z) — 1)/sin?(x) est une fonction continue sur ]0,7/2]. Par
ailleurs, d’aprés la régle de Bernoulli-L’Hépital on voit que

. cos(x)—1 . — sin(x) 1
hmf =lm——7——— = -5
2—0 sin?(x) z—02sin(z) cos(x) 2

ce qui implique que (cos(x) — 1)/sin?(x) se prolonge en une fonction continue sur
1

[0,7/2]. En conséquence, I'intégrale j (cos(z) — 1)/sin?(z)dz converge.
0

8. On voit bien que

L — g2 1 2252 2232 42 ¢
dr = 1 1 dx = — = —.
f x f( + ) (1 + Vx)dx [ T3 +2+xL 30

O

Exercice 51

1. Déterminer la nature des intégrales généralisées :

Q) rm(a: £ 92— /2?4 da + 1)de, (i) fm (@) i) fl R

0 T4 e % rcos(1/xz)

D [ eV e, ) [t de, i) [
() . ) d ) ( ) L (ln(x))ln(x)d ) ( ) L (ln(ln(x)))ln(x)7
0 | i

o 1+ |sin(z)|
7. Calculer, en montrant la convergence :
+00 dl’ 400 d.’E +0 d.’E
ol ) [ i) | ,
o (@+1)(z+2)(z+3) o w3+1 o (z+1)%(x +2)2
1 1 +0 +00 1
(i) j %dm, (if) j el (a e R), (i) J I;(jf)dx (n e N¥).

o (1- o (IT+a?)(1+a9) 1

1. (i) On voit bien que

+o0
f (:L‘—|—2—\/l’2+4l’+1)d$=f dx
0 0 TH+2++Vat+dr+1

3 (1 3 M
> = j dr = —lim lim |In(x+2)| |,
2)y x+2 2e—0M—+w

+00 3

€



(iii)

(iv)

(vi)

ou lon a utilisé que Va2 +4x+1 < Va2 +4x+4 = z + 2, pour tout = >

0. Comme la derniére limite diverge (vers +00), on voit bien que l'intégrale
demandée est divergente.

On voit bien que

f:w (@) s LM @) = L im [m(x)Q]M,

r+e?* 2 4 M—+w 1

ot I'on a utilisé que e™* < z, pour tout z > 1. Comme la derniére limite diverge

(vers +00), on voit bien que l'intégrale demandée est divergente.

On voit bien que

+00 1 +0 1 M
f ————dx > f —dr = lim |In(z)| ,
1 cos(1/z) 1 T M-+ 1

ot l'on a utilisé que cos(1/x) < 1, pour tout & > 1, ce qui implique que
2°0/%) < 2 pour tout z = 1. Comme la derniére limite diverge (vers +00), on
voit bien que 'intégrale demandée est divergente.

On voit bien que

+00 2 +00
e VT gy = J eV 4 eV gy
1 1 2

N

Comme la premiére intégrale du membre de droite existe, vu que e™ ¥ est une
fonction continue définie sur un intervalle fermé et borné, 'intégrale demandée
converge si et seulement si la deuxiéme intégrale du membre de droite converge.
Comme e~ V**~% egt une fonction positive, il suffit de démontrer que I'intégrale

est bornée. Dans ce cas

M

+o0
e VI Ty j e ®V24g = lim { — \/ie_x/ﬁ] )

2 2 M—+o0 2

ot U'on a utilisé que 2% — z > 1'2/2, pour tout z > 2. Comme la derniére limite

converge (vers 0 quand M tend ver +00), on voit bien que I'intégrale demandée
est convergente.

Comme 1/(In(z))™® > 0, pour tout 2 € Rso, lintégrale demandée est conver-
gente si et seulement si elle est bornée. On voit bien que

+0o0 1 T oy e ey T0 oy
[t [ o5
2 (In(z))n@) In(2) YV In(2) YY e Y

e y +o e y 1 M
< J e—dy + eQJ —dy = f 6—dy —¢? lim [] )
n(2) YY e Y n(2) Y¥ M—+ol|y |,

oil 'on a utilisé la substitution y = In(z) et que (y/e)? > (y/e)?, pour tout
y = e. Comme l’avant-derniére intégrale converge puisque e’ /y¥ est une fonction
continue définie sur un intervalle fermé et borné, et la derniére limite converge
(quand M tend ver +00), on voit bien que I'intégrale demandée est convergente.

On affirme que l'intégrale est convergente. Comme 1/(In(In(x)))™® > 0, pour
tout = € Ry3, 'intégrale demandée est convergente si et seulement si elle est



2.

(vii)

(1)

(i)

(iii)

bornée. Or, on voit bien que

+o dx to o ee¥oy e’ e’ eY +O eV ey
dw—J dy—f dy+J dy
L (In(In(z)))n@) In(n(3)) Y In(n(3)) Y ey
ey

e €ey eV +00
< ——dy + J dy
Jln(ln(:z)) ye’ e (y/e)Y

out 'on a utilisé la substitution y = In(In(z)), ¥ =y et donc (y/e)® = (y/e)Y,
pour tout y > e. L’avant-derniére intégrale converge puisque eeyey/yey est une
fonction continue définie sur un intervalle fermé et borné. Cela implique qu’il
suffit de démontrer que la derniére intégrale est bornée. C’est clair que

400 1 +00 1
L <y/e2>ydy<L (W))?

2

ot 'on a utilisé que (y/e?)? > (y/e)?, pour tout y > e* > 2. Comme la derniére

intégrale converge, l'intégrale demandée aussi.

On voit bien que

+00 d +00 1 M
f 7_1.61113 > J —dxr = lim [m] ,
o 1+ |sin(x)| 12 M—+o0| 2],

ou l'on a utilisé que 1+ |sin(x)| < 2, pour tout x € R. Comme la derniére limite
diverge (vers +o0), on voit bien que U'intégrale demandée est divergente.

On voit bien que

o dx L In(z? + 42 + 3) M
L @+ Dz +2)(+3) ‘Mlirﬁoo[ 2 _ln(m”)L
— In(2) lné?’).

On voit bien que

J+oo dx
0 333 + 1

L In(z2 —z+1) In(z+1) arctan ((2z —1)/v/3)]Y
- Mlirﬂoo[ - 6 e T V3 L
27

33
Une intégration par parties nous dit que
1 1 1
f vln(z) dx = n(z) —J dx.
(1 — 22)3/2 (1—a2)1/2 z(1 — 22)1/2
En outre, la substitution y = 4/1 — 2 dans la derniére intégrale nous donne

1 1 1. (|1+y
= — gy = s (Y
f:v(le)l/zx flyQy 2n<‘1y>+0

(=) -

1
=—In
2




En conséquence,

f rin) In(z) n (‘ L+V1—22

(1—2232% 7 (1= 22)12 1—v1-a?

)+c

Un calcul long des limites nous dit que

L zln(x
L (1_3:(2))3/2dx = —In(2).

C’est clair que

fﬂo dx J”LOO dx T
I= < =_,
o (Q+22)(1+z9) o l+a% 2

puisque 1 4+ z% > 1 pour tout & > 0, ce qui implique que U'intégrale I est
convergente. On fait la substitution z = tan(y), ce qui donne

J*-‘roo dax _JW/Q dy
o (+x)(1 427 J; 1+ tan(y)’

En outre, comme tan(w/2 — y) = 1/tan(y), pour tout y €]0,7/2[, on voit que
J~7r/2 dy _ fﬂ'/Q L tan® (y) a
o 1+ tan®(y 0 1 + tan“(y)
/2 1 T /2 1
R
0 1+ 1/tan%(y) 2 Jo 1+tan®(w/2—y)

_T f” L
2 )y 14tan(z)

ou on a fait la substitution z = 7/2 — z dans la derniére intégrale. Cela implique
que I = w/2 — I et en conséquence [ = 7 /4.

C’est facile & vérifier que

fln(a:)dx_l—i-(n—l)ln(x)+c

n o wn—l(n _ 1)2

sin € N*\{1} (& partir d’une intégration par parties avec u = In(z) et o' = 1/2"),

et que
2
Jln(w)dx _ In(x) )
T 2

Cela implique que

JJFOO ln(a:)dx

1 x

diverge et que

si n e N*\{1}.



O]

Exercice 52 Montrer que l'intégrale généralisée

J*OO In(t)dt

o 1412

converge. Gréace & un changement de variables simple montrer qu’elle est nulle. En déduire
que pour tout a > 0

0o a+t? 2a

JJFOO In(t)dt  min(a)

Proof. On voit que
U In(t |dt . 1
L N J [ In(t)]dt = J In(t)dt = —lg%[t(ln(t) — 1)]6 = 1.

En outre, comme la limite de |In(t)|/v/t quand ¢ tend vers 40 est zéro, il existe C' > 1 tel
que |In(t)| < v/, pour tout ¢t > C. Cela implique que

roc | In()]dt _ F"O Vidt J*C’O dt

o 1422 c 2 o 132

ot I'on a utilise que 1 + > > t2. Comme la derniére intégrale converge, on voit que

o0
J |In(t)|dt/(1 + t*) converge aussi. Finalement, comme ¢ — |In(t)|dt/(1 + t?) est une
C

C
fonction continue sur R, l'intégrale J |In(t)|dt/(1 + t*) converge. Cela implique que
1

+o0
J | In(t)|dt/(1 + t*) converge.
0

Par ailleurs, si l'on fait la substitution = = 1/¢, on trouve que

[ e _ (/e [ e
0 1 1

1+ ¢2 14 z2 14 22

+00
ce qui implique que j In(t)dt/(1 + %) = 0.
0

Finalement,

j“’o In(t)dt 1J+°O In(t)dt 1 JJ’OO In(ax)dz
a? T a 142

0 (12+t2 B 0 1+(t/a)2 0 1+$2
1 JJFOC (In(a) + In(x))dz  In(a) fﬂo dr  min(a)
Ca )y 1+ 22 a Jy 1+a22 2a

ou l'on a fait la substitution z = t/a. []

Exercice 53 Pour quelles valeurs de (a, 3) € R?, I'intégrale

J+oo dr
o x*+af

est-elle convergente ?



1 +0
Proof. On écrira I(y) = | 27 7dx et J(vy) = x~ Vdx, pour v € R. On remarque que

0 1
I(~y) (resp., J(y)) converge si et seulement si v < 1 (resp., si v > 1). On définit
(o, B) J+OO dx fl dx N J“"OC dx
8] = _— = — EE—
’ o x*+axf  Jygxr+2P ), x>+ af

N ~ PN ~r —

I(a,) J ()

On affirme que Z(«, 8) converge si et seulement si « > let f<1l,oua<1let>1.
Désormais, on suppose sans perte de généralité que a > 8. Clest clair que 1/(z® + 2”) <
1/2% et 1/(z% + 2) < 1/2”, pour tout = > 0, ce qui implique que I(a,3) < I(B) et
J(a,B) < J(a). Alors, si @« > 1 et f < 1, comme Z(a, 8) < I(B) + J(«), on voit que
Z(a, B) converge.

Soit f > 1. Comme 1/(z® + ") = 1/(227), pour tout = < 1, on conclut que Z(a, §) >
I(a, B) = I(B)/2 diverge, puisque I(f) diverge (vers +00). De méme, si a < 1, on note que
1/(z% + 2°) = 1/(22%), pour tout z > 1, ce qui implique que Z(a, 8) = J(a, B) = J()/2
diverge, puisque J(«) diverge (vers +0). []

Exercice 54 Soit f : R>g — R une fonction continue par morceaux et intégrable. Montrer
n+1 400

que la série de terme général J f(x)dx converge et que sa somme est f(x)dx.
n 0

Proof. Cest immeédiat de la définition. []

Exercice 55 Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux et intégrable.
Montrer que

b
limJ F(t)dt = 0.

x—b
Proof. Cest immeédiat de la définition. []

Exercice 56 Soient a et b des réels tels que a < b. Montrer que la fonction définie sur
]a,b[ par
1

e ey

est intégrable sur ]a,b|[ et calculer son intégrale.
Indication : on fera le changement de variable t = (z — a)/(b — ).

Proof. La substitution indiquée nous donne

M

Lb \/(x_cgm _ L*OO \/%(iztm :Mlﬂw[garctan(\ft)]o —

[

Exercice 57 Soit f : R — R une fonction continue par morceaux et intégrable. Montrer
que pour tout a € R\{0} et tout b € R, la fonction x — f(ax + b) est intégrable sur R et

que
+00 +00
fdt=lal | flat +bat.
0

—00



Proof. On suppose d’abord que a > 0. Soient A, B > 0. On voit bien que

fB f(at + b)dt = ! JQM f(x)dx.
—A

a J_qA+b

ou l'on a fait la substitution = = at + b. Alors,

+00 B aB+b
a . f(at +b)dt = A,Elilgl+ooa J_A flat +b)dt = A’élinwo s f(x)dx
+00
= f(z)dz,
—Q0

comme on voulait démontrer.

Si a < 0, on regarde x — ax + b comme la composition des applications x — —ax — b et
y — —y. Il suffit donc de démontrer que la fonction x — f(—x) est intégrable sur R et que

+00 40
F(t)dt = F(=t)dt.
—00 — Q0
Cela suit du fait que
400 B A 400
fwdr= Jm [IRCEEe N  fayds,
ou l'on a fait la substitution x = —¢. [

Exercice 58 Théoréme de convergence monotone Soit (f)nen une suites de fonctions de
I dans R telle que

(i) fn est intégrable sur I,
(i1) (fn)nen est croissante (i.e., pour tout = € I, (fn(z))nen est croissante),

(iii) (fn)nen converge simplement vers f.

Montrer que f est intégrable sur I si et seulement si (J frn(x)dz)peny converge. De plus,
I
montrer que dans ce cas on a les égalités suivantes

L f(ﬂ:)d:vzsupj[ fo(@)dz = lim L fo(@)da.

neN n—+0o0

Proof. 1l s’agit d’'un résultat du cours. []

Exercice 59 Théoréme de convergence dominée Soit (fy,)nen une suite de fonctions conti-
nues par morceaux de I dans R telle que

(i) fn est intégrable sur I,

(ii) il existe ¢ : I — Rsq intégrable sur [ telle que |f,(x)| < ¢(x) pour tout n € N et
rxel,

(iii) (fn)nen converge simplement vers f.

Montrer que f est intégrable sur I et que

n—+o0

L f(@)dz = lim L fo()da.



Proof. Il s’agit d’un résultat du cours. []

+00

t
[
0 et —1

Exercice 60 Montrer que

+00
converge et vaut Z 1/n?.

n=1

Proof. Comme la limite de /(e — 1) en 0 est 1, la fonction f(t) = t/(e' — 1) définie sur
R~ se prolonge en une fonction continue f : R>o — R. En outre, comme

0 _,
t—+00 t—2
+00

et l'intégrale j t~2dt converge, on conclut que t/(ef — 1) est intégrable sur Rxg.
1

En outre, on réécrit

t et T tem(trb
t_ — ot )
et —1 1—e Ny
pour tout ¢t > 0. En fait, comme les séries partielles du dernier membre sont majorées par
la fonction intégrable et positive f(t) (sur Rsg), le théoréme de convergence majorée dit
que l'intégrale de t/(e' — 1) sur R~ coincide avec la série convergente

400
ZJ te~ Dt gy
¢eNg Y0

En plus, une intégration par parties nous dit que la primitive de te™ (avec ¢ > 0) est
donnée par
(1+ct)e™
c2 ’
En conséquence, un calcul immédiat nous dit que le /-iéme opérande de la série précédente

est 1/(0+1)% O

Exercice 61
1. Montrer que l'intégrale

1 2
In(1 + «t
J In(1 +2t°) ,, (1)
t2

0

converge pour tout z € Ro_.

2. On définit la fonction F': R~_; — R par (11). La fonction F est-elle continue en 07

Proof.
1. Siz>0,0<In(l+xt?) < zt?, pour tout ¢ € [0,1]. Cela implique que
1 2 1
In(1 t
f Mdt < J rdt = x. (12)
0 t 0

Si —1 < 2 < 0, on utilise que |In(1 + 2t?)| < |2[t*/(1 + zt?), pour tout t € [0,1], et,

en conséquence,
Un(1 4 xt? 1 1+ t !
f n( xt )d f |z| 2dt A/ || {ln <. || D}
0 1-— |$|t 2 1— |x‘t 0
4/ 144/

N

(13)

0 t2
2 1 — /||



Cela implique que (11) converge absolument pour tout x € R~ _;.

2. On note d’abord que F(0) = 0. En outre, (12) nous dit que, si z > 0, 0 < F(z)
ce qui implique que

N
8

ml_l)r&F(x) =0=F(0).

Par ailleurs, d’aprés (13), on voit que

L (|1
)< Y] ldlm

)

si —1 < x < 0. En conséquence,

lim F(z) =0 = F(0).

z—0—
On conclut que F' est continue en 0.

[

Exercice 62 Trouver une suite de fonctions (f,)nen € C°([0,1],Rx0)N qui converge

1
simplement vers la fonction nulle sans que la suite (J frn(2)dx)pen soit majorée.
0

Proof. Pour n € N, on définit f, : [0,1] — R par

23t 1)y si x e [0,1/271],
falz) = =230 (z —1/27), sixe[1/27,1/27],
0, sixe[1/2"1].

1
C’est clair que f,, est continue et | f,(x)dz = 2", pour tout n € N, et (f,,)nen converge

0
simplement vers la fonction nulle. []

Exercice 63 'Trouver une série de fonctions continues, intégrables et d’intégrales nulles
sur R, convergeant simplement vers la fonction sinus sur Rx.

Proof. Pour n e N, on définit f, : Ryg — R par

0, Si 7 € Raopr.

fola) = {sin(x), si x € [0, 2n7],

+o0
C’est clair que f, est continue, intégrable et fn(x)dz = 0, pour tout n € N, et (fy,)nen

0
converge simplement vers la fonction sinus sur Rsq. []

Exercice 64 Montrer que la fonction f : Rs9 — R définie par
f(x) JFZO:O e SIN(NT)
) = e ——
2 + n?
est continue et intégrable (sur Rx).

Proof. Pour m € N, so0it f, : R>¢o — R définie par

e SIN(NT)
z? +n?



Sim =0, f, est la fonction nulle. C’est clair que f,, est continue et intégrable (sur Rx),
pour tout m € N*, puisqu’il s’agit d’un somme finie de fonctions continues et intégrables.
En outre, pour m, m’ € N tels que m > m’ on voit bien que

- | sin(nz)] - 1 P | P |
fn@) = fwl@ll < 3 e s S Y e ST ) 5 )
n=m'+1 n=m’+1 —m/+1 n=m/+1

ott 'on a utilisé que n? < n? + 2% et e ™™ < e™® < 1, pour tout n € N* et 2 € Rs. Cela

nous dit que la suite { fi }men est de Cauchy dans Uespace vectoriel B(Rsg, R) de fonctions
bornées muni de la norme infini, ce qui implique que {f, }men converge uniformément vers
f sur R. En conséquence, f est continue.
+00
Par ailleurs, comme Z 1/n? converge vers une valeur C' > 0 (en fait, C' = 72/6), | fm(z)| <
n=1
Ce™™, pour tout m € N* et x € R>g. On remarque que e * est intégrable sur Rs(. Le
théoréme de convergence dominée nous dit alors que f est intégrable sur R>q. [J

T

Exercice 65 Montrer que la fonction f: Rs¢ — R définie par

+00 (71),7,_1
f(x):ngl 22 + n2
est continue et intégrable (sur R>g) et que
+00 400 +00 dx
z)dr = -1 ”_IJ —_.
DN C il B

Proof. Pour m € N*, soit f,,, : R>o — R définie par

m o 1\n—1
fm(w) = 2 ( 1)

22 +n?’
n=1

C’est clair que f,, est continue et intégrable (sur Rxq), pour tout m € N*, puisqu’il s’agit
d’un somme finie de fonctions continues et intégrables. En outre, le critére de Leibniz nous
dit que la suite (fi,)men converge simplement vers f. L’inégalité 2?2 +n?<a?+ (n+ 1)2,
pour tout n € N* et & € Rxg, nous dit que fo,,(x) = 0 pour tout m € N* et x € Rx¢. Cela
implique aussi que foms1(z) = fom(z) + 1/(z® + (2m +1)?) = 0. En plus, on voit bien que

1 4 1 1 1
< = + E - < )
Jom (@) < fom1 () ?+1 <x2 +(@2n+1)2 22+ (2n)2) z2+1

En conséquence, 0 < fo(z) < fi(z) = 1/(1 + 2?). Le théoréme de convergence dominée
nous dit alors que f est intégrable sur R.g. En outre, le théoréme de Dini nous dit que

(fm)men converge uniformément vers f sur tout intervalle fini, ce qui implique que f est
continue. []

Exercice 66 Soit f: R>g — R une fonction continue et intégrable.

1. Montrer que
+00
lim e " f(t)dt = 0.

n—0o0 0



2. Montrer que
+m
lim nJ e "M f(t)dt = £(0).

n—o0 0

Proof.

1. Pour n € N*| soit f, : R>g — R définie par f,(t) = e ™ f(t). Alors, c’est clair que
(fn(t))pen converge vers 0 pour tout ¢ > 0. En outre, |f,,(t)] = |f(t)|e™™ < |f(t)],
pour tout ¢ > 0. Le théoréme de convergence dominée nous dit alors que

400 +00

lim e f(t)dt = J 0dt = 0.

n—0 0 0

2. On note d’abord que ’égalité demandée est équivalente a

+00

lim ne " (f(t) — f(0))dt = 0.

n—o0 0

Soit € > 0. Comme f est continue en 0, il existe § > 0 tel que |f(t) — f(0)| < €/2 si
x € [0,d]. On fixe désormais un possible ¢ comme ci-dessus. En particulier,

Jé ne ™ (f(t) — f(O))dt‘ < J: ne” ™| f(t) — f(0)|dt < ;f: ne "dt

0

= J1-e) <

[NON e

Comme €® > 1+, pour tout z = 0, on en déduit que "/ > nt/2, i.e. ne ™2 < 2/t,
pour tout ¢ > 0 et n € N*. Cela implique que ne™™ < Qe*"t/Q/t, pour tout ¢t > 0 et
n € N*. En conséquence,

+00 2 400
| e < [ e,
) 1)

qui converge vers zéro d’aprés le premier item, 4.e. il existe ng = ng(e,d) € N* tel que
la derniére intégrale est majorée par €§/8, si n = ng. En outre,

+00
L ne | £(0)]dt = |F(0)]e ™,

qui tend vers 0 quand n tend vers +oo, i.e. il existe ny = ni(e,d) € N* tel que
|f(0)|e*”5 est majorée par €/4, si n = ny. Finalement, si ng = max(ng, ny),

J+wne”t(f(t) — f(O))dt‘

0

+00
| e - soae

0

f ne " (£(t) - f(O))dt’ +

0

5 o
f ne"t(f@)—f(o))dt’*L ne” ™ (IFO)] + (0]t

sl n = no.



O]

Exercice 67 Posons

avec n € N¥,
1. Montrer que
—+00 9 +0 xQ —-n
j e ¥ dr = lim (1 + > dx
—o n—o0 J_ n

2. Montrer que

—0
et en déduire que
‘oo
f e dt = /7.
—a0
Proof.
1. Comme
. Yy\"
lim (1 + —) =eY,

n—0oo n

+00 22\ 7" 5
J (1 + > dr = Qﬁf cos®™2(y)dy
n 0

2 .
. Par ailleurs, c’est

pour tout y € R, on conclut que f,, converge simplement vers e~

clair que
1 1

’fn(x)‘ = (1 +n71x2)n =

1+22+ >, (Z) x2kn—k

pour tout 2 € R et n € N*. Comme 1/(1 + %) est intégrable sur R, le théoréme de

convergence dominée nous dit alors que e

400 +00 2\ "
J e~ de = lim <1 + $> dz.

—0 n—o0 —0 n

est intégrable sur R et

2. La premiére égalité de cet item se trouve directement de faire la substitution x

2n72(

v/ntan(y) et utiliser que la fonction cos y) est paire.

Une intégration par parties nous dit que

1 -1
fcosm(x)da: = cos™ () sin(x) + o

pour tout entier m > 2. En conséquence,

C2n—2

o

0

pour tout entier n = 2, i.e.

/2 -3 1r 70y
2n—2

de = =
LCOS @de =5 —5 33311

/2 I — /2
J cos®2(z)dx = " BJ cos®™ 4 (z)dz,

Le produit de Wallis (voir le dernier item de ’exercice 10 de la fiche 1) nous dit que

n—00 2 2

Y |
lim 2v/n- [ [ —— = V7.
2
=1



O]

Exercice 68 Soit f: R — R une fonction continue telle que x — xf(x) soit intégrable
+oo

sur R. Montrer que la fonction F': R — R donnée par F(x) = f e "t f(t)dt est définie
—00

sur R et elle est de classe C. Calculer sa fonction dérivée.

Proof. On voit que la fonction g : R? — C donnée par (z, ) — e f(t) est dérivable par
rapport & . Sa dérivée partielle selon x est (x,t) — —itf(t)e "' est une fonction continue,
qui satisfait que

0 .
a0 = 1= e = hs )
En outre, |g(z,t)| = |f(t)|. Le théoréme de différentiation sous le signe de I'intégral implique

que F est de classe C* et sa dérivée est
+00 ag +00 )
F'(z) = J Z(z,t)dt = j —itf(t)e”“*tdt.
_p OT o

OJ

Exercice 69 Etudier I'intégrabilité des fonctions suivantes :
1. x> 1/3/x —1sur [0,1],

x — cos(x)/A/1 — sin(z) sur ]0,7/2[,

z— 1/(z* + 2 4 1) sur Rxg,

x— (2° + z)e® sur Re,

x+— 1/In(x) sur ]0,1[,

z—1//1—22sur | —1,1].

Proof.

1. C’est clair que

A T

L | 3 ! 3
—  dr=Z=|& — 12| ==,
fovgl“—lx 2[ (:c )L 2

2. On voit bien que

L”/Q %d‘r - _2{ 1- Sin(w)} —2.

3. C’est clair que

FOO 1 p 2 [ . <2x+1>]+°° 7 2 . < 1 )
— QX = —= | arctan = —— — —=arctan | — |.
o 24z +1 V3 V3 /1 3 V3 V3

4. On voit bien que

fow(xz + x)edr = [(w2 —x+ 1)&)]000 =1.

1 1 +ow -y
f dx = f e—dy,
o |In(z)] 0 Y

5. Clest clair que




ot 'on a fait la substitution y = —In(z). Comme

€E—>

1 _—y 1 -1
e e
—dy = f —dy = e Him[In(y i
fo Y oY 0[ (v)]

diverge (vers +0), l'intégrale demandée est aussi divergente.

6. On voit bien que

[ - [arcsinm)]l_l .
]

Exercice 70 Pour a € R, on définit la fonction f, : Rsg — R via

fol) = In(1 + 9:)

xa
Déterminer les valeurs de « telles que f, soit intégrable (sur R).

Proof. On remarque d’abord que, comme f,(z) = 0, pour tout = € R, f, est intégrable
(sur R-g) si et seulement si 'intégrale (sur R=g) est bornée. Si 8 > 0, In(1 + z)/2” tend
vers zéro quand z tend vers 4+00. Cela implique qu'il existe C' > 0 tel que In(1 + z) < z°
pour tout x > C. Sans perte de généralité on peut prendre C' > 1. En conséquence, si
a > 1, on trouve que
In(1 + z) - g(1=2)/2 - 1
e = o B r(Ba=1)/2’

pour tout z = C. Comme (3a — 1)/2 > 1, on conclut que la derniére intégrale dans

+00 In(1 400 1
J n( i‘x) dr < f .
C T c  xeT

est bornée, ce qui implique que la premiére I’est aussi. Cela nous dit que, pour o > 1,
C

fa est intégrable (sur R-¢) si et seulement si l'intégrale f In(1 + z)/x%dx converge. En
0

plus, comme In(1 + z)/z tend vers 1 quand = tend vers zéro, on voit qu'il existe § > 0
tel que 1/2 < In(1 + z)/x < 3/2 si  €]0,d]. Sans perte de généralité on peut prendre
C

d <1 < C. Comme In(1 + x)/z est continue sur R-q, U'intégrale j In(l + z)/z%dx

0
converge, ce qui nous dit que, pour «a > 1, f, est intégrable (sur R~q) si et seulement si

I'intégrale J In(1 + z)/2%dx converge. Alors,

0
o 6 9
1 In(1 3
0 2x 0 X 0 2x

Comme les premiére et derniére intégrales convergent si et seulement si a < 2, on conclut
que f, est intégrable (sur R-g) si a €]1,2[, et elle diverge si a > 2.
En outre, on voit bien que

In(1+ z) - In(2)

x = opa

si z = 1. Cela implique que

+00 +00 +00
J In(1 + :E)dx S J In(1 + z) iz > f ln(2)dx’
1 1

0 e e T



et comme la derniére intégrale diverge (vers +) si a < 1, alors, la premiére intégrale
aussi, ce qui nous dit que f, n’est pas intégrable (sur R-¢) si a < 1. [

Exercice 71 Pour a € R, on définit la fonction f, : R — R via

1

fa(z) = m

1. Déterminer les valeurs de « telles que f, soit intégrable (sur R).

2. On note I, l'intégrale de f, sur R pour les valeurs de o déterminées dans l'item
précédent. Etablir une relation de récurrence entre les différentes valeurs I, et en
déduire I'expression de I, pour n € N*.

J B J*+oo dl‘
") (2% 4 2px + )

3. Exprimer l'intégrale :

en fonction de I,,, lorsque p et ¢ sont deux réels vérifiant I’inégalité ¢ — p*> > 0. En
déduire I'expression de .J,, pour n € N*.

Proof.

1. On remarque d’abord que, comme f,(z) > 0, pour tout = € R, f, est intégrable
(sur R) si et seulement si I'intégrale (sur R) est bornée. En outre, comme f, () est
une fonction paire, f, est intégrable sur R si et seulement si elle intégrable sur Rx.

1
Comme f,(x) est continue sur R, Uintégrale f fa(z)dz converge, ce qui nous dit
0

+00
que, fo est intégrable (sur R) si et seulement si U'intégrale fa(z)dz converge.

1
Or,
1 1 1

< <
20200 (332 + 1)a = 20

six > 1. Si a > 1/2, alors l'inégalité

+00 1 +00 1
= dr< | ——da,
L (.1'2 + 1)a L xQO&

nous dit que la premiére intégrale est convergente, i.e. f, est intégrable sur R pour
a > 1/2, tandis que, si o < 1/2, alors l'inégalité

+00 1 +00 1
—— dr> —~_dz,
L (x2+1)a X L 2ax2oz z

nous dit que la premiére intégrale diverge, i.e. f, est n’est pas intégrable sur R pour
a<1/2

2. On suppose désormais a > 3/2. On voit bien que

+00 1 +00 1 2 +00 2
I, = J e da = f S —f —dx
o (24 1) o (22 + 1) o (22 + 1)

x e o 1
I d
a-1t [2(a "D+ 1)&—1]_00 * L,; 21— a)(a? + 1)1




ol Pon a fait une intégration par parties avec u = x et v’ = z/(1 + 2% (i.e.
v =(1+2%)'"%/(2(1 — «))) dans la derniére égalite. Comme o > 3/2 le deuxieme
opérande du dernier membre de I’équation précédente est nul. On conclut que

Ia—l 7204—3
2(1 —a) 20 —2

I()z = Ia_l + IOC—17

pour tout « > 3/2, ou, de fagon équivalente, In+1 = (2a — 1)I,/(2«), pour tout
a > 1/2. En conséquence,

n—1

; =hﬁ2m_1= 1—[
" i 2m

m=1

puisque

+00 1 +00
L = J dx = {arctan(:z:)] = .

o 2241 —o

3. Cest clair que

J _J‘-&-OO dx _J*+oo da:
"l @22+ ) ((x+p)?+ (g —p)"

_ 1 JJ“OC dy 1 I
(q—p) 12 ) PP+ 1)" (g—p)-127"
ol l'on a fait la substitution = + p = \/q — p%y.
]

Exercice 72 Soit f : R>9 — R une fonction uniformément continue et intégrable (sur
R>0). Montrer que

lim f(z) -

r——+00

Proof. On va procéder par ’absurde. Si la derniére limite n’est pas vérifiée, alors il existe
e > 0 et une suite croissante (xy, )nen € Rgo qui converge vers + telle que f(x,) > €, pour
tout n € N. On suppose sans perte de généralité que x,4+1 > x,, + 2, pour tout n € N, et
xo > 1. Comme f est uniformément continue, il existe § > 0 tel que |f(z) — f(zn)| < €/2,
pour tout z € [x,, — 0, x,, + 0] et tout n € N. On suppose sans perte de généralité que § < 1.
Cela implique que [z, — 0§, Ty + ] N [Ty, — 0, Ty, + 0] = &, si n # m. L’inégalité triangulaire
nous dit que |f(x)| > |f(zn)| —|f(z) = f(xn)| > €e—€/2 = €/2, pour tout x € [z, — 3, Ty, + ]

et tout n € N. En conséquence, si I = Lipen[@n — 0,2, + 6] € Rx, on voit que
+oo CL’,L+(5 xn""é
f x)|dx = f |f(x)|dx = Z f x)|dx = Z J §dx = Z 0,
0 neN v&n— neN v&n—0 neN

ce qui implique que f n’est pas absolument convergente. []

Exercice 73  Soit f : Ry9 — R une fonction continue par morceaux, décroissante
et intégrable (sur R>p). Montrer que la fonction g : R>9 — R donnée par lexpression
g(x) = z(f(z) — f(x + 1)) est intégrable (sur R>() et calculer la valeur de son intégrale
sur R>g.



M +00
Proof. Pour M > 0, on note Iy = j f(x)dz, avec limite [ = J f(x)dx, quand M
0

0
tend vers +00. On voit bien que

LMx(f(x) — f(z +1))dz = JM zf(z)dx — JM zf(z+ 1)de

0 0

= JM xf (z)dx — JM(J: +1)f(z + 1)dz + JOM f(z+ 1)dx

OM 0M+1 Mt
- f o f(x)dx — J yf(y)dy + f f(y)dy
0 1 1

- Ll of(x)de — JMH yf(y)dy + JMH f(y)dy

M 1

ou 'on a fait la substitution y = x + 1. C’est clair que la premiére intégrale du dernier
membre converge, puisque zf(z) est une fonction continue par morceaux sur [0,1]. En
outre, la derniére intégrale du dernier membre converge vers I — I1 quand M tend vers
+00. 1l reste & démontrer que le deuxiéme opérande converge quand M tend vers +oo. Or,

M+1 M+1 1
f yf(y)dy<f(M)f ydy:f(M)<M+2>.
M M

L’inégalité

M
Myon < f f(y)dy

2 M/2
nous dit que M f(M) converge vers zéro quand M tend vers +00 et en conséquence, I'inté-

M+1
grale f yf(y)dy converge vers zéro quand M tend vers +0o. Cela implique que la limite
M

M 1

de J z(f(z)— f(z+1))dr quand M tend vers +00 existe et elle vaut f xf(x)dx+1—14.
0 0

O

Exercice 74

1. Montrer que, pour z € R\Zx et n € N :

sin ((2n + 1)z)
2sin(z)

DN |

+ Z cos(2kz) =
k=1

En déduire /2
/< si 2n+1
j sin ((2n + 1)z) dp —

T
sinx 2°

[e=]

2. Vérifier que l'application f : [0,7/2] — R définie par

11
f(z)=<{x sin(x)
0,

, siax#0,

six =0,
est de classe C'. En déduire que

. ™2sin ((2n +1)z) 7
lim _— =



3. En conclure que

FOO sin(w)

il
0 X 2 )
4. Montrer que
nm 3 2
’f sm(:c)dx‘ 5 2
(n—1)m

T nm

400

pour tout n € N*. En déduire que f (sin(z)/z)dr n’est pas absolument conver-
0
gente. On dit dans ce cas qu’elle est semi-convergente.

Proof.

1. On voit bien que

1 n 1 n ok 1 ei(2n+1)r -1
2+ZCOS(2]€$):_2+R6(Z€ >:_2+Re<e’t2x_1

k=1 k=0

1 6i(2n+1)x _ el 1 1 4 '
= —— — _ - _ s i(2n+ )z —ix
3" Re < e — e~ > 2 2sin(z) Re (Z(e ¢ )>

sin ((2n + 1)x
= —% - 281111(13)< —sin ((2n + 1)z) — sin(w))) = (Q(Sm(—;)))’

pour x € R\Zr. En conséquence,

71'/2 . 2 +1 71'/2 n Tl’/2
J sin ((2n + D) J dr 423 f cos(2ka)da
k=170

0 sinz

o

STy {Smgg%@]”/z 3
k=1 0
2. Clest clair que f est C* en tout point x € [0,7/2] difféerent de zéro. En plus,
1 cos(x
() = @

22 sin(z)?’

si z €]0,7/2]. En outre, la régle de Bernoulli-L’Hopital nous dit que

, . f(x)— f(0) . sin(z) —x cos(x) — 1
F10) = ilgé x - ili% x? sin(x) T 2021 sin(z) + 22 cos(x)
~ lim — sin(x)
2—0(2 — 22) sin(z) + 4x cos(x)
~ lim — cos(x) 1

2—0—6x sin(x) + (6 — x2) cos(x)
La méme régle nous dit que

Zsin(z) — sin(22)

lim f/(x) — lim x? cos(:c? — sin?(z) g2z cos(gv.) —x .
z—0 z—0 22 sin?(7) z=0  2zsin®(x) + 22sin(27)
~ lim (2 — 22) cos(x) — 4x sin(z) — 2 cos(2x)
z—0  2sin?(z) 4 4asin(z) + 222 cos(2x)
—6x cos(z) + (2% — 6) sin(x) + 4sin(27)
2—0 (6 — 42?) sin(2z) + 12 cos(2z)
(22 — 12) cos(z) + 8z sin(z) + 8 cos(27) 1
T a-0  —32xsin(2z) + (24 — 822)cos(22) 6




Cela implique que f est de classe C'. Le lemme de Riemann-Lebesgue nous dit alors
que

/2 /2 &
0= lim sin ((2n + 1)z) f(z)dz = lim w _

™
n—+w Jj n—+w Jg x 2

3. On voit bien que

J“("H/?) sin(y)d /2 sin ((2n + 1))
0 y Y= T ’

ot 'on a fait la substitution y = (2n+ 1)z. Or, on remarque que 'on a déja démontré
que la limite
M .
i [0,
M-+ Jj Yy
existe (voire l'exercice 4, (e)). Cela implique que
T(n+1/2) gin(y) ; m/2sin ((2n + 1)z)

li — i _T
nirfoo 0 Yy y_nHHEOO 2 Xz N 2.

4. On voit bien que

‘f sm(x)dx’ _ J (_l)n-i-lwdx > 1J (—=1)" L sin(z)dz = ia
(n—1)m (

x n—1)m z nm

pour tout n € N*. Comme

fNﬂ Mdm = i

0 x

n . N
[r iy, $ 2
n=1J(n—1)m z n=1 nm

+o0
pour tout N € N*, on conclut que J (sin(z)/z)dr n’est pas absolument conver-

0
gente.

O]

Exercice 75 Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes ou absolument
convergentes :
+00 - .
sin(z) sin(x)
(a) x, (b)

1 Vx+ cos(:::)d ’ 1 A/ +sin(z)

Proof. On remarque d’abord que v/ + cos(z) # 0 et y/x + sin(z) # 0, pour tout = > 1.
C’est facile a voir que

y sin(z)/(y/x + cos(x))

+00

dzx.

Y sin(z)/(y/x + sin(x))

=1et =1
e sin(z)/\/x Rl sin(z)/v/x
+00
L’exercice 19 de la fiche 6 dit que l'intégrale sin(z)/+/zdx converge, mais la conver-

1
gence n’est pas absolue. L’exercice 4 implique alors que intégrales données sont convergentes

mais elles ne sont pas absolument convergentes. []

Exercice 76 Soient f et g des fonctions réelles continues par morceaux sur [a,b[ et
supposons g(x) > 0, pour tout x € [a,b|.



1. Montrer que si g est intégrable sur [a,b[ alors

f=ob(9) :Lbf :0b<Lb9>

f~bg=>_[jf~b£)g-

2. Montrer que si g est n’est pas intégrable sur [a,b[ alors

f=0u(9) :>me —0b<£cg>

f~b9:fo~be9-

Proof. 1l s’agit d’un résultat du cours. []

et

Exercice 77 On consideére la fonction f: R — R définie par

+oo
J arctan(t) it

f@) = 1+ t2

T

Trouver un équivalent de f(x) de la forme C'/z% (avec C € R et o > 0) lorsque z tend vers
+00.

Proof. On voit bien que

flz) = JJFOO arctangt)dt _ fim arctan?(t) 1M B 12 B arctan?(z)
" 1+t M—+aw 2 . 8 2
En outre,
24 2 2 1+ 22
i f(z) i 7 arctan®(x) ~ lim arctan(z)/(1 + z) .
a—+oo7/(2x)  a—+w A7 /x o—+0 /a2
ol 'on a utilisé la régle de Bernoulli-L’Hépital. (]
Exercice 78
+o0
1. Montrer la fonction I'(p) = J e~ 'tP~1dt est définie et de classe C° sur Rg.
0

2. Montrer que, pour tout p > 0, I'(p + 1) = pI'(p). En déduire la valeur T'(n) pour

n e N*.
3. Montrer que
1 o 2
1“():2[ e dx =/
2 0
et en déduire les valeurs I'(n + 5) pour n € N*.

Proof.



1. On va montrer la convergence de I'intégrale

+00 1 +00
f P I (1) dt — J et I (1) dt +f et I (1) dt,
0 0 1

pour tout n € N. Comme la fonction e ~*t*~1| In"(t)| > 0 pour tout ¢ € R~q, 'intégrale
est convergente si et seulement si elle est bornée. Si t €]0, 1], alors e P~ In"(¢)| <
P~ In" ()], ce qui dit que

1 1
J e I (1) dt < f 21| I (1) dt.
0 0

On remarque que t*|1In"(¢)| converge vers zéro quand ¢ tend vers 0, pour tout o > 0
et n € N. Alors il existe 6 > 0 tel que t*|In"(¢)| < 1, pour tout ¢t €]0,d]. Soit
0 < a < p. Alors t*711In"(t)| < t#717% pour tout t €]0,d]. Cela implique que les
intégrales

1 §
f P~ In"™(t)|dt <J Pt
0 0

convergent, puisque p — 1 — a > —1. En outre, 'intégrale

1
f 21 1" (1)t
)

converge, puisque t*~1|In"(t)| est continue sur [4,1]. On conclut que

1
f 21 1" (1)t

0

1
est convergente si p > 0, ce qui implique que J e P~ 1In"(t)|dt Vest aussi.
0

Par ailleurs, si ¢ > 1, on voit que e “t#~In™(¢)| < e~/?|In"(¢)|. Cela implique que
+00 +o0
J et I (1) dt < f ¢=12| I (1) .
1 1

On remarque que e_t/4\ In"(t)| converge vers zéro quand t tend vers +o0, pour tout
n e N. Alors il existe C' > 1 tel que e /4|In"(t)| < 1, pour tout ¢ € Rsc. Cela
implique que les intégrales

+00 +0o0
f e 2| In™(¢)|dt < f e 4t
C C

convergent. En outre, 'intégrale
C
J e V2| In™(¢)|dt
1

+oo
converge, puisque e /2| In" (t)| est continue sur [1, C]. On conclut que J e V2 In" (t)|dt

1
+00

est convergente, ce qui implique que f e P~ 1n"(t)|dt lest aussi. En conse-
1

+a0
quence, J e 'tP~1dt converge.
0



OJ

Soit f : R2, — R donnée par f(t,p) = e ‘tP~1. On voit que
o f

—tp—1
W(t,p) =e "tP In"(¢).
D’aprés les majorations dans les paragraphes précédents, on voit que, pour tout
p > 0, il existe un voisinage V' de p tel que |e "t~ In"(t)| est majorée par une
fonction intégrable. Le théoréme de différentiation sous le signe de I'intégral nous dit
alors que I est de classe C® et que

+00
™ (p) = f e 1P In™ (¢)dt.
0

. On voit bien que

+0 M +0
L(p+1)= f e 'Pdt = lim [ — e_ttp} + pj e P~ Ldt = pI'(p),
0 M—+0o00 0 0

oil 'on a fait une intégration par parties avec u = t* et v = e~ *. Comme I'(1) =

+o0
J e~ 'dt = 1, on conclut que T'(n) = (n — 1)!, pour tout n € N*.
0

. On voit bien que

1 +00 +00 9
F<> = j e ttdt = QJ e " dr =/,

2 0 0

ol Ion a fait la substitution ¢ = 2. D’aprés item précédent, on voit que

T(n+1/2) = W

ou l'on rappelle que (2n + 1)!! = (2n — )!!(2n + 1) et 11! = 1, pour tout n € N*.

Exercice 79 On définit la fonction F' : R.g — R via

F(z) = roo sin®)

o wE+t2

1. Montrer que la fonction F est de classe C°.
2. Trouver les limites en 0 et en 400 de F'.

3. Etudier le signe et les variations de F' sur Rxg.

Indication : pour x > 0 fixé, étudier la suite

(n+1)m | o
o [ L0

o x2 4+ 12

Proof.

1. Soit f:R%, — R donnée par f(t,z) = sin(t)/(2® + t?). Un argument par récurrence

simple nous dit que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, & coefficients réels de
degré inférieur ou égal a n tel que
of

ox"

P, (x)sin(t)
(.TQ + t2)n+1 '

(ta 1’) =



En conséquence,
o f

ox™

‘Pn(x)’
(22 + 2)nt1”

o]

pour tout (t,z) € RZ,. Le théoréme de différentiation sous le signe de I'intégral nous
dit alors que F est de classe C®.

. Pour x > 0, on voit bien que

F(z) = ﬁoo _sint) L f T sin(zy)

ﬁ 0 1+<t/!13)2 x Jo 1+y2

Y

ou l'on a fait la substitution y = t/z. En conséquence,

1 [t 1
F(2)] < f Ly < T
zJo 14y 2z

ce qui dit que la limite de F'(x) quand x tend vers +00 est zéro.

Comme sin(t)/t converge vers 1 quand ¢ tend vers 0, il existe § > 0 tel que 1/2 <
sin(t)/t, pour tout t € R~ tel que t < §. Cela implique que

r sin(t) dt}f b [ln(m2+t2)r_ In (1 + (5/2)?)

o 2+ 12 o 2(x2 +12) 4 0 4

On voit bien que le dernier membre diverge (vers +00) quand z tend vers zéro En
outre, on considére la fonction g : Rs5xRsq — R donnée par g(t, z) = sin(t)/(x?+t?).
On voit bien que |g(t, z)| < 1/t%, pour tout z € R, et 1/t? est absolument intégrable
sur Rss. Le théoréme de convergence dominée nous dit que

o0 +oo
limf sin(t) dt=f Sm(t)dt,

z—0 Js x2 + t2 5 t2
+o0
i.e. la limite de J sin(t)/(z? + t*)dt converge quand z tend vers zéro. En consé-
’ +o0
quence, la limite de F(z) = J sin(t)/(z? + t?)dt diverge quand x tend vers zéro
0

. Pour tout x € Ry et n € N, on considére

(n+1)m |sin(t)|
up(x) = er 2 dt = 0.

On remarque que u, () = u,41(x), pour tout x € R et n € N, puisque

(n+2)7 | o (n+1)m :
st = [0 (st
(n+1)r T2+ t n x4+ y° + 7T(7T + Qt)

(DT [ sin(y)|
<Lﬂ x2+y2dy:un(a;),

ot I'on a fait la substitution ¢t = y + 7. En conséquence,

F(z) = Z (—1)"up(z) = Z (ugm (x) — ugm+1(z)) = 0.
n=0 m=0 = ~ —

=0



Par ailleurs, d’aprés le premier item on sait que
T 2z sin(t
rw-- [ B

Soit

(1™ 9| sin(t))|

pour tout z € Ryp et n € N. Le méme argument que pour u,(x) nous dit que
() = vpi1(x), pour tout x € R5 et n € N. Cela implique que

Fle) = — 3 (1)) = — 3 (vam(e) — vams () <0,
n=0 m=0 ~ ~ 2

>0
En conséquence, F' est décroissante.

O]

Exercice 80 On pose
1
B(u,v) = J t“ 11 — ) Lt
0

1. Pour quelles valeurs de (u,v) € R? cette intégrale est-elle définie? On note D 'en-
semble de ces valeurs.

2. Montrer que

+00 Su—l
B(u,v) = j s,

o (1+s)ut
pour tout (u,v) € D.
3. Calculer B(1/2,1/2).
4. Prouver que (u,v) € D si et seulement si (v,u) € D, et B(v,u) = B(u,v).
5. Montrer que, si (u,v) € D, alors (u + 1,v), (u,v+ 1) € D et

B(u,v) = B(u+ 1,v) + B(u,v + 1).
6. Au moyen d’une intégration par parties, prouver que
u
B(u+1,v) = ——B(u,v),
(u+1,0) = ——B(u,v)

pour tout (u,v) € D.

7. En déduire expression de B(u+n,v) en fonction de B(u,v) pour tout entier naturel
non nul n.

8. Calculer B(n,p), avec (n,p) € N* x N*.

9. Calculer B(1/3,2/3).

Proof.

1. Comme t“"1(1 —¢)""! > 0 pour tout ¢t €]0,1[, 'intégrale qui définit B est conver-
gente si et seulement si elle est majorée. C’est facile & vérifier que D = R2>0- En effet,
si u < 0, alors

1 1
J 1 — )t > J tvLae.
0 0
Comme la derniére intégrale diverge (vers +0), la premiére intégrale aussi. Le cas
de v < 0 est analogue.



. Dexpression donnée suit de fait la substitution ¢ = s/(s + 1). On remarque que
lapplication de R>( dans [0, 1| donnée par s — s/(s+1) est strictement croissante (et
donc bijective), différentiable, avec application réciproque t — t/(1—t) différentiable.

. La premiére partie de la question est triviale. En plus, c’est clair que

B(1/2,1/2) =

j Vfifif J V(1/4) — t——UQ .f N/TiZ?
= [arcsm( )]1 =,

ou l'on a fait la substitution ¢ — 1/2 = x/2.

. La premiére partie de la question est triviale. Par ailleurs, on voit bien que

1 1
B(u,v) = j 1 — ) dt = f (1—2z)* 2" tde = B(v,u),
0 0

oll 'on a fait la substitution x = 1 —¢.

. La premiére partie de la question est triviale. D’ailleurs, c’est clair que

1

B(u,v) = f (1= gy ldr — f 11— 6P (e 4 (1— ) dt

0 0

1 1
=Jt%1—ﬂ”ﬂﬁ+ft“%l—ﬂ%h=8@+1my+3wm+1)
0 0

. On voit bien que

1

1
+ZJ‘w—%1—w%ﬁ

0

B(u+ 1,v) = fl t(1 — )V dt = _% {t“(l _ t)v:|

0 0

= ZB(u,v+1) = =(B(u,0) = Blu+ 1,v)),

oil 'on a fait une intégration par parties avec f(t) = t* et ¢/(t) = (1 —t)""! (i.e.
g(t) = —(1 —t)"/v) et l'item précédent. En conséquence,

B(u+1,v) = #ﬂB(u,’U).

. C’est facile & vérifier par récurrence que

ot
u+n v = u,v),
Zl_[ u+z+v )
pour tout n € N*,
. C’est facile & vérifier par récurrence que
n—1(p—1)!
Bn,p) = LoD}
(n+p—1)!

pour tout (n,p) € N* x N*,



9. D’apres l'item (b), on voit bien que

B +00 1 J +00 1 p
1/3,2/3) = ——ds =3 ——dx
(1/3,2/3) 0o Vs2(1+s) Jo 1+

too /g 21 — 1 3/2
= - + dx
0 l+z 2@2—2+4+1) a22—zx+1
o 22 — 1 3/2
= - + dz
0 1+ 2@2—2z+4+1) (x—1/2)2+3/4

. In(x? —z + 1) 20 — 1\ |M
Mli)nioo[ln(l +z) — — 7 \/garctan( 7 )L

= Mlirﬁ@(ln <J\4]2\/[—+]\;+1> + v/3arctan (2]\/[\/§1>) + 2L\/§

2
\/gv

ot I’on a fait la substitution s = 23 et on a utilisé arctan(1/v/3) = /6.

OJ

Exercice 81

1. Montrer que, pour tout x réel, les intégrales généralisées

J-+oo Mdt, J‘+oo et Sin(tﬂs) gt ot J-+oo e(—1+im)tdt
0 Vi 0 Vi 0 Vit

convergent.

2. On définit alors 2 applications u,v : R — R et une application z : R — C par

[T e " cos(tx) [T e tsin(tx)
u(x) = L G dt,v(x) = Jo G dt

et

+00 o(—1+iz)t
z(x) = —dt.
() fo =

Etudier la parité des applications u et v et montrer que z(x) = u(x) + iv(z), pour
tout x € R.

3. On pose A = u(0). Montrer que A > 1 — e~ L.

4. Montrer que les applications u, v et z sont continues.

5. Montrer que, pour tout réel x, I'intégrale généralisée

+00
J \/ie(—l-‘rix)tdt
0

converge.
6. Montrer que les applications u, v et z sont dérivables.

7. Prouver que
-1
/
Z(r) = —==z(x
pour tout z € R.
Indication : on pourra utiliser une intégration par parties.



8. En déduire que les applications u, v et z sont indéfiniment dérivables.

Proof.

1. Par définition, I'intégrale sur R~ d’une fonction f : R.g — C de la forme f(z) =
a(x) + ib(z), avec a,b : R5g — R, existe si et seulement si les intégrales de a et de
b sur R.( existent. En outre, par définition, une fonction complexe f : R.g — C est
intégrable si sa valeur absolue |f| : R.og — R est intégrable. Il suffit alors d’étudier
la convergence de 'intégrale

400 ’6( 1+iz)t +OO — 1 400 e—t
e e [ = [ f £ _dt. (14)
L Vit \f 0 Vit Vit

Comme e*t/\/f > 0 pour tout t > 0, il suffit de montrer que ces intégrales sont
majorées. L’inégalité 1/v/t < 1 pour tout t > 1 nous dit que

eroc e—t +00 . 1
—=dt < f e 'dt =e"
1 \/z 1

En conséquence, la derniére intégrale dans (14) est convergente. Par ailleurs, si 0 <
t <1, on voit que e~ '/v/t < 1/v/t, ce qui implique que

1 -t 1
e 1
—dt < j —dt = 2.
L Vi 0o Vi
En conséquence, ’avant-derniére intégrale dans (14) est convergente. Par conséquent,

les intégrales données sont absolument convergentes.

2. C’est clair que

u(—x) =

00—t oo oo —t
f e " cos( t:r)dt :J e cos(tx)dt
0 Vi 0 Vi

et

oy [Pelsin(tn) (TP e sin(te)
v(—z) L N L or = ).

L’égalité z(x) = u(x) + iv(x), pour tout x € R, est une conséquence de la définition
d’intégrale.

3. On voit que

-‘rOOeft left +00 7t 1 . 1
/\:uO=J dt:J € _dt+ dt>f etdt =1—e !
O=), =) ) v

ot Uon a utilisé que e t/v/t = e tsi0O<t<lete !/\Vt>0sit>1.

4. La majoration |e~e™™®|/v/t < e7'/v/t et le théoréme de convergence dominée nous
disent que z est une application continue, ce qui implique que u et v sont continues
aussi.

5. Il suffit alors d’étudier la convergence de l'intégrale
+00 ) +00 1 +0o0
f |6(_1+”)t|\/¥dt = f Vie tdt = J Vite tdt + J Ve tdt. (15)
0 0 0 1

Comme vte " > 0 pour tout ¢ > 0, il suffit de montrer que ces intégrales sont

majorées. L’inégalité v/te ! < et pour tout £ = 1 nous dit que

+00
Vie tdt < f e t2dt = 2e71/2
1

+00

1



En conséquence, la derniére intégrale dans (15) est convergente. Par ailleurs, si 0 <
t < 1, on voit que e 'Vt </, ce qui implique que

1 1
2
f Ve ldt < f Vidt = =
0 0 3
En conséquence, 'avant-derniére intégrale dans (15) est convergente. Cela nous dit
que la premiére ’intégrale dans (15) converge.
6. Soit f:R-p x R — C donnée par f(t,x) = e(_lﬂx)t/\/f. On remarque que

gi(t’w) _ i6(71+ix)t\/i_

L’inégalité |z'e(_1+”)t\/£| < Vte™t et le théoreme de différentiation sous le signe de
Iintégrale nous disent que z est une application différentiable, ce qui implique que u
et v sont différentiables aussi. En plus,

+a0 '
2 (z) = ’LJ eIt Jdt.
0

7. Pour tout z € R, on voit bien que

+0 o (—1+iz)t . M oo .
f ————dt = lim {zé—““”\/%} —2(—1+¢:c)f e/t
0 \/% M—+o0 0 0

+o0 4
—2i(i + x) J TN/ d = —2(i + )2 (x),
0

z(x)

ont lon a fait une intégration par parties avec f(t) = (=17 et ¢/ (t) = 1/+/t.
8. Il s’agit d’une conséquence directe de 'item précédent.

OJ

Exercice 82 On considére ’expression

f@) = | T nlat)

o 1+t

Calculer le domaine de définition de f (dans R) et l’ensemble des points de continuité. En
particulier, étudier

lim f(z)

z—0+

et un équivalent de f en +oo.

Proof. D’abord, on voit bien que f(0) = 0. En outre, comme sin est une fonction impaire,
on voit que si x est dans le domaine de définition de f, alors —x aussi et f(—z) = —f(x).
Pour z # 0, on voit bien que

f(z) = FOO sin(at) ), _ 1 (1 - FOO m&), (16)

0 1+t x 0

ot I'on a fait une intégration par parties avec u(t) = 1/(1 +t) et v'(t) = sin(xt) (i.e.
v(t) = —cos(xt)/x). Comme

+0o0 +0o0
J [cos(at)] COS(Itydt < f 1 St =1,
o (141 o ([1+1%)



la derniére intégrale dans (16) converge (absolument), ce qui implique que Uintégrale qui
définit f converge. En conséquence, le domaine de définition de f est R. On définit I'ap-

plication g : R — R via
T cos(xt)
g(x) = J ———5dt.
o (1+1)
La majoration |cos(zt)|/(1 +t)* < 1/(1 +t)? et le théoréme de convergence dominée nous

disent que g est continue sur R. Cela implique que f est continue en tout z # 0. En plus,
le théoréme de Riemann-Lebesgue nous dit que

+0o0
im 1) _ liml—f cos(zt) b _ 1.
z>+o0 1/x a2+ o (1+1)?

i.e. f ~1/x quand z — +00.

Pour étudier le comportement de f autour de zéro, comme [ est impaire, il suffit de
considérer le cas x > 0. On fait d’abord la substitution y = tx et une intégration par
parties avec u(y) = 1/(z+y) et v'(y) = sin(y) (on a choisi v(y) = 1 —cos(y)), ce qui donne

fa) = FOO sin(at) | _ F"O sin(y) dy — J "1 — cos(y) dy.

0 1+t 0 Tty 0 (x4 y)?

Noter que l'intégrande de la derniére intégrale est une fonction non négative. En particulier

f(x) > 0, pour tout x > 0. On affirme maintenant que la fonction non négative (1 —

cos(y))/y? est intégrable sur Rxg. En effet, comme la limite de (1 — cos(y))/y? est 2 quand
+0

oo
y tend vers zéro, l'intégrale J (1 — cos(y))/y*dy converge si et seulement si J (1—
0 1
cos(y))/y?dy converge. Or, Pinégalité (1 — cos(y))/y? < 2/y* pour tout y > 0 et le fait
+00
que y — 2/y? est intégrable sur R>; nous disent que J (1 — cos(y))/y*dy converge. Or,
1

on a l'inégalite (1 — cos(y))/(z +y)* < (1 — cos(y))/y?, pour tout y > 0. Le théoréme de
convergence dominée implique que la limite suivante existe et

21 — cos(y) dy - f“c 1-— cos(y)dy.

lim
5 y?

=0 J5 (z +y)?

Comme (1 — cos(y))/y? est une fonction continue, non négative et non nulle, son intégrale
est strictement positive (en fait, on peut démontrer que cette intégrale vaut 7/2). En
conséquence, la limite ¢ de f en 0+ est strictement positive. Comme f(0) = 0, on conclut
que f n’est pas continue en zéro. []

Exercice 83 On considére ’expression

f(w)=f+oo !

———dt
ottt 41
Calculer le domaine de définition de f (dans R) et 'ensemble des points de continuité.

Proof. Comme 1/(1‘,5”rl +t+1) > 0 pour tout t > 1, 'intégral définissant f converge si et
seulement si elle est majorée. Si z > 0, alors

J+OC L dt < j-i_oo L dt li LYt
—dt < ——dt= lim | ——| =-—,
1ttt 41 ; el M—+o| x|,



ot U'on a utilisé que t*1 +¢+1 > ¢ Si 2 <0, alors t*! + ¢ + 1 < 3¢ nous dit que

+00 1 +00 1
——dt > —dt.
L trHl 441 L 3t

+oo
Comme la derniére intégrale diverge (vers +0o0), alors 1/(t*"! 4t 4 1)dt diverge aussi.

1
En conséquence, le domaine de définition de f est R-y.

Pour zo > 0, soient 0 < a < b tels que a < 29 < b. On voit bien que 1/(t*™! + ¢+ 1) <
1/(t*" 4t + 1), qui est intégrable sur R;. Le théoréme de convergence dominée nous dit
que f est continue en zg. En conséquence, f est continue sur R~q. [J

Exercice 84 Soit f:R>¢ — R la fonction définie par

+00 efxtz
= —dt.
f(@) fo 1+ t2

1. Montrer que f est continue et différentiable sur R+.
2. Calculer la limite de f en +o0.

3. Trouver une équation différentielle (non triviale) vérifice par f.

4. Montrer que f n’est pas différentiable en 0.

Proof.

1. On voit bien que e*‘”tQ/(l +t%) < 1/(1 + %), pour tous z > 0 et t > 0. Comme
1/(1 4 t?) est intégrable sur R, le théoréme de convergence dominée nous dit que f
est continue sur Ry. En outre, comme la dérivée partielle suivante existe, est continue

et , )
a efmt B t2ef:vt
or\1+¢2)| 142

le théoréme de différentiation sous le signe de I'intégrale nous dit que f est dérivable

sur R.q et
] +00 t2e—l‘t2
T)=— ——dt,
f(=) L 1+ t2

—xt?
)

pour tout = > 0.

2. On voit bien que

+00 e*’”tQ +00 ) 1 +00 5 -
0< f(x) = —dt < e‘xtdtzf e ¥ ds=——,
f(@) JO 1412 L NN 2\/x

pour tout > 0, ot 'on a fait la substitution s = v/xt. Cela implique que

lim f(x)=0.

r—+00

3. On voit bien que

+00 42 —xt? +00 +oo —xt?
f(z) = —J LY = —f e~ dt + f fidt = —% + f(z),

o L2 0 + 12

pour tout = > 0, ot I'on a utilisé le calcul dans l'item précédent pour la premiére
intégrale dans ’avant-dernier membre.



4. C’est clair que

2

f(x) — f(0) :1J+OO et —1dt:\;£r°o e " —1ds7
0

0 1+ ¢2 x + s

pour tout x > 0, ot 'on a fait la substitution s = y/rt. Comme e — 1< 0, pour
tout s > 0, on voit que

) — +00 —6752 +00 —6732
W:\}EL 1m+32ds>\}ifo 11+82d8=\;5(f(0)—f(1)),

si x < 1. Cela implique que

i @ =101
z—0+ T

i.e. la dérivée (latérale a droite) de f en zéro n’existe pas.

O

Exercice 85 Soit [ un intervalle de R. On note E l'ensemble des fonctions continues
sur Uintérieur de I & valeurs réelles. On note Z!(I) 1’ensemble des fonctions de E telles

que J | f(x)|dz soit convergente. On note .£%(I) I'ensemble des fonctions de F telles que
I

| f(z)?dz soit convergente.
I

1. Montrer que Z'(I) est un sous-espace vectoriel de E. Pour f € £(I), on pose

Ifli = | |f(z)|dz. Montrer que | | est une norme sur £ (I).
I

2. On suppose que | f, — f|1 — 0. Est-ce que f,, converge simplement vers f?

3. On suppose que (fp)nen est une suite de E' qui converge simplement vers f. Est-ce
que (fn)nen tend vers f pour la norme | ||; 7

4. Montrer que si f,g € ZL*(I) et A € R, alors f + \g € Z*(I) et fg € Z*(I). En
déduire que 'application donnée par (f,g) — J f(x)g(x)dx est un produit scalaire
I
sur Z2(I).
5. (L*(I),] ||l2) est-il un espace de Hilbert ?
6. Calculer

+a0
inf f (2% — azx — b)%e **dx.
(a,b)eR? Jg

7. Les espaces £ (I) et £*(I) sont-ils comparables (au sens de I'inclusion) ?

8. Sur ZYI) n L*(I), les normes | || et | |2 sont-elles équivalentes ?

Proof.
1. Il s’agit d’'un résultat du cours.

2. Non. Considérer par exemple I = [0, 1] et la suite de fonctions suivante. Pour n € N,
on définit f, : [0,1] — R par

2" (z — (2" —1)/2"MY),  sixe [(2" —1)/2"1,1/2],

fo(z) = =27 (z — (2" + 1)/2"M), siwe[1/2,(2" + 1)/2"H1],
0, sixzel0, (2" —1)/2" U [(2" +1)/2" T 1].



1
C’est clair que f;, est continue et J frn(x)dz = 1/2""1 pour tout n € N, et (|| f]|1)nen

converge vers zéro, mais (fy)neny ne converge pas vers la fonction nulle, puisque
fn(1/2) = 1, pour tout n € N.

3. Non. La suite de fonctions dans I’exercice 8.2 est un contre-exemple.
4. Clest clair que si f € .Z*(I) et A € R, alors \f € Z?(I). Par ailleurs, l'inégalité

((a +b)/2)? < (a® + b?)/2, pour tous a,b = 0 nous dit que f + g € ZL*(I), si f, g€
ZL%(I). Par ailleurs, ab < (a* + b*)/2, pour tous a,b > 0, nous dit que fg € Z(I), si

f.g € Z%(1I). Le fait que (f,g) — J f(x)g(x)dx est une forme bilinéaire symétrique
I

sur Z%(I) est trivial. En plus, si ||f|l2 = 0, alors la restriction f|7- est la fonction
nulle.

. L’espace (Z2(I), || |2) n’est pas complet. En effet, la suite (Sp4)nen+ définie par

"y sin(kx)
Snvg = Z k
k=1

dans I'exercice 7 de la fiche 4 donne une suite de Cauchy dans I'espace ([, 7]).
Par contre, la limite de (S, ) dans (Z2([—m,7]),|| |2) est la fonction non continue
g de l'exercice mentionné.

. On voit bien que

f 2 b)2e 2 dy = | & - 24 2b 24 2r +
(a,lbI)le QL (x* —ax —b)%e T { <( a ) (2z x+1)

+a0
+ 20 + a(4a® + 62° + 62 + 3) — 2ab(22 + 1) —2x4—4x3—6x2—6$—3>]

0
a® +2b% + 2ab — 3a — 2b + 3

B 4

(17)

Le seul point critique de cette fonction est (a,b) = (2,—1/2), qui est un minimum
local strict (d’aprés le critére de la matrice hessienne). Comme la fonction (20) est
coercive, ce qui suit directement de la derniére expression, le minimum local est aussi
un minimum global.

. Si I est une intervalle fini, Z?(I) < £'(I). En effet, comme la fonction constante
W e 231, si f e Z2(I), Vitem (d) implique que f = fW; e ZY(I). En plus, cela
nous dit aussi que |f[; < |¥rll2] f|l2, pour tout f e £%(I). Par contre, I'inclusion
ZLYI) < Z%(I) n'est pas vérifiée en général. Par exemple, si I =]0,1], pour la
fonction f : I — R donnée par t — 1/v/t on voit que f ¢ £*(I) mais f € 2 (I).
En outre, si I est un intervalle infini, I'inclusion .Z%(I) € Z1(I) n’est pas vraie en
général. Par exemple, si I = R~1, on voit que la fonction f : I — R donnée par
t — 1/t34 satisfait que f e .Z%(I) mais f ¢ .2 ().

. Non. Considérer par exemple I = [0, 1] et la suite de fonctions suivante. Pour n € N,
on pose fn : I — R via f,(z) = (n+1)z". Clest clair que f,, € L1 (I) n £L*(I), pour
tout n € N. Alors, | f,|1 = 1, mais ||f,|2 = (n+ 1)/4/2n + 1, pour tout n € N.



5 Séries de Fourier

Exercice 86 La série de Fourier Soit E ’espace vectoriel des fonctions f : R — C
continues par morceaux, périodiques de période 27r. On définit application (, ) : ExE — C
par

(f,9) = ) f(z)g(z)d.

1. Montrer que {, ) est une forme hermitienne positive sur E. Est-elle définie positive ?

2. Soit {xn}nez € E” la collection de fonctions donnée par xn(z) = ™. Montrer que

<Xn7 Xm> = 27T6n,m7

pour tous n,m € Z, ot 0y, = 1 sin =m et 0 si n # m. Pour n € Z, on définit les
coefficients de Fourier exponentiels

 Afoxn)

Cn(f) a <XnaXn> B

% Fﬂ f(@)e M dy. (FE)

On écrira ¢, si la fonction f est sous-entendue.

3. Soit {¢ntnez € EZ la collection de fonctions donnée par ¢, (z) = cos(nz) si n € N¥,
wo(z) =1 et p_p(x) = Yy(x) = sin(nz) si n € N*. Montrer que

(@0, v0) = 2{pn, Pn) = 27 et {Pm, Pm/) = 0,

pour tout n € Z* et tous m,m’ € Z tels que m # m’. On définit les coefficients de
Fourier trigonométriques

_ om) _ 1 i x) cos(nz)dx
enlf) = 2225 2 {7 ) cos(na)da,

_ o) (T
aof) = 2% — [ fayas, (1)
bn(f) = M _ 1 f(x)sin(nz)dz,

B <SD—TL7SO—TL> B ™ —T

pour tout m € N*. On écrira plus simplement a, ou b, si la fonction f est sous-
entendue.

4. Montrer que o = X0, Xn + X=n = 20n, Xn — X—n = 2i¢_p €t ©n + 1p_p = Xn, POUT
tout n € N*. En déduire une relation entre (FE) et (FT). En particulier, montrer que

n

Stn(x) = ao(f) + Z (ak(f) cos(kz) + bi(f) sin(k‘m)) = Z ck(f)e“”, (F)

k=1 k=—n

pour tout n € N et z € R. On appelle (F) la série de Fourier partielle d’ordre n.

5. Montrer que si f|j_r r[ est une fonction paire (resp., impaire), alors b, (f) = 0, pour
tout n € N* (resp., a,(f) = 0, pour tout n € N).

Proof. 1l g’agit des résultats du cours, méme si la solution suit directement des indications
détaillées dans 'exercice. []

Exercice 87 Les bases de Fourier sont totales



1. Pour f,g € E, on définit f *g: R — C par

vy

(f+g9)(x)=| f@)g(z—t)dt.

—T

Montrer que f * g € E.
2. Pour tout n € N, on considére la fonction continue et périodique de période 2w donnée
par

(i) Montrer que D,, * f = Sy, pour tout n € N.
(ii) Montrer que

1 sin ((2n + 1)z/2)
Da(z) = o sin(z/2) ’

pour tout z € R\27Z et n € N.
(iii) Montrer que

f D, (z)dx =1,

pour tout n € N,

3. Pour tout n € N, on considére la fonction continue et périodique de période 27 donnée

par
1 n—1 m
K, = 9 Z 2 Xk-

m=0k=—m

(i) Montrer que

n—1
Ky« f= 727”:0 Sf’m.
n
(ii) Montrer que
Ko (z) = LsinQ(nxﬂ)

© 27 sin®(z/2)
pour tout z € R\27Z et n € N. En déduire que K, (x) > 0, pour tout x € R.

(iii) Montrer que
s

Ky (x)dx =1,

—T
pour tout n e N.
(iv) Montrer que, étant donnés € > 0 et 0 < 0 < 7, il existe N € N tel que

—0 s
K, (z)dz + f K, (z)dr <,
é

—Tr
pour tout n = N.

4. Soit f € E et soit X < R une partie compacte telle que f|x soit continue. A partir
des items précédents, conclure que K, * f converge uniformément vers f sur X. En
déduire que l'espace vectoriel engendré par {x,}nez € EZ (ou par {¢n}nez € EZ) est
dense dans E muni de la semi-norme || ||2 associée a {, ).

5. Utiliser I’item précédent et le théoréme de Bessel pour montrer que, si f € E satisfait
que ¢, (f) = 0 pour tout n € Z, alors il existe ' | — 7, [ fini tel que f|] _ [\
est la fonction nulle.



Proof. 1l s’agit des résultats du cours, méme si la solution suit directement des indications
détaillées dans 'exercice. []

Exercice 88 Pour chaque item ci-dessous, on considérera la fonction f € E dont la
restriction de f a [—m, [ coincide avec I'expression indiquée :

(a) o, (b) 22, (c) [al, (d) sin®(x), (e) |sin(x)].

Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques respectifs.

Proof.

1. Comme zx est une fonction impaire, alors a,, = 0, pour tout n € N. En outre, c’est
facile & calculer
1 fﬂ [sin(nx) —nx cos(nm)]Tr 2(—1)n+t

by = — zsin(nz)dr = 5
T ™m n

)
—r —7

pour tout n € N*,

2. Comme 22 est une fonction paire, alors b, = 0, pour tout n € N*. En outre, c’est

facile & calculer i
(™ , 3 w2
ao rédr = | — = —
—T

o) 67 3
et
" 1 fr ¢ cos(na)dr — [(n2x2 —2) sin(mt:)3 + 2nx cos(mc)]Tr _ 4(—21)”’
L — ™ - n

pour tout n € N*,

3. Comme |z| est une fonction paire, alors b, = 0, pour tout n € N*. En outre, c’est
facile & calculer
1 (™ 1 (" 21"
ao_f |x]dm—f xdr = |—| ==
2 J_, T Jo 27, 2

na sin(nx) + cos(nx) ] "

et

(" 2 ("
ap = J || cos(nx)dx = f x cos(nz)dr = 2[
T T

- 0
2((-1)" —1)

m™n? ’

2
™ 0

pour tout n € N*,

4. Comme sin?(z) est une fonction paire, alors b, = 0, pour tout n € N*. En outre, c’est
facile & calculer

L (™ ., z  sin(2z)]” 1
= — i de = | — — = -
a0 =5 | sin(@)de [47r st | 2
En plus,
1 (" 4sin(2z) — sin(4x) |" 1
az = — J_W sin?(z) cos(2x)dx = [— % + sin x1)67rsm( x)}_w =5
tandis que

sin(nz) B sin ((n — 2):U) sin ((n + 2)1‘) ]ﬂ

m-r] sin2<x>cos<nx>dﬂf=[ onw dn— 2 dn+2m

—Tr

pour tout n € N*\{2}.



5. Comme |sin(x)| est une fonction paire, alors b, = 0, pour tout n € N*. En outre,
c’est facile & calculer

| I 1 (" . T2
ao = 5 j_ﬂ |sin(z)|dz = WJO sin(x)dx = [— Cos(x)]o =_

En plus
1 (7 2 (7 in(2z) |”
ay = J | sin(z)|cos(z)dx = J sin(z) cos(x)dx = [sm( x)] =0,
TJ_ T Jo T
tandis que
I 2
an = — | sin(x)| cos(nz)d — | sin(x) cos(nz)dx
T™J_r ™ Jo

[ nsin(z) sin(nz) + cos(x) cos(nx) |* 1+ (=1)"
-1 wn? 1) L =)
pour tout n € N*\{1}.
OJ

Exercice 89

1. Soit f € E de classe C''. Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que |c, (f)| <
C/|n|, pour tout n € Z*.

2. Soit f € E de classe C2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que |c,(f)] <
C/n?, pour tout n € Z*.

3. Soit f € E telle que la série de Fourier Sy ,, converge uniformément. Utiliser ’exercice
5 pour montrer que la limite uniforme de Sy, est f.

4. Soit f € E qui satisfait qu'il existe C' > 0 telle que |c,(f)| < C/n?, pour tout n € Z*.
Montrer que la série de Fourier de f converge uniformément vers f. En déduire que
la série de Fourier de f converge uniformément vers f si f est de classe C.

Proof.
1. Soit n € Z*. On voit que

1 T Cine f(SU) —inx | T 7an
Wfﬂf(a:)e dv = [ —in ] 2m7rf [ d

1 g .
= J f(x)e "™ du,
2naim J_
ol l'on a fait une intégration par parties et on a utilisé que f est continue. Soit C' > 0

telle que | f'(z)| < C, pour tout z € [—7, 7. Alors, |c,(f)| < C/|n|, comme on voulait
démontrer.

en(f)

2. 11 s’agit du méme type d’argument que celui dans l'item précédent, mais il faut
appliquer deux fois la méthode d’intégration par parties.

3. Soit f € E telle que la série de Fourier Sy ,, converge uniformément et soit Sy la limite
uniforme. En particulier, Sy est une fonction continue. Pour tout m € Z on voit bien
que
1
o

1 (™ :
= lim Z %f_ﬁ ep()EPT™2dr = lim ¢ (f) = em(f).

n—+0o0 n—+0o0
p=—n

(Sf) f Sf(x)e—imxdg;: lim 21[_ Sﬂm(m)e—imzdm

n——+0o0 27



D’apreés le dernier item de I'exercice 5, on voit que, comme f et Sy ont la méme série
de Fourier, alors f = Sf.

4. On suppose qu’il existe C' > 0 telle que |, (f)| < C/n?, pour tout n € Z*. Alors

n

n
< Q) lem(HNE™] < leo(f)] +2C Z

’ n
m=—n

Z Cm(f)eimx

m=—-n

D’aprés le critére de Weierstrass la série de Fourier converge absolument et unifor-
mément. L'item précédent nous dit que la limite uniforme de la série est f. D’aprés
le troisieme item de cet exercice, on conclut que la série de Fourier de f converge
uniformément vers f si f est de classe C2.

O]

Exercice 90 Lemme de Riemann-Lebesgue Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable et

soit A € R. On pose
b
A) = J f(z)e?de.

1. On suppose maintenant que f est de classe C''. Montrer que

b % eira
J f(l,)ez)\mdx _ f(b)e Ab _ A J f z)\:pdx (18)

A

En déduire que X\ — AI()) est bornée et, en particulier, I(\) tend vers 0 quand A
tend vers +00. En déduire les mémes résultats pour f de classe C'' par morceaux.

2. En déduire le Lemme de Riemann-Lebesgue : pour toute fonction f intégrable,

lim I(\) = lim f( )erdz = 0. (RL)

A—+00 A—+00

3. On suppose f décroissante et positive, montrer que A — AI(\) est bornée.

4. Soit I : R — C un fonction périodique de période £ > 0 telle que F|f ¢ soit intégrable
et soit f : [a,b] — C une fonction de classe C'. Montrer que pour tout € > 0 il existe
C > 0 tel que

J ’ F(x +1) f(t)e“tdt. <e, (RL-U)

a

pour tout A > C' et tout = € R.

Indication : réduire d’abord au cas ou F satisfait que F|jp 4 est en escalier & partir
de prendre une approximation uniforme de F', puis démontrer le cas des fonctions en
escalier & partir de (18).

Proof. 1l s’agit des résultats du cours, méme si la solution suit directement des indications
détaillées dans ’exercice. []

Exercice 91 Convergence uniforme locale Soit f € E.

1. Montrer que les limites

lim f(x + h) et hm f(x + h)
h—0+

existent. On les note f(xz+) et f(x—), respectivement. On pose Avy : R — C via
Avi(z) = (f(z+) + f(z—))/2. Montrer que Avy € E.



2. Soit X < R. On dit que f satisfait la condition de Lipschitz & gauche (resp., a
droite) sur X ¢'il existe C' > 0 et 6 > 0 tels que |f(x — h) — f(z—)| < Ch (resp.,
|f(x +h) — f(z+)| < Ch), pour tous z € X et h €]0,9]. Montrer que si X est un
point x et f € E est différentiable & gauche (resp., a droite) en x, alors elle satisfait
la condition de Lipschitz & gauche (resp., a droite) sur X.

3. Utiliser que D,, est paire pour montrer que

b <f(x—t) + flz+1)

4
f(; (f(x —t) — Avy(z))Dp(t)dt = J 5

- Avf(x)> D (t)dt
-5

et en déduire que, si f satisfait la condition de Lipschitz (a gauche et a droite) sur
X, alors il existe §,C,C’" > 0 tels que

t/2
’J (z —t) — Avy(z)) Dy dt’ CJ S |51|n/t/|2 dt < 6C',

pour tout z € X.
4. On continue avec les hypothéses de l'item précédent. Montrer que le lemme de
Riemann-Lebesgue uniforme (RL-U) implique que

s

=5
J (f(z —t) — Avy(z))Dp(t)dt et f (f(z—t) — Avy(z))Dp(t)dt

-7 6

convergent vers 0 quand n tend vers 400 uniformément pour z € X.

5. En déduire que si f € E satisfait la condition de Lipschitz (& gauche et a droite) sur
X, alors S, y = D, * f converge uniformément vers Avy sur X.

6. En déduire le principe de localisation de Riemann : si f € E satisfait que f|[a7b]
est nulle, alors Sy, converge uniformément vers 0 sur tout sous-intervalle fermé de
Ja,b[.

Proof. 1l s’agit des résultats du cours, méme si la solution suit directement des indications
détaillées dans ’exercice. []

Exercice 92 Soient f, g € E les fonctions qui satisfont que f][ojgﬂ[ coincide avec (W—x)2/4
et 9|[0,27r[ coincide avec (m — x)/2

1. Montrer que les séries de Fourier trigonométriques de f et de g sont

2

T & cos( = kx
ﬁ*Z Z

k=1 k=1

respectivement.
2. Montrer que la série de Fourier trigonométrique de f converge uniformément vers f.

3. Montrer que 'on peut différentier la série de Fourier trigonométrique de f terme &
terme sur tout intervalle de la forme [d, 27 — 0], avec 0 < 0 < 7, et

& sin(kz
- Z ;

k=1

pour tout z €]0,27 .



Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans ’exercice. []

Exercice 93  Soit f € E la fonction qui satisfait que f[jg o[ coincide avec e, ou
a € C\iZ.
1. Calculer la série de Fourier exponentielle de f.

2. Soit z €]0, 27 [. Montrer que

1 & acos(kx) — ksin(kx)
azr 2am
- (D .
e (e )<2a+k=1 k2 + a? )

3. Soit 2 €]0,27 [ et b e R\Z. Montrer que

sin(2bm) N % bsin(2bm) cos(kx) + k( cos(2br) — 1) sin(ka:).

2 _ L2
2 A b2~k

mcos(bx) =

En déduire que

br & (—1)F
=1+ 20 .
sm(bm) ];1 e

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice. []

Exercice 94 Le phénoméne de Gibbs

1. Soit g € E la fonction de l'exercice 5 et soit A, :]0,7[— R la fonction donnée
par Ap(xz) = Sgn(x) — g(x), pour tout n € N. Montrer que S, ,(0) converge vers
Avy(0) = 0 quand n tend vers +oc0.

2. Montrer que A, est différentiable et

1 < sin ((2n + 1)x/2)
Al(z) ==+ Z cos(kx) = - ,
2 A 2sin(z/2)
pour tout z € | 0,7 [. Conclure que les points critiques de A, sont de la forme z,, ; =
Jjm/(n+1/2), pour j € {1,...,n}. Noter que z, ; converge vers 0+ quand n tend vers
—+00.

3. Montrer que '
vE
lim Sy n(zn;) = J de.

n—-+aoo 0 X

En déduire que '
I
bj = lim Ap(zn;) = J %dw T

n—+ao0 0 X 2

Indication : Considérer une somme de Riemann de sin(z)/z sur Uintervalle [0, j7]
associée a la subdivision {kjm/(n+1/2) : ke {1,...,n}}.

4. Montrer que la suite (b)) en est alternée et que (|b;|)jen est strictement décroissante
(de limite 0). En conséquence, la valeur by ~ 0,281 est maximale.

5. Soit f € E de classe C' par morceaux et soit {y1,...,yn} S [0,27[ I'ensemble
de discontinuités de saut de f|jo2-[- On pose d; = (f(yi+) — f(yi—))/7 et f(z) =

n
z)— Y diglx —vy;), pour z € R. Noter que, comme f est de classe O par morceaux
f@)= Y diglz—wi), p que, p

=1



et continue, S 7., cONverge uniformément vers f. Utiliser le principe de localisation de
Riemann ainsi que les items précédents pour montrer qu’il existe une suite (2, ;)nen
qui converge vers y;+ telle que la limite de |[S¢,(zn;) — f(yi+)| quand n tend vers
+o0 est byd; pour tout i € {1,...,n}.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans ’exercice. []

On dit que g satisfait le phénomeéne de Gibbs a droite (resp., & gauche) en z( sl existe
une suite (z,)nen € RY telle que z,, > xg (resp., z, < o) pour tout n € N et

sgn(d)( lim Sy n(zn) — g(w0+)) > 0 (resr)., sen(d)( lim Sgn(zn) = g(w0-)) < 0)-

Un résultat remarquable de la théorie de Fourier est que toute fonction g € E de classe C*
par morceaux satisfait le phénomeéne de Gibbs (& droite et a gauche) en toute discontinuité
de saut.



6 Intégrales curvilignes

Exercice 95 Donner la longueur de la courbe a : R — R? donnée par

a(t) = (a (2cos(t) — cos(2t)), a(2sin(t) — sin(2t))>,
oua > 0.

Proof. C’est clair que « est périodique de période 2w, puisque les fonctiones sin et cos
son périodiques de période 2. En outre, on affirme que la la période minimale p > 0 de
« est 27. En effet, si P est une période de «, alors P est aussi une période de la fonction
t > ||a(t)|? définie sur R. Comme

le(®)|? = a(5 — 4cos(t)),

pour tout ¢ € R, on voit que P doit étre un multiple entier de 2. Cela implique que la
longueur de la courbe définie par « est

2m 2m 2m
(= J [/ (t)|dt = J 2v/2a+/1 — cos(t)dt = J 4a|sin(t/2)|dt = 4%a,
0 0 0
ou | | est la norme euclidienne et l'on a utilisé les identités

cos(2t) cos(t) + sin(2t) sin(t) = cos(t) et 1 — cos(t) = 2sin?(t/2).

O]

Exercice 96 Soient a,b > 0. Calculer la longueur de l'arc de la chainette y = a cosh(z/a)
compris entre le sommet (0, a) et le point (b, h), oit h = acosh(b/a).

Proof. La courbe indiquée est donnée par a(t) = (t,acosh(t/a)). On voit bien que la
longueur demandée est

(= Lb | ()] dt = J: /1 + sinh?(t/a)dt = Lb cosh(t/a)dt

b

- [asinh(t/a)] — asinh(b/a),

0

ot | | est la norme euclidienne. []

Exercice 97 Calculer la longueur de la cardioide décrite en polaires par r = a(1+cos(0)),
oua > 0.

Proof. Cest clair que la courbe indiquée o : R — R? est donnée par a(f) = (a(l +
cos(#)) cos(#),a(l + cos(f))sin(f)). C’est clair que « est périodique de période 27, puisque
les fonctiones sin et cos son périodiques de période 2. En outre, vu que (2a,0) = «(0) #
a(m) = (0,0), la période minimale de « est 27. On voit bien que la longueur demandée est

2 2m 2m
(= J o/ (t)|dt = V2a7/1 + cos(t)dt = f 2a| cos(t/2)|dt = 8a,
0 0 0
ot | | est la norme euclidienne et 1'on a utilisé les identités

cos(2t) cos(t) + sin(2t) sin(t) = cos(t) et 1 + cos(t) = 2 cos?(t/2).



O]

Exercice 98 Soient A et B deux points de R? tels que la distance entre A et B est a > 0.
Sans perte de généralité on considére que A = (0,0) et B = (a,0). Soit ¢ : [0,1] — R?
une courbe paramétrée du plan de classe C! telle que ¢(0) = A et (1) = B. On note £ la
longueur de la courbe paramétrée par ¢.

1.
2.
3.

Rappeler la formule permettant de calculer ¢.
Montrer que ¢ > a. Est-ce étonnant 7

Montrer que ¢ = a si et seulement s'il existe une fonction x : [0,1] — R monotone
telle que ¢(t) = (z(t),0), pour tout ¢ € [0, 1].

Proof.

1.

O]

On rappelle que
1
e- | el

o | | est la norme euclidienne.

. On écrit o(t) = (2(t),y(t)). Alors [/ ()] = Va'(t)? +y/(1)? = Va'(1)? = |2/ (1)].

Cela implique que

1 1 1
e:fo |<p(t)|dt>L o (1)]dt > fo :U(t)dt’ — la(1) — 2(0)] = .

On suppose qu'il existe une fonction x : [0,1] — R monotone telle que ¢(t) =
(x(t),0), pour tout t € [0,1]. Comme z(1) = a > z(0) = 0, x est croissante et sa
dérivée est donc non négative. Alors,

1 1 1
zzfo |gp(t)|dt=f0 |z (t)|dt=L 2 (t)dt = 2(1) — 2(0) = a.

Réciproquement, on suppose que £ = a. Cela implique que

1
|, teo1-1ona-o.
Comme t +— ||’ ()| — |2/(t)] est une fonction continue, non négative et son intégrale
est nulle, on conclut qu’elle est la fonction nulle. Cela implique que 3/(¢) = 0, pour
tout ¢ €]0,1[. Comme y(0) = 0, on conclut que y(t) = 0, pour tout t € [0, 1], i.e.
©(t) = (x(t),0), pour tout t € [0,1]. En outre, la condition ¢ = a implique que

Ll o (8)]dt > ‘ Ll ()],

ce qui dit en particulier que la dérivée de z est toujours non négative sur ]0,1[ ou
toujours non positive sur |0,1[. Comme z(1) = a > 0 = z(0), on conclut que z est
croissante.

Exercice 99 On va s’intéresser aux courbes de longueur minimale tracées sur la sphére

S* ={(z,y,2) eR*:2” +y* + 2> =1} c R’



de rayon 1 et de centre O = (0,0,0). On appelle grand cercle de la sphére toute intersection
de la sphére avec un plan passant par O.

Soient A et B deux points de S%. Sans perte de généralité, on considére que A = (0,0, 1)
et B = (sin(yp), 0, cos(1y)), avec 0 < 1hg < 7.

On considére une courbe tracée sur la sphére M : [0,1] — S? donnée par
t — (cos(6(t)) sin(p(2)), sin(6(t)) sin(t)(£)), cos(4(t))

telle que les fonctions 6 et v soient de classe C, 8(0) = 0, 1(0) = 0, 8(1) = 0 et (1) = 1.
On a donc M(0) = A et M(1) = B. On note ¢ la longueur de la courbe paramétrée
précédente.

1. Montrer que

1
(= L V(O ®)?sin? (1) + ()t

2. En déduire que la longueur de £ est plus grande que la longueur de I'arc de cercle du
grand cercle tracé sur la sphére reliant A & B.

3. En déduire que pour tous points A, B sur la sphére, le chemin sur la sphére le plus
court reliant A a B est donné par l'arc de cercle reliant A & B d’un grand cercle de
la sphére.

Proof.
1. La formule de la longueur ¢ est un calcul directe.

2. C’est clair que

1 1
€= L V(00)?sin? (6(0) + (0/(1)) %t > fo (0 (1)) dt = o,

qui est la longueur de 'arc de cercle du grand cercle tracé sur la sphére reliant A a
B.

3. On remarque que, étant donnés deux points A et B sur la sphére, on peut toujours
faire une rotation du repére de coordonnées pour tomber sur la situation décrite
dans I’énoncé pour A et B. La question est alors une conséquence directe de l'item
précédent.




7 Intégrales doubles

Exercice 100 Calculer les intégrales doubles

N T

A
on D= {(z,y)eR*: 2% + 9> <1} et A= {(z,y)eR*: 2 + > <1,2>0,y = 0}.

Proof. On voit bien que

1 27 .3
ff 2x+y dy:f f 3+ r? sm(29)d0dr
CC+y +1 o Jo T2+1

r3 Ly cos(20) 2
=2 dr —dr| —
FLr2+1 +Lr2+17{ 2 ]0

S

~- -

=0

_ QW[T? ~ MT — (1 -In(2)),

0

1 pm/2 gy 1 -
J = ff(:vQ + 3/2)d$dy = f f r3dodr = = | —| ==,
0 Jo 2041, 8

A

ou l'on a fait le changement de variables des coordonnées polaires. []

et

Exercice 101 Soit 7' < R? le triangle ayant pour sommets les points de coordonnées
(0,0), (1,0) et (0,1). Montrer que

o=y 1
JJ@HZ dxdy = 5 sinh(1).
T

Proof. On considére le changement de variables F : R*? — R? donné par

U+ v v—u)

F(“’”):( 2 7 2

C’est clair que F est bijectif, de classe C! avec réciproque de classe C*. En plus, le déter-
minant de la matrice jacobienne de F est 1/2. Soit D = {(u,v) € R? : v € [0,1], |u| < v}.
On voit bien aussi que F(D) = T. En conséquence,

z—y v
Jjewy dxdy = ff e dudy = f J e dudy = J {ve“/v] dv
T - -

v 1
- 1[ [ve“/”} dv = sinh(1 )j vdv = sinh(1 )
2 Jo v 0 2

OJ

Exercice 102 Montrer que l'aire de la région bornée R comprise entre la droite y = «
et la parabole y? = 2z vaut 2/3.



Proof. La région demandée est décrite par
R={(z,y)eR?:2¢€[0,2],2 <y <2z}

L’aire demandée est donnée par l'intégrale

|| dads - f Lmdydx - Jj(ﬁﬁ— o) = [2@9“3/2 - fUT _
R

2
3 2|, 3
[

Exercice 103 Soit R = {(z,y) e R2,: 1 <2y < 3,1 < 2? — y* < 4}. Calculer
Jf(xz + y?)dzdy.
R

Indication : utiliser le changement de variables donné par t = 22 — % et s = .

Proof. L’indication équivaut a considérer le changement de variables F': Rog x R — R2>0
donné par

24452 | — 2 1 442
F(s’t):(\/t+\/t2+4 \/ t—i—\/;f +4 )

C’est clair que F' est bijectif, avec application réciproque G : R2>0 — R.g X R donnée par

G(z,y) = (zy,2° — 7).

En plus, F et G sont de classe C'. Le déterminant de la matrice jacobienne de F est
—1/(2V/12 4 452). Soit D = {(s,t) € R%, : s € [1,3],t € [1,4]}. On voit bien aussi que
F(D) = R. Sion écrit f(x,y) = 22 + 4>, alors (f o F)(s,t) = \/t2 + 4s2. En conséquence,

V2 4 452 1
2 2
22 + y?)dxd =ﬂdsdt=Hd8dt=3.
g< y)dudy DQ\/t2+452 2D

OJ

Exercice 104 Soit a > 0 et H = {(z,y) € R* : 2 > a}. Montrer que

+oo —t2
e
fj e_(xzwz)dmdy = ae J — 5 dt.
0 a“+t
H

Indication : utiliser le changement de variables donné par 22 + y? = t2 + a? et y = su.

Proof. Soit U = {(z,y) € R? : 2 > 0,2 + y* > ¢*}. L’indication équivaut a considérer le
changement de variables F : R x R.g — U € R x R donné par

t2 2 t2 2
F(s,t) = \/ +a,5\/ Ty
s2+1 s2+1
C’est clair que F' est bijectif, avec application réciproque G : U € Ro; x R - R x Ry

donnée par
G(:B>y) = (y/xa V .CUQ + y2 - a‘2)'




En plus, F et G sont de classe C1. Soit D = {(s,t) € R x Rog : t > als|}. On voit vien
que F(D) = H. Le déterminant de la matrice jacobienne de F est t/(s* + 1). Si l'on écrit
flz,y) = e~ @ %) alors (foF)(s,t)= e~% e, En conséquence,

+ow0 rt/a
JJ (z*+y?) dxdy = Jf dsdt =e" j J dsdt
t/a

, [t t/a 2 2
—e @ J -t t[arctan( )} dt = —e° J arctan(t/a)(~2)te”" dt
0

0 —t/a
+0 +oo  —t2
2 2 2 e
=—e % lim |e ¥ arctan(t/a +e @ J ——dt
i, [~ actantjo)| =
. ~ —
=0
+oo -2
= ae ? f %dt,
0 a® +t
ot 'on a fait une intégration par parties avec u(t) = arctan(t/a) et v'(t) = —2te "’ (i.e.

u(t) = e_t2) dans la cinquiéme égalité. []

Exercice 105 Soit e€]0,1[ et A. = {(z,y) e R?: € < 2? + 92 < 1}.
1. Calculer
dxdy.

1
N
o e+ vy
2. Montrer que la limite
lim I,

e—0t

existe. Conclure que la fonction (z,y) — 1/4/22 + y? est intégrable dans un voisinage
de Dorigine et comparer avec la fonction x — 1/|z|.

Proof.

1. On voit bien que

1 2 1 1
I = ff ————dxdy = f f dfdr = 2m {r] =2m(1 —¢).
v \/m 0 € €

2. C’est clair alors que
lim I, = 2.

e—0t

—€ 1 1 1 1 1 1
da:+f —dz :2f dx=2{ln(|x|)] = 21In(1/e)
jl |$| € |JI‘ € |l‘| €

diverge quand ¢ tend vers zéro.

Par contre,

O]

Exercice 106 Montrer que U'intégrale de f(x,y) = x sur le disque 22 +y? — 22 < 0 vaut
.



Proof. On voit bien que x? + 3?> — 2z < 0 équivaut a (z — 1)? + ¢ < 1. On définit
R = {(z,y) e R*: (x — 1)*> + * < 1}. On considére le changement de variables F(u,v) =
(u+1,v). Soit R' = {(u,v) € R? : u? + v* < 1}. Clest clair que F est bijectif, de classe C1,
avec réciproque de classe C1, le déterminant de la matrice jacobienne est 1, et F (R')=R.

Alors,
1 /2w
Jf xdxdy = ff(u + 1)dudv = f J (rcos(8) + 1)rdodr
0 Jo
R R

_ fol <r2[sin(0)}:7r + 27rr> dr = 7{742}; =,

S ~ ~

=0

ou 'on a utilisé le changement de variables des coordonnées polaires. []

Exercice 107 On note A = [0,1]? et pour tout entier n € N on pose
I, JJ xy)"dxdy
B 1+zy

lim I,,.

n—-+0o0
ff dxdy
1+xy
A
Proof.

1. Soit f, : A — R la fonction donnée par f,(x,y) = (zy)"/(1 + zy), pour n € N. C’est
clair que f, est intégrable sur A, pour tout n € N, puisqu’il s’agit de la restriction
de la fonction continue sur un compact. Soit g, = fn|ac, ot A° est intérieur de A.

I, f f xy)"dxdy
- 1+azy
pour tout n € N. C’est clair que g, converge simplement vers la fonction nulle de A°.

En outre, |gn(z,y)| < go = 1/(1 + zy), pour tout (x,y) € A°, et go = 1/(1 + zy) est
intégrable sur A°. Le théoréme de convergence dominée nous dit que

)rdxd
lim I, = ff zy)" dudy Jdea:dy =0.
n—-+00 n%+oo 1+ zy

A°

1. Déterminer

2. En déduire la valeur de

On remarque d’abord que

2. On voit bien que
I J‘J‘ xy)"dxdy Jf (1 + zy)(zy)"dzdy Jf (zy)"Hdxdy
B 1+2y 1+ay 1+zy
A

1
= Jf "y dzdy — Iy = m — In1,
A




pour tout n € N. Un argument par récurrence simple nous dit que

1)m
2

n
In:( nIO+ nZ m

m=1

pour tout n € N. Comme la limite de I,, est zéro quand n tend vers 400, on conclut
que

dzd P L i | o1
H R o B Gl D =
A k=1

2 2 2
1+zy —oom = (2k+1) (2k)
+00 +00 +00 2
1 1 1 1
=2 Pl G o T 1y
m=1 k=1 m=1
ol 'on a utilisé que
+00 2
3 1
— m2 6

(voir l'exercice 7 de la fiche 4).

OJ

Exercice 108 Calculer l'aire de D = {(z,y) € R? : |z]| < 2 + y* < 1} et U'intégrale
fj dxdy
1+a22+y2

Proof. On note d’abord que (z,y) € D si et seulement si (—z,y) € D. Il sufﬁt donc de
déterminer Dn(Rsq XR) Soit (2,%) € D avec z = 0. Cela veut dire que z < 2% +y* < 1, 4. e
22 +y? < 1et 2 < 2?4752 La derniére condition est équivalente a (1/2)% < (z— 1/2)

En conséquence,

D = B1(0,0)\(By2(1/2,0) U By 5(—1/2,0)),

ot Br(xg,y0) = {(z,y) € R? : (x — x0)? + (y — yo)? < 72} est la boule ouverte de centre
(x0,90) et rayon r > 0 et B,(xo,y0) est son adhérence. L’aire de D est par conséquent
7 —2m(1/2)% = /2.




Par ailleurs,

JJ dxdy JJ dxdy fj dxdy
1+a2+y2 1+a2+y2 1+a2+y2

B1(0,0) Bi/2(1/2,0)
ff dxdy
1+a22+y2
Bi/2(—1/2,0)
fj dxdy JJ dxdy
1+a2+y2 1+ a2 +y2
B1(0,0) Bi/2(1/2,0)

puisque la fonction 1 + 2% 4 32 est invariante sous la transformation (z,y) — (—z,v).

C’est facile & vérifier que

dzdy 27 rdfdr 9 !
=m|In(1 = mln(2).
H 1+a2 +y2 JJ 1472 W[n( +T)]O mIn(2)

B41(0,0)

En outre, si I'on utilise des coordonnées polaires centrées autour du (1/2,0) (i.e. x =
rcos(f) + 1/2 et y = rsin(f)) on trouve que

T =

B1(1/2,0) o

1/2 8mr 1 s ™
= dr = | ————=ds = ds
0o V16rt+24r2 +25 0 Vs +06s+25 3/4 V2 +1

= 7T|:111 <‘t +v1 —l—tz’)]l = ﬂ(ln(l + \/5) —ln(2))7

3/4

JQ“ db 2

o a+tcos(d) a2z_—1

pour tout a > 1 (voir 'exercice 15 de la fiche 0) dans la deuxiéme égalité, et la substitution
s = 472 dans la quatriéme égalité et la substitution ¢ = (s + 3)/4 dans la cinquiéme.

ou l'on a utilisé l'identité

En conséquence,

” dzdy = mIn(2) — 27 (In(1 + v2) — In(2)) = 37 In(2) — 27 In(1 + v2).

1+ 22 + y?
OJ
Exercice 109 Calculer 'aire A de l'intérieur de Uellipse
2 2
() +(3) =1
a b
au moyen du changement de variables = au cos(v) et y = busin(v).

Proof. Soit E = {(z,y) € R*: (z/a)* + (y/b)* < 1}. On voit bien que

1 pom 1 1
A= jj dxdy = f f abudvdu = 27mbf vdv = mab [U2:| = mab.
0 Jo 0 0
E



O]

Exercice 110 Soit D = {(z,y) € R? : |z| < 1,|y| < 2°}. Représenter D, calculer son aire

et 'intégrale
ff(xQ — y)dzdy.
D

Proof. L’aire de D est donnée par

1 x? 1 $3 1 4
fj dxdy = J J dydx = f 20%dr = 2[} = —.

-1 _x2 —1 3 1 3
D

Par ailleurs,

[fieopst= [ [ o= [ [=575]

D

O]

Exercice 111  Pour n € N* et R > 0, soit w,(R) le volume de la boule
By(R) = {(21,...,2n) eR" :2? + .- + 22 < R’} c R"

de rayon R. Le but de cet exercice est de calculer wy,(R).
1. Montrer que wy,(R) = R"w, (1), pour tout R > 0 et n € N*.

2. Redémontrer les formules classiques

4
wi(R) = 2R, wy(R) = TR? et w3(R) = §WR3.

3. On suppose désormais n > 2. Soit g : R” — R la fonction indicatrice de B, (1) et soit
Ry—o =[-1, 1]”_2 < R"2. On écrit x = x1 et y = x9. Montrer que

1,1
wp(l) = f 1f 1 (JR g(z,y,x3,...,2)dxs . ..d:):n> dxdy.
- - n—2

4. Montrer que, si 22 + y*> > 1, g(z,y,23,...,2,) = 0, tandis que, si 22 +3? < 1, la
fonction (x3,...,xy) — g(z,y,x3,...,2,) (avec x et y fixes) coincide avec la fonction
indicatrice de la boule B,_2(1/1 — 22 — 2). En déduire que

J gz, y,x3,. .., xn)dxs ... dr, = (1 — 2% — y2)(”_2)/2wn,2(1),
Rn72

et en conséquence

wn(1) = wp—2(1) fj (1—2%— y2)(n_2)/2dxdy.
Ba(1)



5. Utiliser le changement de variables des coordonnées polaires pour calculer la derniére
intégrale. En déduire que

" Qnﬂ.n—l

wan(l) = o et won—1(1) = ma

pour tout n € N* ot I'on rappelle que (2n — 1)!! = (2n — 3)!1.(2n — 1) et 1! = 1.

6. Montrer que
7.‘.’r7,/2
)= ———
@) = T3y

pour tout n € N*,

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 'exercice. []

Exercice 112
‘oo
1. L’intégrale J = f e~ " dx est-elle convergente ?
0

2. Pour a > 0, on pose D, = [0,a] x [0,a], Ay = {(z,y) € RE; : 2* + y* < a?},

Q@) = [ @)1 wdzdy et Cta) = || 1)) o
D, Aq

ou f(z) = ¢~ Encadrer Q(a) a laide de la fonction C'(a). En déduire la valeur de
J.
Proof.

1. On sait que la limite de e*“/’?(l + x2) est zéro quand x tend vers +o0. Cela implique
qu’il existe M > 0 tel que e*IQ(l + 2?) < 1 pour tout = > M. En outre, comme
6712(1 + %) est continue, elle est bornée sur [0, M], i.e. il existe ¢’ > 0 tel que
6712(1-%562) < O’ pour tout z € [0, M]. Soit C = max(1,C") > 0. Alors e*x2(1+x2) <
C’ pour tout x € Rq. En conséquence,

+00 5 +00 1
sz e ” d:z:éC’f ——dz.
0 0 1+

a2 . . .y
Comme e~ % est une fonction positive, on conclut que 'intégrale J est convergente.

2. Comme A, € Dy € A 5, et e~ est une fonction positive,

C(a) < Q(a) < C(V2a).

et



pour tout a > 0. En particulier,

lim C(a) = g et lim Q(a) = J>

a—+00 a—+00

En conséquence,

T~ lim C(a) < lim Qa) =J*< lim C(v2a) = =

4 a——+00 a—+00 a—~+00

et J = /7/2.
O

Exercice 113 Montrer que

I'(w)I'(v)
T(u+wv)’

pour tout (u,v) € D (voir les exercices 30 et 32 de la fiche 3).

+o0 oo
v) = J J e TS st
o Jo

On considére le changement de variables donné par 'application F : Rogx ]0,1[— R2,
définie par F(z,y) = (z(1 — y),zy). Cest clair que F est bijectif et de classe C avec
réciproque de classe C!. Le déterminant de la matrice jacobienne de F est z. En outre, si
f(s,t) = e 75t" 1571 on voit bien que (f o F)(z,y) = e %z ?72(1 — ) 19*~L. Cela

implique que
+00 pto0
= J f et lgvTlgtds
0 0

+oo
= J f e g1 — )¢y Y dady = T'(u 4 v) B(u, v).

B(u,v) =

Proof. On sait que

O]

Exercice 114 Soit ¢ > 0. Déterminer le volume du simplexe de R"™ donné par

An(c) ={(z1,...,2p) ER" 12, = 0,21 + -+ + T < ¢}

Proof. On voit bien que

1 Tn—3 Tn—2 Tn—1
f ..dr = f f ... f J J dr,dr,—1dT,—9 . ..drodr
An(c) 0 0 0

Tn—3 ([ Tn—2
J J (L‘n_ldl'n_ldwn_g ce dxgdl'l
0 0 O

T1 T —3 s cn
dTp_o...dxodr1 = —.
0 0 2 n‘

Exercice 115 Intégrales de Fresnel On pose

Il
hh

O]

+00 +o
I = J cos(t?)dt et J = J sin(t?)dt.
0 0



1. Soient

r-| osS) g - | T in()
o Vs 0o Vs

Montrer que [ = I'/2 et J = J'/2.
2. Montrer que I et J sont bien définies.

3. En utilisant

montrer que

pour tout ¢ > 0.

+00 B 5 B
f <J eltete dt) dr = f <
0 A A

+00 9
f elte™t® da:) dt,
0
pour tous 0 < A < B. En déduire que

J'B eit 2 +00 ( B i
—dt = — J ete® dt) dx.
A WVt VT Jo A

5. Montrer par passage a la limite que

f-i-ooeidt f+ooz_~_u
0o WVt NG L+ ut

4. Justifier que

6. En déduire que

Proof.

1. On voit bien que I'/2 et J'/2 s’obtiennent de I et J, respectivement, & partir de la
substitution s = ¢2.

2. D’aprés litem précédent il suffit de montrer que I’ et J’ convergent, ou, de facon
équivalente, il suffit de montrer que 'intégrale

, 400 eis
K = f —ds
0 Vs

converge. On remarque qu’il ne s’agit pas de convergence absolue dans ce cas (K
ne converge pas absolument). Comme e'*/y/s est absolument intégrable sur ]0,1],
puisque |€"*|/y/s = 1/4/s est absolument intégrable sur ]0,1], il suffit de démontrer

!

que
" +00 eis J
K" = —ds
1 s
converge. Or, une intégration par parties avec u(s) = 1/4/s et v/(s) = €% nous dit
que
+0 is M +00  is +00  is
e 1 e 1 e
K" = —ds = lim ds = ie' + — ds
1V M—’+°O[Z\[] 53 21 V3

Comme |e*|/Vs3 = 1/Vs3 est absolument intégrable sur R-1, on conclut que K”
converge. En conséquence, I et J convergent.



3. On voit bien que

2 +0o0 2 +00 1
J e gy — f e_dey = —,
VT lo Vvt o Vit

ot l'on a fait la substitution y = v/tx.
4. On note que I'application x — eite™” est absolument intégrable sur R~ o, pour tout
+oo
t € R~, et I'application ¢ — f |e’te_t$2|dm est intégrable sur [A, B]. La premiére

0
identité de cet item est alors une conséquence du théoréme de Fubini. En plus,

2 400 B ) ) 2 B —+00 . 2
— ete ™ dt \do = — e dx | dt
NG NG
™ Jo A T™JA 0
2) B " +00 122 B e’it
= — e e dr |dt = J —dt.
ﬁL (fo ) A WVt

B t(i—z?) 1B B(i—z?) _ JA(i—x?)
J ete i — || = ¢ (19)
A (i —22) ] 4

5. On voit que

et sa valeur absolue est majorée par (e*BI2 + e*AlJ)/\i — 2%|, qui est majorée par
2/i — 22|, qui est intégrable sur R~q. La limite simple de (19) quand A tend vers zéro
et B tend vers +o0 est 1/(i — %) = (i + 2%)/(1 + z1). En conséquence, le théoréme
de convergence dominée nous dit que

+00 eit +00 B t . +o + x
—dt = | 1 —ta? dt |dx =
fo Vi \FAIEOBEEooL (J )x ff 1+x4

6. Comme les racines de 1+ u* sont les racines primitives de 1'unité d’ordre 4, on voit
que

w1 =(u— - u—)u— "),

ol ¢ = e¥™/8 = ™4 Comme ¢7 = C et ¢° = (3, on conclut que

ut +1=(u—)u—¢)(u—¢)(u—¢%) = (u” —2Re(Q)u + 1)(u? — 2Re(¢)u + 1))
= (u? = V2u + 1)(u® + V2u + 1),

oil 'on a utilisé que Re(¢) = cos(m/4) = v/2/2 et Re(¢?) = cos(37/4) = —v/2/2. En

outre, on peut vérifier que

I 2u — /2 Ll 2u + /2
ut+1 42 (U2 —V2u +1)  4v2 (U2 +2u + 1)
1 V2 1 V2

TV —Vautl) AR NI+ l)

En conséquence,

to g 1 u? +v2u+1
4du= lim In
o l+u M—+044/2 u? —2u + 1
M

T
+ 2arctan(v2u — 1) + 2arctan(v/2u + 1 ] = ——.
(vau-1) (Vau+1)] =57




De facon analogue, on trouve que

o1 2u—v2 2u + /2
ut +1 42 (w2 —V2u+1)  4v2 (u2 +2u + 1)
1 V2 1 V2

+4\/§(u2—\/§u+1)+4ﬁ(u2+\/§u+1)'

et

u2—\/§u+1D
u? 4+ v2u + 1

+00 U2 1
—du= 1l |
JO T+t ™ MLHJ}OO4\/§[H<
M
7r
+ 2arctan(v/2u — 1) + 2 arctan(v/2u + 1 ] = —.
(vV2u=1) (Vaus1)| =57
Cela implique que I' = J' = \/717/2 et

I=J=24]=
T=3\3

OJ

Exercice 116  Soient Ag = [0,R] x [0,R] et Dr = {(z,y) € R, : 2% + ¢* < R?*}.
Calculer les limites des intégrales

Jf sin (x2 + y2)dxdy et jj sin (:Jc2 + y2)dxdy
AR DR

quand R tend vers 400, si elles existent.

Proof. On voit bien que

R pm/2 - R
Jj sin (2% + y?)dedy = f J sin(r?)rdfdr = 4[ - cos(rz)]

0
Dg

0 0

™

1 (1 — cos(R?)),

ce qui implique que
lim sin (22 + y?)dzd
i, [[ s "+ 7)o
Dgr

n’existe pas.

Par ailleurs,

H sin (22 + y?)dady = LR JR (sin (z2) cos (y*) + sin (y?) cos (x2)>d:edy

0
R rR
= 2] j sin (x2) cos (y2)dazdy
o Jo
R

- 2<L sin (x2)dx> <LRCOS (y2)dy>.

L’exercice précédent nous dit que la limite quand R tend vers +o0 existe et elle vaut
2.1.J=mn/4.]

Exercice 117 Calcul d’intégrales doubles a 'aide de lignes de niveau



1. Soit A < R? un fermé et F : A — R une fonction continue. Soient a < b deux réels
fixes. On suppose que Q = {(z,y) € A : a < F(x,y) < b} est un compact de R%

Pour tout k € [a,b], on définit Q = {(z,y) € A :a < F(z,y) < k}. On considére les
fonctions A, I : [a,b] — R données par

=‘[[dxdy<ﬁ,l(k)::JjﬁF(x,y)dmdy.
Qi Qp,

On suppose que la fonction A est dérivable sur [a, b] avec dérivée continue. Montrer
que I est dérivable de dérivée I'(k) = kA'(k). En déduire que

b) _f F(z,y)dady = Lb I'(k)dk.

2. On va considérer I'application suivante. Calculer

H < * ﬂ2>d“”dy . ﬂ § R el

ou
Q= {(z,y) eR?: z%/a? +¢%/B% < 1} et D = {(z,y) eRI):z+y< 1}.
Proof.
1. On écrit
I(k+h)—I(k) Sy o Flay)dedy
h B h '
Comme

Alk+h) — A(k) kSSQHh\Q; dudy _ Sopsmap F @ y)dady
_ . < ;
SSQHh\QE ddy B
N =

k

Ak + h) — A(k)
- :

< (k+ + h)

On conclut que la limite de (I(k + h) — I(k))/h converge vers kA'(k) quand h tend
vers zéro. En conséquence, I est dérivable et I'(k) = kA'(k), pour tout k € [a,b]. La
derniére égalité est une conséquence immédiate.

2. Pour la premiére intégrale on aura A = R%, F(x,y) = (z/a)*+(y/B)? et [a, b] = [0, 1].

Or, on sait que
k)= ff dxdy = mafk
Q

(voir lexercice 7). En conséquence, A (k) = ma est une fonction constante. D’aprés
I'item précédent, on conclut que

ff (Z; + ;Z,Z)da:dy = Jol nafkdk = #.
9)



En outre, pour la deuxiéme intégrale on aura A = R;O, F(z,y) =1/(1+x+y)et
[a,b] = [1/8,1]. C’est facile & voir que

1 1
)= || dedy = — — ——.
) ﬂ My = T vm
k

En conséquence, A (k) = (k7°/3 — k~%3)/3. D’aprés item précédent, on conclut

que
d 1 -2/3 _ 1.—1/3
U vdy _J Ll B
1+x+ y 1/8 3 8

O]

Exercice 118 Montrer que

x—y —y 1
———=dxd ———dydx = .
IJ (x+y)3 xy#ff Y=y

Y a-t-il une contradiction avec le théoréme de Fubini ?

Proof. On voit bien que

JJ e dxdy‘ﬂﬂ(u:yv‘uiyyf)df”dy
1
:L[:Uiy (xfy)z}ody

f 1 { 1 ]1 1
=—| —dy=|—-| =—3,
o (L+y)? L+ylg 2

Ll Ll ﬁdydl’ - _Ll Jol ((CC —sy)2 C(z ixy) >dydm
1 1 B 1
__L [_$+y+ (m+y)2]odx

f 1 [ 1 T 1
= | ——ydr=- _—
0o 1+x) l+zf, 2

+

tandis que

Il n’y a aucune contradiction avec le théoréme de Fubini. Pour le voir, on note f :

[0,1]%\{(0,0)} — R l'application f(z,y) = (z — y)/(z + y)* et f, celle donnée par = ~—

(z —y)/(z + y)>. Pour tout y €]0, 1], Vapplication |f,| donnée par  — |(z — y)/(z + y)?|
1

est intégrable sur [0, 1]. Par contre, l’application y — J | fy(x)|dz n’est pas intégrable. En
0

effet,
ff dzd ff” Y| _dxd ffy y=2
0 Y= 9:+y y= 93+y y
y
- d _f —d
L[»”Hy (w+y)] Y Y

(x+y

diverge. []



Exercice 119 Dans cet exercice, on s’intéresse a la transformée de Fourier F' de la
R —- R

fonction Gaussienne ' g2 -
r — e

1. En appliquant le théoréme de Fubini, montrer que

+0 rt+o s o 400 2
f f e @A) dpdy = < f(:v)d:r) :
-0 J-w -0

+oo
2. En déduire la valeur de f(z)dz.
o0

F : R — R
3. Soit f . J+w efﬂx2672m'x§dx .
—o0

(a) Montrer que F' est dérivable et que, pour tout £ € R,

F'(&) =i w f(z)e 2™ .

T , +00 '
(b) Montrer que J f(x)e 2™ dy = 2mig f(z)e ™t dy

—00 —00

(¢) En déduire que F(§) = e ™ pour tout ¢ € R.

Exercice 120 Soit P un rectangle de R%. On appelle partie pavable de P toute réunion
finie de rectangles inclus dans P. On note P I’ensemble des parties pavables de P.

1. Montrer que si A; et Ay appartiennent a P, alors A; U A appartient & P et P\A;
aussi. Faire des dessins. Montrer de plus que tout élément de P peut s’écrire comme
réunion finie de rectangles deux & deux disjoints.

2. Soit X une partie de R? incluse dans P. On note
JT(X) =inf{mes(A) : Ae P, X < A} et J (X) =sup{mes(4): Ac P,Ac X}.

Montrer que J7(X) = IT(Wx) et J (X) < I (Kx).

3. Montrer que si v est un fonction en escalier telle que v = ¥ x, alors il existe A € P tel
que v = W4 = Wx. En déduire que J*(X) = I (Wx). De maniére analogue, montrer
que J(X) =1 (F¥x).

4. Montrer que X est cubable si et seulement si J7(X) = J~(X). Si X est cubable,
alors mes(X) = J©(X) = J(X).

5. X est négligeable si pour tout € > 0, il existe A € P tel que X € A et mes(A) < e.
Montrer qu’un ensemble négligeable est cubable de mesure nulle.

6. Soit ¢ : [0,1] — R? telle que il existe M > 0 tel que

lo(s) = ()]0 < Mls —t],

pour tout s,t € [0,1]. Montrer que ¢([0,1]) est négligeable.

7. Soit D une partie fermée de P telle que la frontiére de D soit donnée par une courbe
C! par morceaux. Notons X la frontiére de D. Soit € > 0. D’aprés la question
précédente, il existe A € P tel que X < A et mes(A) < e. Alors P\A est une réunion
de rectangles Ry,..., Rn.



Montrer par un raisonnement par 'absurde et en utilisant un argument de connexité
que, pour tout ¢, R; € D ou R; < P\D.
En déduire qu’il existe I < {1,..., N} tel que

U&QDEU&UA

el el

Montrer que D est cubable.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans 1’exercice. []



8 Espaces probabilisés, variables aléatoires discrétes
8.1 Espaces de probabilité

Exercice 121 Soit P une probabilité sur (N, Z(N)), ou l'on rappelle que, étant donné
un ensemble Q, Z(Q) = {A: A < Q}. Montrer que P({n}) tend vers 0 quand n tend vers
+00.

Proof. D’aprés la définition d’espace probabilisé, on voit bien que

1=P(N) = IP( |_|{n}> = Y P({n}).

neN neN

Comme la derniére série est (absolument) convergente, P({n}) tend vers 0 quand n tend
vers +00. []

Exercice 122 S oit (£2,.27,P) un espace de probabilité et soient A, B € «/. Montrer que
P(A n B) < min(P(A),P(B)).

Proof. 1l suffit de montrer que, étant donnés A, C € & tels que C < A, alors P(C') < P(A).
En effet, comme A = C u (A\C), alors P(C) + P(A\C) = P(A), ce qui nous dit que
P(C) < P(A), vu que P(A\C) = 0.J

Exercice 123 On a un alphabet de 5 lettres {a,b,c,d, e} et on considére ’ensemble des
mots de 25 lettres. On tire au hasard un mot dans cet ensemble. Quelle est la probabilité
qu’il comporte 5a,5b,5¢,5det 5e?

Proof. L’univers de 'espace probabilisé est Q = {a,b,c,d,e}?, avec tribu Z22(Q). Cet
espace est équiprobable, i.e. la probabilité IP est définie classiquement par

Py - 2.

pour tout A < Q. Clest clair que #(Q) = 5%. Pour tout & = (1,...,x25) € Qet £ €
{a,b,c,d, e}, on définie Ip(z) = {i € [[1,25] : z; = £} et No(Z) = #(Le(Z)), ou 'on rappelle
que [[i,7]] ={ne€Z:i<n <j}, pour tout i,j € Z. L’événement demandé est donné par

E = {a‘c € Q: Ny(z) =5, pour tout £ € {a,b,c, d,e}}.

Pour n € N et X un ensemble, on écrit Z2,(X) ={A: A< X et #(A) = n}. On voit bien
que Papplication ¢ : E — P5([[1,25])° donnée par

SO(J?) = (Ia(j)a Ib(j)v Ic(j:)a Id(j)7 Ie(j))

est injective, avec image formeée par les uplets (Jo, Jy, Jo, Jg, Je) € P5([[1,25]))° tels que

|| Je=11,25].

te{a,b,c,d,e}

C’est clair que Pimage de ¢ a cardinal 25!/(5!)°, et en conséquence

25!
P(E) = g



Exercice 124 On fait 2 lancers avec trois dés. Quelle est la probabilité d’avoir les mémes
résultats si

1.

les dés sont de trois couleurs différentes 7 (Dans ce cas le résultat d’un lancer est un
triplet donnant le résultat de chaque dé)

les dés sont indiscernables? (Dans ce cas le résultat d’'un lancer est I’ensemble des
résultats avec leur multiplicité, par exemple deux 1 et un 5)

Proof.

1.

O

L'univers de I'espace probabilisé est 2, = [1,6])%, avec tribu 22(£,). Cet espace est
équiprobable. Clest clair que #(Qq) = 6°. Un éléement (Z,7) = (1, 22, T3, Y1, Y2, y3) €
Qg (i.e. Z,7 € [[1,6]°) représente la situation ot le i-éme dé a la face marquée par z;
au premier lancer et y; au deuxiéme lancer. L’événement demandé est donné par

E,={(z,7) € Qa:T =y}

On voit bien que I'application ¢ : E, — [1,6]* donnée par

o(z,9) =T

est bijective. En conséquence #(F,) = 6% et

. On définit X = {Z = (z1,...,2¢) € N0 : Z x; = 3}. Pour compter les éléments = de

i=1
X, on divise en trois cas (disjoints) :

(i) il existe i € [1,6] tel que x; = 3;

(ii) il existe i € [1,6] tel que x; = 2;

(iii) pour tout i€ [[1,6], z; < 1.
On a C; = 6 éléments dans le cas (i), C;; = 6.5 = 30 éléments dans le cas (ii) et
Ciii = 6!/(3!13!) = 20 dans le dernier. On considére X muni de la tribu &(X). Par
contre, il ne s’agit pas d'un espace équiprobable, si I'on veut qu’il modélise le tirage
de 3 dés indiscernables : la probabilité P’ ({Z}) d’un élément Z dans le cas (i) est 1/62,
celle d’un élément 7 dans (i) est 3/6% et la probabilité d’un élément Z du type (iii)
est 1/62. On vérifie bien que

_ 1 3 1
Z ]P’/({a:}) = 02673 + 0“673 + Czu@ =1.

zeX

L’univers de I’espace probabilisé est , = X x X, avec tribu &(). La probabilité
P({(z,7)}) de (Z,7) € Qp est P'({z})P'({§}). L’événement demandé est donné par

By ={(z,y) e Y : T =y}

Dans ce cas, on trouve

P(E,) = P( U {<x,x>}) = Y P({E)° = Ci(%)2+cﬁ(§s>2+%<$)2 - %

TeX zeX

Exercice 125 Apreés avoir bien mélangé un jeu de 52 cartes, on en fait une pile.



1. Quelle est la probabilité que le 2 de ceoeur soit & la derniére place ?
2. Quelle est la probabilité que I’as de pique se trouve au dessus de 'as de coeur 7

3. Quelle est la probabilité que I’as de pique soit au dessus de I’as de cceur et que celui-ci
soit au dessus de I'as de carreau?

4. Quelle est la probabilité que ’as de pique et ’as de tréfle ne soient pas adjacents ?
Proof. On suppose que les cartes son numérotées de 1 & 52 : par exemple, ’as de pique
est le 1, I'as de coeur est le 2, ’as de carreau est le 3, ’as de tréfle est le 4, le 2 de pique est
le 5, le 2 de pique est le 6, etc. La position d’une carte dans la pile est déterminée de fagon
relative a la table sur laquelle la pile est posée, la premiére position étant celle du dessous et
la derniére celle du dessus. L'univers de l’espace probabilis¢ est 2 = Ss2 = {0 : [[1,52] —
[1,52] : o est bijectif}, avec tribu Z(€2). Cet espace est équiprobable. L’élément o € Q

représente la situation ou la i-éme carte est dans la o(i)-éme position dans la pile. C’est
clair que #(Q2) = 52!

1. L’événement demandé est donné par
E,={0c€Q:0(6) =52}

C’est clair que #(F,) = 51!, ce qui implique que

1

B(Eq) = 2.

2. L’événement demandé est donné par
Ey={0eQ:0(1)>0(2)}.
On voit bien que I'application ¢ : E — Q\E}, donnée par

p(o) =00(12)

est bijective, ou (12) € Q est la transposition qui envoie 1 dans 2 et 2 dans 1. En
conséquence
#(Q) = #(Ep) + #(Q\Ep) = 2#(Ep),
ce qui implique que
1

P(Ey) = 5.

3. L’événement demandé est donné par
E.={ceQ:0(l)>0(2) >0a(3)}.
Pour tout 7 € S, on défini 'application 74 : E. — ) donnée par
T«(0) =0o0T.

On voit bien qu’elle est injective. Soit ET l'image de 7. On note que E. = E,, si
T € Sg est l'identité, et que #(E7) = #(E.), pour tout 7 € Sg. De plus,

| | EI =9,

TESg
ce qui implique que #(Q) = #(S3).#(F) = 6#(F). En conséquence
P(Ec) = 1



4. L’événement complémentaire & I’événement F; demandé est donné par
ON\Ey = {J €Q:lo(l) —o(4)] = 1}.

Soit Q' = {o : [2,52]] — [[2,52] : o est bijectif}. C’est clair que #(Q') = 51!. On
considére 'application 1 : Q\E; — € donnée par

o(i)+1, sio(i) <min(o(1),0(4)),
L) o(4), sit=4et o(l) <o(4),
PO =Y ) 41, siimdeto(l) > o(4),
o(1), si o(i) > max (o(1),0(4)),

pour tout ¢ € [[2,52]. Soit l'application @3 : Q\E; — {£1} donnée par (o) =
sgn(o(1) — o(4)). On voit bien que I'application ¢ : Q\E; — Q' x {£1} définie via
w(0) = (p1(0), p2(0)) est bijective. Cela implique que #(Q\Ey) = 2.51!, ce qui nous

dit que

2 25

O]

Exercice 126 Premier probléeme du chevalier de Méré Quel est le plus probable : jouant
avec un dé, obtenir au moins une fois 6 en 4 coups, ou bien jouant avec deux dés (discer-
nables), obtenir au moins une fois un double 6 en 24 coups?

Proof. L'univers de 'espace probabilisé dans la premiére situation est 1 = [[1, 6]]47 avec
tribu 2 (Q1). Cet espace est équiprobable. C'est clair que #(;) = 6% Un élément z =
(x1,...,x4) € § représente la situation ot l'on a obtenu la face marquée par x; au i-éme
lancer. L’événement complémentaire & I’événement E; demandé est donné par

O\E; = [[1,5]*%

En conséquence #(Q1\F;) = 5% et

L’univers de I’espace probabilisé dans la deuxiéme situation est o = [[1, 6]]48, avec tribu
P(Q). Cet espace est équiprobable. Clest clair que #(Q) = 6. Un élément & =
(1,...,248) € Q représente la situation ou l'on a obtenu la face marquée par x9;—1 au
i-éme lancer pour le premier dé et la face marquée par xo; au i-éme lancer pour le deuxiéme
dé. L’événement complémentaire & I’événement Fy demandé est donné par

Qo\Fy = X2,
ot X = [[1,6]*\{(6,6)}. Comme #(X) = 35, #(Qx\E2) = 35%* et

3524
3621

Un calcul simple nous dit que P(E;) > P(Es). [

P(E,) = 1

Exercice 127 Second probléme du chevalier de Méré Le chevalier de Méré avait posé a
Pascal le probléme suivant : deux joueurs jouent & un jeu de hasard en plusieurs parties;



celui qui, le premier, a gagné trois parties emporte la totalité de I'enjeu. On considére que
la probabilité de gagner une partie est la méme pour chaque joueur . Si les joueurs doivent
arréter le jeu alors qu’il ne manque au premier joueur, pour I’emporter, qu’une partie, et
au second que deux parties, comment doit-on répartir équitablement 1’enjeu ?

Proof. On note A et B les deux joueurs. On suppose que le joueur A a gagné deux parties
et que B a gagné une seule partie. Les possibles facons de finir le jeu seraient : A, BA et
BB, ot l'on écrit les lettres qui correspondent au joueur qui a gagné. La probabilité de A est
1/2, celle de BA est 1/4 et celle de BB est 1/4. Alors, la probabilité totale de I’événement
“le joueur A a emporté 'enjen” est 3/4, tandis que probabilité totale de ’événement “le
joueur B a emporté I'enjeu” est 1/4. Une facon équitable de faire la répartition de 1’enjeu
serait alors 75% pour A et 25% pour B. []

Exercice 128 Probléme des anniversaires Quelle est la probabilité pour que n personnes
prises au hasard aient toutes des jours d’anniversaire différents 7 On supposera que tous les
jours de naissance sont équiprobables et on ne tiendra pas compte des années bissextiles.

Proof. L’univers de I’espace probabilisé est 2 = [[1, 365]]", avec tribu &?(2). Cet espace est
équiprobable. C’est clair que #(Q2) = 365". Un élément = = (x1,...,2,) €  représente la
situation oti I'anniversaire de la i-éme personne est le x;-éme jour de I'année. I.’événement
demandé est donné par

E ={zeQ:x; # x;, pour tout i # j}.

C’est, clair que #(E) = 0, si n > 365, et #(E) = 365!/(365 —n)!, si n < 365. Cela nous dit
que P(E) = 0 si n > 365, et

365!

PIE) =1 - Gas— e

sin < 365.

Exercice 129 Formule de Poincaré, probléme des rencontres

1. Soit (2, 47, P) un espace probabilisé et soient Aq,..., A, € o/ des événements. Mon-
trer que, si A désigne la réunion de ces n événements, alors

]P’(A):i(—l)k“ D P(Ai A0 Ay,
k=1

’i1<~~<ik

2. On tire sans remise n boules numérotées de 1 & n. Déterminer la probabilité p, pour
qu’il existe un entier k tel que la boule portant le numéro k soit tirée au tirage numéro
k.

3. Déterminer la limite de p, quand n tend vers 'infini.

Proof.

1. On va procéder par récurrence sur n. Si n = 1, il n’y a rien & démontrer. On sup-
pose que l'identité de Poincaré est vérifié pour toute réunion de n éléments. Soient



A1, ..., Apy1 € 7 des événements, et soit B = U A;. Alors,

n+1
IP( L_Jl AZ-> =P(BU Apt1) =P(B) + P(A,41) —P(B N Apyr)

= Y (=DM YT P(A N Aiy 00 Ay) + P(Anga)
k=1 11 <--<i
k=1 1 <<t

+1
= D =DM T P4 0 Ay,

K'=1 J1<-<dp

3

(DM Y P(A A Ay 0 n Ay 0 Apy)
1)

ol l'on a utilisé que
n

BnAp = U(Az N Apyt)
i=1
ainsi que l'’hypothése de la récurrence dans la troisiéme égalité. Dans la derniére
égalité on a utilisé que les opérandes dans la derniére somme avec jpr < n + 1 (et
donc forcément k' < n) correspondent précisément aux opérandes dans la premiére

somme du quatriéme membre, P(A,, ;1) correspond au cas k¥ = 1 et jir = n + 1,
et que les opérandes dans la derniére somme avec k' > 1 et jpy = n + 1 coincident
exactement avec les opérandes avec k = k' — 1 et (i1,...,ix) = (j1,...,jx) dans la

derniére somme du quatriéme membre.

2. L'univers de l'espace probabilisé est 2, = S,, avec tribu Z(£,). Cet espace est
équiprobable. C’est clair que #(€2,) = n!. Un élément o € 2, représente la situation
ou l'on obtient la boule o(i) au i-éme tirage. Soit A; = {0 € Q, : 0(i) = i}, pour
tout i € [1,n]. L’événement demandé est donné par

o UA

C’est facile a voir que #(A;, n---nA;, ) = (n—k)!, pour tous 1 < iy < --- <4 < n.
D’aprés la formule de Poincaré, on trouve alors que

n n—~k)! - n\ \n—r) o ()M
pn =P(E,) = él(_l)k-ﬂ Z (Tb'k)' B 1(_1)k+1 <k> (n'k)' B Z (lk?'

i1 <-<ip k=

3. On voit bien que

lim p, = — lim (=1) —1—-et

n——+00 n——+00 !

O]

Exercice 130 Balles et paniers On a r € N* balles et n paniers numeérotés de 1 a n, avec
n = 2. On répondra aux questions dans les deux cas suivants :

(C1) Les r balles sont discernables (par exemple, parce qu’elles sont de couleurs diffé-
rentes).

(C2) Les r balles sont indiscernables.



1. Quel est le nombre de répartitions possibles (un panier peut contenir plusieurs
balles) 7 On suppose qu’on a équiprobabilité.

2. Quelle est la probabilité py qu'un panier fixé (par exemple, le premier panier) contienne
exactement k balles, pour k € [0, 7]. Etudier aussi la monotonie de la suite (Pk ) kef0,....r}-

3. On suppose que n et r tendent vers l'infini et que r/n tend vers \. Montrer que
chaque terme pi admet une limite et calculer celle-ci.

Proof.

1. L'univers de l'espace probabilisé pour le cas (C1) est Q; = {f : [1,7]] — [[1,n]},
avec tribu (). Par ailleurs, 'univers de I'espace probabilisé pour le cas (C2) est

n
Qy = {(x1,...,2,) € N" : Z::):Z = r}, avec tribu Z(Qs). Les deux espaces sont
=1

équiprobables. C’est clair que_#(Ql) =n', tandis que

4(0) = (r+n1>.

r

2. On suppose désormais que le panier fixé, qui contient précisément k balles, est le
premier. L’événement demandé pour le cas (C1) est

E, — {fte : #(f‘l({l})> - k}

C’est facile & voir que

ce qui nous dit que

pr1 = P(E)) = (2) M

L’événement demandé pour le cas (C2) est
E2 = {(:cl,...,xn) GQQ X = ]{?}

C’est facile a voir que

ce qui nous dit que

rl(r—k+n—2)!(n—-1)
(r—Ek!(r+n-1)

Pr2 = P(E2) =

En conséquence,
Pr+1,1 (r—k)

pea (k+1)(n—1)

et
Pk+12 r—k

Pk.2 r—k+n—2

pour k € [[0,7—1]. Cela nous dit que, pour k € [[0,7—1]], px4+1,1 = pk1 si et seulement
sik<(r—n+1)/n,et ppri2 < ppo.



3. La formule de Stirling (voir I'exercice 11 de la fiche 1) et un calcul long mais élémen-
taire nous disent que

e~ 2k
lim pp1=-—+ et lim pro=-—"—+—.
n,r — 400 ’ kj'Ak n,r — +00 ’ (1 —|— A)k-"_l
r/n — X r/n — X

OJ

Exercice 131 Probleme du scrutin Lors d’un vote opposant deux candidats A et B, A
obtient a voix et B obtient b voix. On suppose que a < b. Quelle est la probabilité pour
qu’au cours du dépouillement, B ait toujours été strictement en téte?

Indication : représenter le dépouillement par un chemin du plan constitué de segments
horizontaux ou verticaux de longueur 1 joignant ’origine au point de coordonnées (a, b) et
compter le nombre de chemins situés strictement au dessus de la diagonale.

Proof. L’'univers de 'espace probabilisé est

Q= {:E = (X1,...,Tqsp) € {u,r}‘”b : #({z CT = u}) = 6}7
avec tribu Z2(Q). Cet espace est équiprobable. C’est clair que

(a+0)!
U=

Pour z € Q et i € [[1,a + b], on définit N, ;(z) = #({j € [1,4] : z; = u}) et N,;(z) =
#({j € [1,4]) : ; = r}). Noter que N, ;(Z) + N,.;(Z) = i. L’événement complémentaire de
I’événement demandé E est

O\E = {9? € Q: il existe i € [[1,a + b] tel que N, ;(z) = Nm(i")}
Pour z € Q\F, on définit
J() = min {z‘ e [1,a+b] : Nus(z) = Nr,i(;z)}.

C’est clair que ¢(Z) est pair. On définit I'application ¢ : Q\E — Q\E via ¢(Z) = y avec

Yi=1u, six;=rets
xi, st > u(Z).

On laisse au lecteur la vérification simple du fait que ¢ est une application bijective. En
outre, on définit ' = {z € Q\E : 1 = r} et G = {T € Q\E : z; = u}. On note que ¢
établit une bijection entre F' et G, et

Fz{:T:eQ:a:l:r}.

Cela implique que #(Q\E) = 2#4(F). Par ailleurs, c’est facile a voir que

_(a+b-1)!
) == m
ce qui implique que
_(a+b-1)I(b—a) _(b—a)
#B) = alb) et PE) =)



8.2 Probabilités conditionnelles et indépendance

Exercice 132 Indépendance de deuz événements Soit (€2, .97,P) un espace probabilisé
et solent A, B € &/ deux événements. Soient A et B les tribus engendrées par A et B,
respectivement, i.e. A = {J, A, N\A,Q} et B ={, B,Q\B,}. Montrer que A et B sont
indépendants si et seulement si pour tout C' € A et pour tout D € B, P(CnD) = P(C)P(D).

Proof. C’est clair que, si pour tout C' € A et pour tout D € B, P(C n D) = P(C)P(D),
alors A et B sont indépendants. On va démontrer la réciproque. On suppose alors que A
et B sont indépendants. Si C' est ’ensemble vide, alors

B(C n D) = B(g)) = 0 = 0.B(D) = B(Z))(D) = P(C)B(D),

P(C ~ D) = P(D) = P(Q)P(D) = P(C)P(D),

et de méme si D est Q. Si {C,D} = {A, B}, le résultat P(C n D) = P(C)P(D) suit
directement de l'indépendance de A et de B. Si {C, D} = {A, Q\B}, alors

P(C n D) = P(A\(A n B)) =P(A) —P(An B) = P(A) — P(A)P(B)
=P(4)(1-P(B)) = P(C)P(D).

Le meéme argument montre le cas {C,D} = {B,Q\A}. Finalement, le cas {C,D} =
{\A, Q\B} est donné par

P(C A D) =P(Q\(AUB)) =1 -P(Au B) = 1 — P(A) — P(B) + P(A ~ B)
— 1—P(A) — P(B) + P(A)P(B) = (1—P(4)) (1 - P(B)) = P(C)P(D).
O

Exercice 133 Indépendance d’une famille d’événements Soit (2, o7, P) un espace proba-
bilisé. Considérons les propriétés suivantes

(P1) les événements (A;)1<i<n € /" sont indépendants;
(P2) pour toute famille (B;)1<i<n € @™ telle que B; € {A;, Q\A4,},

P( N Bi) = | [ P
1<i<n 1<i<n
(P3) pour toute famille (B;)1<i<n € @" telle que B; € {J, A;, Q\A;, Q},
IP’( N BZ) =[] ey.
1<i<n 1<i<n
Montrer que les propriétés (P1), (P2) et (P3) sont équivalentes.

Proof. Il s’agit d’'une conséquence immédiate de ’exercice précédent et d’'un argument par
récurrence. []

Exercice 134  Soit (€,.«7,P) un espace probabilisé et soit (A,)neny € &/ une suite
d’événements indépendants.



1. Montrer que

IP< U Ak> —1-— EIEOOHP O\Ay).

keN

2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) P(UkeNAk) =1;

(ii) Zln (Q\Ayg)) diverge;

400

(iii) Z P(Ay) diverge.
k=0

Proof.

1. On remarque d’abord que la définition de probabilité nous dit que

IP( U Ak) = Nlirﬂoop( CJ Ak>. (20)

keN k=0

Par ailleurs,

o(Un) ==(mn(Y ) =#(( o))
:1—P<ﬁ(Q\Ak>—1 ]f[ (Q\Ap),

k=0

(21)

d’aprés ’exercice précédent. Le résultat suit de prendre la limite quand N tend vers
+o0 et (20).

2. Les identités dans (21) nous disent que la condition (i) est équivalente a

N
Nlinjook O]P’(Q\Ak) =0, (iv)
ce qui est équivalent &
N N
Nl_i)riloo Z In (P(Q\Ay)) = Nl—ig-loo kzoln (1 —P(Ag)) = —o0. (v)

Cela nous dit en particulier que les conditions (i) et (ii) sont équivalentes. En outre,
I'inégalité In(1 —x) < —=z, pour tout x € [0, 1, nous dit que (iii) implique (ii), tandis
que la l'inégalité In(1 — x) > —2z, pour tout x € [0, 1/2], nous dit que (ii) implique
(iii). La preuve de ces deux inégalités suit de montrer les mémes inégalités pour les
dérivées respectives et que les fonctions initiales coincident en xz = 0.

OJ

Exercice 135 Dans une usine d’écrous, trois machines A, B et C produisent 25%, 35%
et 40% du total de la production, respectivement. Elles produisent 5%, 4% et 2% de piéces
défectueuses, respectivement. Un écrou est tiré au hasard et s’avére défectueux. Quelle est
la. probabilité qu’il ait été produit par la machine A7 B? ou C?



Proof. Soit & (resp., &, €) V'événement “I’écrou tiré au hasard a été produit par la
machine A (resp., B, C)” et soit Z l'événement “I’écrou tiré au hasard est défectueux”.
Alors P(«7) = 0,25, P(#) = 0,35 et P(¥¢) = 0,4. L’énoncé dit aussi que P(Z2|«) = 0,05,
P(2|%) = 0,04 et P(2|€) = 0,02. Pour simplifier, on va écrire & = o, o = B et
o3 = €. Les probabilités demandées sont données par la formule de Bayes

P(2| )P ()

P(#|2) = S B(2\ ) P(ty)

pour tout i € {1,2,3}. Cela nous donne
P(«|2) ~0,36, P(AB|2)~0,41 et P(€|2)~0,23.
]

Exercice 136 Une urne contient n boules noires et n boules rouges. On tire deux par
deux sans remise, toutes les boules de 'urne. Quelle est la probabilité d’obtenir a chaque
tirage deux boules de couleurs différentes ?

Proof. On peut supposer sans perte de généralité que les boules sont numérotées de 1 a
2n, les boules impaires sont noires et les boules paires sont rouges. On suppose en plus que
pour chaque tirage de deux boules, on tire d’abord une boule et aprés une autre boule.
L’univers de I'espace probabilisé est

0= SZm

avec tribu (). Un élément o € Sy, représente la situation ou 'on a tiré la o(i)-éme
boule au i-éme tirage. Pour chaque n € Z, on note n € Z/27Z la classe de n. Cet espace est
équiprobable. C’est clair que

#() = (2n)!.

L’événement demandé est

E = {a eN:{0(2j—1),0(25)} = {0,1}, pour tout j € [[l,n]]}.

C’est facile a voir que #(F) = n!?2", ce qui nous dit que

nn'Q
P(E) = ?Qn;!'

OJ

Exercice 137 On dispose de N + 1 urnes numérotées de 0 & N. L’urne numéro k contient
k boules rouges et N — k boules noires. On tire une des urnes avec équiprobabilité, puis
on procéde avec cette urne a une série de n tirages avec remise.

1. Calculer la probabilité d’avoir choisi I'urne numéro 1 sachant qu’on a tiré n boules
rouges.

2. Calculer la probabilité de tirer n boules rouges.

3. Calculer la probabilité de tirer une boule rouge au tirage n + 1 sachant qu’on a déja
tiré n boules rouges.

4. Déterminer les limites des probabilités précédentes quand N — +oo.
Proof. Pour k € [0, N], on note Uy I’événement “on tire la k-éme urne”, et pour n € N, on

note R, 'événement “on a obtenu n boules rouges lors de n tirages (avec remise)”. L’énoncé

nous dit que P(Uy) = 1/(N + 1) et P(R,|Ux) = (k/N)".



1. Dans ce cas, la formule de Bayes nous dit que

roo P(RalUR)P(Uy) Sl b

N

3. La probabilité demandé est précisément P(R,+1|R,). Par définition R,41 N R, =
R, 11, ce qui nous dit que

N

N
Z (Rn|Up)P

P(R, R, P(R, 13N k:"“

P(Ry) P N SNk
4. C’est clair que
1
hm P(U1|R,) = lim Ni =0,

tandis que

I R 1
lim P(R,) = li (7) = | 2"dz = .
Nirfrloo (R ) N—lfile'F 1 kZ—O N J;) var n+1

Finalement,
13N kvt opgd
lim P = lim =420 = :
N (Bn1|Bn) Nt N SN ko n42

OJ

Exercice 138 Soit (£2,.27,P) un espace probabilisé et soient Ay, ..., A, € & des événe-
ments indépendants. On suppose que P(Ax) = pg. Quelle est la probabilité p qu’aucun de
ces événements ne soit réalisé 7 Montrer que

P < G—Zﬁzlpk.

Proof. D’aprés ’exercice 8.2, on voit bien que

_]P><ﬁ(Q\Ak) HPQ\Ak =ﬁ 1=P(Ap) = [ (1 —px).
k=0 k=0

L’inégalité 1 —z < e *, pour z € [0, 1], nous dit que

P < 6_22:1 Pk
]

Exercice 139 P our tout entier n > 2 fixé, soit P, la probabilité uniforme sur I’ensemble
{1,...,n} et soit 22, < {1,...,n} 'ensemble des diviseurs premiers de n. Pour tout
diviseur m de n désignons par A, le sous-ensemble de {1,...,n} formé des multiples de
m.



1. Montrer que P,,(A,,) = 1/m.

2. Montrer que les A, ou p parcourt les diviseurs premiers de n, sont des événements
indépendants dans l'espace probabilisé ({1,...,n},Py,).

3. En déduire que ’ensemble des entiers de {1, ...,n} premiers avec n a une probabilité
(-3)
[T (1-=).
PeD P, p
En déduire le cardinal de I'ensemble des entiers de {1,...,n} premiers avec n. Re-

trouver ainsi une formule d’Euler.
4. On considére maintenant l’espace (N*, 22(N*)). Soit s > 1.
(i) Montrer qu'’il existe As € R tel que

P.(n)) = 2

définisse une probabilité sur (N*, 22(N*)).
(i) Soit pour m € N*, A,,, = {n € N* : m|n}. Montrer que Ps(A,,) = 1/m®.

(iii) Montrer que les A,, ou p parcourt l’ensemble .4"% des nombres premiers, sont
des événements indépendants dans (N*, ZZ(N*), Py).

(iv) Montrer que

m(1-2

peEN P P

A

(v) Existe t-il une probabilité Q sur (N*, 2(N*)) telle que pour tout m > 1,
Q(Ap) =1/m?
Proof.
1. Le résultat suit directement des identités

m—

[1,n] = |_| (A + k) et #(A,, + k) = #(An),

pour tout k€ [0,m — 1], ot A, + k ={x + k: 2z € An}.

2. 1 suffit de démontrer que A, N A, = Ap,, pour tous p,q € N diviseurs de n avec
PGCD(p, q) = 1, ce qui suit de la définition.

3. La probabilité demandé suit directement de 1’égalité

{me[[1,n] : PGCD(m,n) =1} = (] ([L.n]\4,),

PEDL

qui est un conséquence des définitions. Le cardinal de l’ensemble des entiers de
{1,...,n} premiers avec n est alors

p(n) = #({me[1,n] : PGCD(m,n) =1}) =n (| ([L.n]\4p).

PED Py,



4. (i) On remarque d’abord que la série
> =
n=1 ne

converge absolument pour s > 1. Soit /\;1 la somme de cette série. Alors,

+00 20, oy
P T

(ii) Omn voit bien que

400 A A +00 1 1
Po(Am) = 2 s = s 29 e = e
e

(iii) 11 suffit de démontrer que A, N Ay = Apg, pour tous p, ¢ € N avec PGCD(p, q) =
1, ce qui suit de la définition.
(iv) Le résultat suit directement de 'identité
[ a™\4p) = {1},
pEN P
ainsi que de I'exercice 8.2.

(v) Non. S’il existait une telle probabilité Q, alors I'exercice 8.2 nous dirait que

Q| 4 =1,

n=ng

pour tout ng € N*. En outre, pour tout élément N € N*, il existe ng € N* tel que
N ¢ A, pour tout n > ng. En conséquence, Q({N}) = 0, pour tout N € N*, ce
qui est absurde.

O

8.3 Variables discrétes

Exercice 140 Comment jouer o pile ou face avec une piéce biaisée 7 On considére une
piéce ayant une probabilité p € ]0,1[ de tomber sur face (F). La probabilité de tomber sur
pile (P) est donc 1 — p. On lance la piéce deux fois. Si on obtient FP, on pose X =1 et si
on obtient PF, on pose X = 0. Dans les deux autres cas, on recommence jusqu’a obtenir
FP ou PF et on définit alors X comme précédemment. Déterminer la loi de X.

Proof. L'univers de I’espace probabilisé est

Q= | J{PP,FF}" x {FP, PF},

neN

avec tribu Z(2). On a décidé d’exclure les éléments

we {PP,FF}",



puisque, de facon intuitive, la probabilité de 1’événement qu’ils définissent est nulle. En
effet, notre intuition nous dit qu’il faut définir P : 22(Q2) — R comme la seule application
o-additive telle que

P({(wo, FP)}) = P({(wo, PF)}) = pl+2el(1 — p)t+20n=onl,
pour tout wy = (wi,...,w,) € {PP,FF}" et n€ N, ou
lwo| = #({z ef[1,n] :w; = FF})

11 suffit de montrer que P est une probabilité, i.e. P(2) = 1. On voit bien que

P@) = N P(wh) =Y ) (P({<WO,FP>})+P({<wo,PF>}))

we neN woe{ PP,FF}"

-9 Z 2 p1+2|wo|(1 - p)1+2(n—|w0|)

neN UJ()E{PP FF}n

-9 Z Z ( > 1+21<; p>1+2(n k) _ = 2p(1 — 2 Zn: <Z> pgk(l _p)g(n_k)

neN k=0 neN k=0
=2p(1—p) >, (P + (1 -p)?)" =2p(1 —p) >, (1 -2p(1 —p))"
neN neN
2p(1 —p)

= =1,
1—(1-2p(1—p))
i.e. P est une probabilité.
On pose
Qpp = | J{PP,FF}" x {FP} et Qpp = | J{PP,FF}" x {PF}.

neN neN

C’est clair que P(Qpp) = P(Qpr) = 1/2. En effet, si 'on considére l'application ¢ :
Q — Q donnée par p(wo, PF) = (wo, FP) et p(wo, FP) = (wo, PF), pour tout wy €
Unen{ PP, FF}". Cest clair que ¢ est bijectif (¢~ = ¢), o(Qpr) = Qrp et que P(p(X)) =
P(X), pour tout X < .

La variable aléatoire X est définie par
X(wo, FP) =1 et X(wp, PF) =0,

pour tout wp € Upen{ PP, FF}". On veut calculer px(a) = P(X = a), pour tout a € R, i.e.
px(a) =P{weQ: X(w) =a}). Siaé¢{0,1}, px(a) =0. En outre,

px(0) =P(Qpr) = 1/2 et px(1) = P(Qrp) = 1/2.
[

Exercice 141 Lancer de piéces On lance une piéce 5 fois. On appelle X le nombre de
faces obtenus. On appelle Y le nombre de sous-suites maximales de faces dans le 5-uplet
de résultat (par exemple, FFPFP comporte deux sous-suites maximales de faces, FPFPF
en comporte 3). On appelle Z la longueur de la plus grande sous-suite maximale de faces.
Donner les lois de X, Y, Z, (X,Y), (X,Z2), (Y,Z) et (X,Y, Z).



Proof. L’univers de I’espace probabilisé est

Q= {P7 F}5>
avec tribu Z(Q). On note T = (x1,...,x5) un élément de Q, ou z; € {P, F'}. Cet espace
est équiprobable. C’est clair que #(Q) = 2.

La variable aléatoire X est définie par
X(z) =#({ie[1,5] : @i = F}).
On voit bien que px(a) = P({fw e Q: X(w) = a}) =0, si a € R\[[0,5]]. En outre,

px(0) = px(5) = %,px(l) = px(4) = 25*5 et px(2) = px(3) = % @ '

On dit que Z € 2 admet une sous-suite mazimale de faces de longueur n € [[1,5] qui
commence en i € [[1,6 — n] si

(i) xi+j—1 = F, pour tout j € [1,n],
(i) t=1,oui>1et zj_; = P,
(i) i+n>b5,oui+n<5bet xi, =P.
On appelle l'indice i ci-dessus le début d’une sous-suite mazimale de faces de . Soit P, (Z)

Pensemble des débuts des sous-suites maximales de faces de longueur n de z € 2. La
variable aléatoire Y est donnée par

wm=#03%w0,

n=1

tandis que
Z(Z) = max ({n e [[1,5] : Zn(Z) # &} U {0}>
On voit bien que py (b) = 0, si b € R\[0, 3],

1 15
py(0) = py(3) = 35 et py(1) = py(2) = 55
C’est clair que pz(c) = 0, si ¢ € R\[[0, 5],
1 12 11 5 5
pz(0) = pz(5) = 55,p2(1) = 55, p2(2) = 55,92(3) = 55 et pz(4) = 55

Par rapport au pixyy(a,b) = P{w € Q : X(w) = aet Y(w) = b}), on voit bien que
px,yvy(a,b) =0,5si (a,b) ¢ ([1,5] = [1,3]\{(0,0)}) ou b >3 —[a— 3,

1 6—a
P (0.0) = pxy)(3:3) = o5, ey (0. 1) = =5

6 3
Pexy)(2:2) = pxy)(3:2) = 55 et pxy)(4:2) = 55,

pour tout a € [[1,5].

Par rapport au p(x,z(a,c) = P{w € Q : X(w) = aet Z(w) = c}), on voit bien que
p(X,Z)(avc) = 07 s1 (CL, b) ¢ ([[1’4]] x [[174I|\{(070)5 (575)}) oua<c<a-— 27

1 6—a

p(Xz)(OaO) = p(X,Z)(3> 1) = P(x,7) (4,2) = ﬁap(x,y)(aaa) = 95
6 2
P(x,2)(2,1) = px,2)(3,2) = 25 et P(x,2) (4,3) = %



pour tout a € [1,5].

Par rapport au pgy,z)(b,c) = P{w € Q : Y(w) = bet Z(w) = c}), on voit bien que
p(Y,Z)(ba C) =0, sl <b7 C) ¢ ([[172]] x [[173]]\{(07())7 (37 1)7 (174)7 (175)})7

6—c

1
P(v,2)(0,0) = pry,z)(3,1) = ?ap(X,Y)(lvc) = ?ap(yz)@ 3) =%

6 7

pour tout ¢ € [[1,5].

Finalement, on rappelle que

p(X,yyz)(a b, c) <{weQ X(w)=a,Y(w)=>bet Z(w):c}).
On voit bien que p(xy,z)(a,b,c) = 0, sauf dans les cas suivants :

1 6—a
P(x,v,2)(0,0,0) = pxv,2)(4,2,2) = px,y,2)(3,3,1) = 25 P(XY.2) (a,1,a) = %5
2
275a

6
Px,y,2)(3:2,2) = pxy,z)(1,2,1) = 2% et px,y,z)(4,2,3) =
pour tout a € [[1,5]]. OJ

Exercice 142 La variable aléatoire X suit laloi B(2n,p). Déterminer laloide Y = | X —n)|.
Proof. C'est clair que le rang de Y est [0, n]], et que {Y = k} = {X =n—k}u{X =n+k},
pour tout k € [[0,n]]. Cela implique que

P({Y =0}) =P({X =n}) = (2,:) p*(1—p)"

et

PH{Y =k}) =P({X =n—k}) +P({X = n+k}) = <n2_”k> (P (1= p)™ 4 pHE (1 — k),

pour tout k € [[1,n]. O

Exercice 143 La variable aléatoire N suit la loi uniforme sur [[1,n]], avec n > 2 entier.
Déterminer la loi de X = cos(N).

Proof. Soit m = |n/2| la partie entiére de n/2. C’est clair que le rang de X est {+1}, et
que {X =1} = Ui {N = 2k}. Cela implique que

P({X =1}) :ip ({N =2k}) = —etIP({X:—l}):l—]P’({le}):
k=1

O]

Exercice 144

1. Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé fini. On définit les variables
aléatoires X T = max(X,0) et X~ = max(—X,0).

(i) Exprimer X et |X| a l'aide de X et X .



(i) En déduire l'inégalité |E[X]| < E[|X|].

2. On suppose que X est a valeurs dans {—1,0, 1} et on définit o« = E[X] et § = E[| X]].
(i) Montrer que |o| < 8 < 1.
(ii) Déterminer la loi de X a l'aide de « et 3.

1. (i) Cestclairque X = Xt - X et |[X|=XT+X".

(ii) On voit bien que
E[X]| = |E[XT-X"]| = |E[XT]-E[X ]| < |E[X*]|+|E[X"]| = E[XT]+E[X ] = E[|X]].

2. (i) L’inégalité |a| < S est précisément |E[X ]| < E[|X|]. En outre, comme |X| <1
on conclut que E[|X|] <1, ce. B < 1.
(ii) On voit bien que f = E[|X|] = P{X = 1}) + P{X = —1}) et que o = E[X] =
P{X =1}) — P({X = —1}). Cela nous dit que
a+f B —a
p(x = 1) = p(x 1) = £

et P{X =0}) =1-8.
[

Exercice 145 Une urne renferme des boules blanches et des boules noires en proportions
respectives p et 1 —p avec 0 < p < 1. On effectue des tirages avec remise. Soit n € N* fixé.
On note X, la variable aléatoire donnée par le nombre de tirages nécessaires & ’obtention
de la n-éme boule blanche.

1. Quelle est la loi de X7 7 Calculer la fonction génératrice G de Xj.

2. On pose Y7 = Xj et Y,, = X,, — X,,_1 pour tout n > 1. Montrer que
(i) Pour tout n = 0, la variable aléatoire Y;, a méme loi que Xj.
(ii) Pour tout n > 0, X, est indépendante de Y,

3. En déduire la fonction génératrice G,, de X,,. Que vaut E[X,]?

4. Déterminer la loi de X,,. Comparer P(X,, = k) et P(X,, = k+1). Tracer le diagramme
en batons de la loi de X,.

Proof.

1. C’est clair que X suit une loi géométrique avec paramétre p, i.e. P({X; = k}) =
p(1 — p)k_1 si k € N* et zéro sinon. En conséquence, sa fonction génératrice est

donnée par
+00 p ot
Gi(t) = P({X; = k})th = t—pt)k = ——
()= P =) = T2 Y- =

2. (i) 1l s’agit d’une conséquence directe de 1’énoncé.
(ii) Il s’agit d’une conséquence directe de 1’énoncé.

3. Comme X,, = X,,_1 + Y,, et les variables aléatoires X,,_1 et Y,, sont indépendantes,
on conclut que G, est le produit des fonctions génératrices de X,,_1 et de Y,, i.e.
Grn(t) = Gn-1(t)G1(t), vu que Y, a la méme loi que X;. Cela implique que G (¢ ) =
G1(t)", pour tout n € N*. En conséquence, d’aprés légalite E[X,] = G,(1), o
trouve que

E[X,] = g.



4. Comme X, a la fonction génératrice d’une variable aléatoire qui suit la loi de Pascal
avec paraniétres n et p, on voit bien que le rang de X,, est N5, et

P({Xn = k}) = <k _ 1) pE(1 —p)km,

pour tout k € N5,,. C’est clair que P{X,, = k + 1})/P({X,, = k}) = p(1 —p)k/(k —
n + 1), pour tout £ € N5,. On laisse le diagramme en batons de la loi de X, au
lecteur.

O]

Exercice 146 Loi sans mémoire Soit T une variable aléatoire & valeurs dans N telle que
PH{T = n+k}{T =n}) =P({T > k}),
pour tous n, k € N. Déterminer la loi de T

Proof. Soit f(n) = P({T = k}), pour tout n € N. Comme le rang de T est N, f(0) = 1.
L’inclusion {T" = m} < {T" > n}, pour tous n,m € N tels que n < m, nous dit que
/N — [0, 1] est une fonction décroissante. Cela implique que, si f(ng) = 0 pour ng € N*,
alors f(m) = 0, pour tout entier m > ny.

Si f(1) = 0, alors f(n) = 0 pour n € N*, i.e. T suit une loi uniforme sur {0}. Bien
que la définition standard de la probabilité conditionnelle P({T" = n + k}|{T > n}) n’ait
pas de sens a priori, car P({T = n}) = 0 pour tout n € N* on peut considérer que
P{T = n}|{T = n}) = 1 est une propriété qui devrait étre vérifiée pour tout n € N méme
si P{T = n}) = 0.

On suppose désormais que f(1) # 0. D’abord, on va démontrer que f(n) # 0, pour tout
n € N*. On suppose alors que {n € N*: f(n) = 0} # J et soit ng = min{n € N*: f(n) =
0}. C’est clair que ng > 1. On va montrer que f(ng) # 0, ce qui est absurde. En effet, on
a{lT =np} < {T > 1} et

T = no}) =P{T = no} n {T 2 1}) =P({T = no}|{T = 1})P({T = 1})
T>(no—1)+ 1}{T = 1H)P({T = 1})

T =ng—1})P{T =1}) = f(no— 1) f(1) # 0,

car f(no—1), f(1) # 0. En conséquence, f(n) # 0 pour tout n € N. Dans ce cas, la propriété

indiquée dans I’énoncé équivaut a dire que f(n+ m) = f(n)f(m), pour tous n,m € N. En
effet, comme {T" > n + m} < {T > n} pour tous n,m € N, alors

fm) =P{T =m}) =P{T =n+m}|{T =n}) = P({T 2;(—{}77;} 2}{)T > n})
_P({Tzn4m))  f(n+m)

PU{T=n})  f(n)
En conséquence, f(n) = f(1)", pour tout n € N*. On remarque que f(1) €]0,1[, puisque

le cas f(1) = 1 implique que f(n) = 1, pour tout n € N, mais la limite de f(n) vaut zéro
quand n tend vers +o0. Si aw = f(1) €]0,1[, alors

PH{T =n}) =P({T = n}) —P{T =2 n+1}) = a™(1 — a),

pour tout n € N. Il s’agit d’une variable aléatoire qui suit la loi géométrique avec parameétre

1—a.



Exercice 147 Boules Une urne contient N boules dont Nj portent le numéro 1, No
portent le numéro 2 et N3 portent le numéro 3. On fait un tirage de n boules avec remise.
Soit X; le nombre de boules tirées qui portent le numéro i et X = (X7, X9, X3).

1.

Donner la loi de X.

2. Donner la loi de X; pour 1 <7 < 3.
3.
4

. On note Y, la variable aléatoire valant 1 si 'on tire une boule portant le numéro 1

Donner la loi de (X7, X2).

au r-éme tirage et 0 sinon. On note Z, la variable aléatoire valant 1 si on tire une
boule portant le numéro 2 au r-éme tirage et 0 sinon.

(i) Exprimer X7, Xy et X3 en fonction des (Y;)i1<r<n €t des (Z;)1<r<n.

(ii) Calculer I'espérance de X1, la variance de X et la covariance de (X7, X2).

Traiter les mémes questions pour un tirage sans remise.

Proof.

1.

Pour la cas avec remise, le méme argument que pour le calcul de la fonction de masse
d’une variable aléatoire qui suit la loi binomiale nous dit que

n' N1 1 N2 *2 N3 3
P({X:(xl’x27$3)}):a:1!x2!xg!<]\7> <N> N/

pour tout (z1,x2,x3) € N? tel que 1 + 22 4+ 3 = n. Pour la cas sans remise, le méme
argument que pour le calcul de la fonction de masse d’une variable aléatoire qui suit

la loi hypergéométrique nous dit que
N1\ (N2 (N3
1 T2 L3

()

pour tout (z1,z9,23) € N3 tel que x1 + z9 + 23 = n et x; < N;, pour tout i € [[1, 3].

]P’({X = (w1,x2,x3)}) =

. Pour la cas avec remise, on voit bien que X; suit une loi binomiale avec paramétres

n et N;/N, pour tout i € [[1, 3], i.e. le rang de X; est [0,n] et

pour tout z; dans le rang de X;. Pour la cas sans remise, on voit bien que X; suit
une loi hypergéométrique avec parameétres N, N; et n, pour tout i € [[1,3]], i.e. le
rang de X; est [max(N; +n — N,0), min(N;,n)] et

S le)
()

P({X; = z;}) =

pour tout z; dans le rang de Xj;.

. On va donner simultanément la réponse pour les cas avec et sans remise. Comme

X3 =n— X1 — X9, on voit bien que
P({(X1, X2) = (z1,22)}) = P({X = (21,22,n — 21 — 12)}),

pour tout (x1,x2) € N2 tel que (r1,22,n — x1 — x3) soit dans le rang de X.



OJ

4.

(1)

On voit bien que
n n
=Y Vet Xo= ) Z.
r=1 r=1

En outre, X3 = n— X; — Xo. Cette réponse est valable pour les cas avec et sans
remise.

Pour le cas avec remise, comme X; suit une loi binomiale avec paramétres n et
Ni/N, on trouve que

Ni(N — Ny)
n—————.

N
E[X1] = nﬁl et Var[Xi] = e

Pour le cas sans remise, comme X7 suit une loi hypergéométrique avec para-
metres N, N; et n, on trouve que

Ni(N — N1)(N —n)

Ny
E[Xi] =n— et Var[X1] =n NN - 1)

N

Pour calculer la covariance dans les deux cas, on utilise que Cov(Xy, X2) =
E[X1X2]— E[X1]E[X2], donc il suffit de calculer E[X;X5]. Pour cela, on utilise
que, dans les deux cas,

E[X1X5] = ZZ Y;Z]= ), ElV:Z]

r,s € [1,n]
T # S

ou l'on a utilisé que Y, Z, = 0, pour tout r € [[1,n]. Par ailleurs,

EY,Z,| =P({Y; Zs = 1}) = P({Y, = 1} n {Z, = 1})
=P({Y, = 1})P({Z, = 1}) = E[Y,]E[Z],

pour tous r # s, ou 'on a utilisé que les événements {Y, = 1} et {Zs = 1}
sont indépendants si r # s. Pour calculer E[Y;] et E[Z;], on utilise que les
variables aléatoires Y, sont indépendantes et ont la méme loi, et de méme pour
les variables aléatoires Z5. Ein conséquence,

n

EMﬂziEMhmﬂEmEXg SE| E[Y],

s=1

pour tous r,s € [1,n]. Cela implique que E[Y;] = Ni/N et E[Zs;] = Na/N,
pour tous r, s € [[1,n]]. En conséquence,

N1Ny

E[XlXQ] = TL(TL — 1)W,

ce qui nous donne que

N1Ns
n N2 .

COV(Xl,XQ) = E[Xng] — E[Xl]E[XQ] - _

Cette réponse est valable pour les cas avec et sans rermise.

Exercice 148 Loi du mazimum observé Une urne contient N balles numérotées de 1 a
N. On effectue n tirages avec remise. Soit X le plus grand nombre tiré lors des n tirages.



1. Donner la fonction de répartition de X.
2. Donner la loi de X.
3. Calculer E[X] et donner un équivalent de E[X] quand N — 400

Proof.

1. On voit bien que 'univers de I’espace probabilisé est Q = [[1, N]|", avec tribu ().
Cet espace est équiprobable. On voit bien que #(2) = N™ et que 'événement de-
mandé est {X < k} = [[1, k]]", pour tout k € [[1, N]|. Cela nous dit que

P <) = ()

pour tout k € [[1, NJ.
2. C’est clair que

K" — (k—1)"
P({X = k}) = P({X <k}) —P({X <k —1}) = ](V)
pour tout k € [[1, N, et zéro sinon.
3. On voit bien que
_n B _" E" — (kE—1)"
E[X]= Y kP({X =k}) = Dk N
k=1 k=1
o kM — (k- 1) — (k- 1)" (k—l)"
= —N- ).
4 g 2w

Cela implique que E[X] est équivalent & N quand N — 40
]

Exercice 149 Clés Un homme posséde n clés et veut ouvrir une porte. Une seule parmi
les clés dont il dispose ouvre la porte. Il essaie les clés au hasard. Trouver 'espérance et la
variance du nombre d’essais nécessaires si :

1. les clés qui ne marchent pas sont remises avec les autres;

2. les clés qui ne marchent pas sont mises de coté.

Proof.

1. Dans ce cas X suit une loi géométrique avec paramétre 1/n et, en conséquence,
E[X] =net Var[X] =n(n—1).
2. C’est clair que le rang de X est [1,n]]. Dans ce cas, on voit bien que
P((X = 1)) = -
n

On suppose désormais que k € [[2,n]]. Dans ce cas, la loi de X est déterminée par le
méme argument que ’on utilise pour calculer la valeur d’une loi géométrique en k en
remplagant la valeur de la loi binomiale avec paramétres k—1 et 1/n en 0 par une loi
hypergéométrique avec parameétres n, 1 et k— 1 en 0. Plus précisément, si k € [[2,n],
soit A I’événement “On n’a pas tiré la clé qui ouvre la porte lors des premiers k — 1



essais”. Alors {X =k} € Aet A ={Y = 0} pour Y une variable aléatoire qui suit
une loi hypergéométrique avec parameétres n, 1 et k — 1, ce qui nous dit que

P(A) =P({Y =0}) = W.

(")

P{X =k}) =P({X =k} n A) = P({X = k}|A)P(A)

I

_n—k—i-l n
k—1

pour tout k£ € [[2,n]. Cela implique que X suit une loi uniforme sur [1,n]. En
conséquence,

En conséquence,

9

1 21
E[X] = ";r et Var[X] = ”12 .

OJ

Exercice 150 Poisson(s) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois
de Poisson de paramétre a et b.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire S = X + Y.

2. Déterminer la probabilité conditionnelle P({X = k}|{S = n}) pour tout couple (n, k)

d’entiers naturels.

3. (Facultatif) Soit r > 1 un entier et (Xy)g=1,.. r4+1 des variables aléatoires indépen-
dantes de lois de Poisson de parameétres respectifs a;. Donner la loi conditionnelle de
(X1,...,X,) sachant {X; + -+ + X, 1 = n}, pour tout n € N.

Proof.

1. Comme S = X +Y, et les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on conclut
que la fonction génératrice Gg de S est le produit des fonctions génératrices Gx de
X et Gy de Y, i.e. Gg(t) = Gx(t)Gy (t). Dans ce cas, Gx(t) = e et Gy (t) =
eb(t_l), ce qui nous dit que Gg(t) = e(a+b)(t_1), 1.e. S est une variable aléatoire de
loi de Poisson de paramétre a + b.

2. On voit bien que

B B _P({sz:}m{S:n})_P({sz}m{an—k})
_ P{X = k}H)P{Y =n—k}) _ <n> akpn—Fk
P({5 = n}) k) @b

(a+ b)"’
pour tout k € [[0,n]] et zéro sinon, ou l'on a utilisé que X et Y sont indépendantes.

3. D’aprés le premier item, on voit bien que Sy = X1 + --- + X, est une variable
aleatoire de loi de Poisson de paramétre sy = a; + - - - + ay, pour tout £ € [0, + 1].



Soit X = (X1,...,X,). Pour = (z1,...,2,) € N', on pose |z| = 21 +--- + z,. On
veut calculer

P((X = 2} [{Ss1 = n}) = P{X =z} n{T=n}) PHX =2} {X,y1 =n—|7[})

P({Sr-s-l = n}) - ({57.4_1 = n})
_P(X =ap)P({X,a =n—|z}) _ n! a o Ty af
P({ST+1 = n}) (n— |z [y 2! Sit1 ,
pour tout & = (z1,...,2,) € N" tel que |Z| < n, et zéro sinon, ot I'on a utilisé que

(Xk)k=1,..r+1 sont mdependantes.

O

Exercice 151 Loi jointe On effectue une suite infinie de lancers indépendants d'un dé
équilibré. On numérote les lancers a partir de 1. On définit X comme le numéro du premier
lancer qui donne 6 et Y comme le nombre de 5 obtenus avant d’obtenir le premier 6.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).
2. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant I’événement {X = n}.

3. Déterminer la loi de Y.

Proof.
1. On voit bien que 'univers de I'espace probabilisé est 2 = U,enx 2y, avec tribu £ (),
ot Q, = [1,5]"! x {6}, pour tout n € N*. On écrit @ = (ay,...,a,) € Q,. On voit
bien que P({a}) = 1/6", X(a) = net Y(a) = #{i € [1,n] : a; = 5}), si a € Qp.

Noter que #(Q,) = 5" et Q, = {X = n}, pour tout n € N*, C est facile a voir que

4z717y

]P’({(X,Y)Z(ﬂc,y)})=<x;1> T

pour tous z € N* et y € [0,z — 1], et zéro sinon.

2. On voit bien que

1) = P{(X,Y) = (n,9)}) _ <n_ 1) ey

P({Y:y}HX:” IP’({in}) y 1

pour tout y € [[0,n — 1]
3. Cest clair que

P{Y =y}) = ic P({(X,Y) = (z,9)}) = 4y1+1 io (x;1> (;l)x,

rz=y+1 r=y+1

pour tout y € N.
[

Exercice 152 FEspérance discréte Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N. Montrer
que X admet une espérance si et seulement si la série

Z ({X > n})



converge et que
+00

E[X] =) P{X >n}).

n=0

Proof. Cest clair que X admet une espérance si et seulement si la série

+a0
Z nP({X = n})
n=0

converge et que

+

E[X]= ) nP({X =n}).
0

3
Il

m
Soit an, = P({X = n}), pour n € N, et Ay, = Z a, pour tous n < m entiers positifs.
k=n
On pose aussi 4, = P({X > n}), pour n € N. Noter que (A,)nen est décroissante et que
Apiim =P({m > X > n}) = A, — Ap,. Alors,

N N N N N
dinan =Y nap =Y Ay = > (A — Ay) = —NAy + Y Ay,
n=0 n=1 n=1 n=1 n=1

pour tout N € N*.
+00
Si Z A, converge, alors N Ay tend vers zéro quand N tend vers +o0. Cela suit du fait

n=0

+o0
que, si une série Z by, converge et (by)nen € Rgo est décroissante, alors
n=0
2n
nban+1 < nbay, < Z by,
k=n
+0
converge vers zéro. En conséquence, la série Z nay converge, i.e. X admet une espérance,
n=0
+0
et elle a la méme limite que E[X] = Z A,
n=0
+0
Réciproquement, si la série Z na, converge, i.e. X admet une espérance, alors
n=0
+0 +0 +o0
NAy =N Z ay, = Z Na, < Z nany,
n=N+1 n=N+1 n=N+1

+ 00
tend vers zéro quand N tend vers +00. En conséquence, la série Z A, converge et elle a

n=0

+a0
la méme limite que E[X] = Z Nay. ]
n=0

Exercice 153 Lois géométriques Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
de lois géométriques de paramétres respectifs a et b. Soit Z = min(X,Y) et U = | X - Y.



1. Déterminer P({X > n}) et P({Z = n}), pour tout n € N*. Préciser la loi de Z.
2. Calculer P({U = 0}). Déterminer la loi de U.
3. Montrer que Z et U sont indépendantes.

Proof.
1. On voit bien que
+00

.
- Sip(x =) = St =g

pour tout n € N*. En outre,

P({Z =n}) =P({X =n} n{Y =n}) =P({X =n})P({Y =n}) = (1 —p)*"~V),
pour tout n € N* o I'on a utilisé que X et Y sont indépendantes. Cela implique
que

P({Z=n})=P({Z=n}) -P{Z=n+1}) = (1—p>*"D - (1-p?>
= p(1—p)*" V(2 -p),
pour tout n € N*,

2. C’est clair que

+o0 +00

P(CX =) 0 {Y = n}) = 3 B(1X =} (Y =}

P{U =0}) =

201 N\2(n—1) _ P
1 = £
p (1 —p) o
ol I'on a utilisé que X et Y sont indépendantes. En plus, le rang de U est N et

+00

P({U = k}) = Z PU{X =n+k}n{Y =n}) +P{X =n} n {Y =n+k})

P({X =0+ K)P(Y = n}) + B((X = n))P({Y = n +k})

S

pour tout k € N*,

3. On voit bien que

P{U =0,Z =n}) =P({X =n,Y =n})

= (=P = G Ep(1 = pP V(2 - p)
=P({U = 0})P({Z = n})
et
P{U =m,Z =n}) =P{X =n,Y =m+n}) + P{X = m+n,Y = n})

2p(1 —p)™
_ 2p (1 )m+2(n 1) _ p( p) p(l

_ p)2(n—1) 9 _
> p) (2-p)

=P({U = m})P({Z = n}),

pour tous m,n € N*.



O]

Exercice 154 Jeu de cartes On considére un jeu de n cartes numérotées de 1 4 n. On
mélange bien ce jeu. Rappeler comment modéliser cette expérience. On suppose qu’on met
les cartes en un paquet, la premiére position étant celle du dessus et la derniére celle du
dessous. Pour 1 < k < n, on note X} la variable aléatoire valant 1 si la carte portant le
numéro k est a la k-éme position et 0 sinon.

1. Donner la loi de Xj.

2. Donner la loi de (X, Xj) si k # j.
Indication : calculer d’abord P((X;, Xx) = (1,1)).

3. Soit S, = X1+ -+ + X,,. Que représente S, 7 Calculer ’espérance et la variance de
Sh.

4. Calculer P(S,, # 0). Calculer la limite précédente quand n tend vers 'infini.
Indication : utiliser la formule de Poincaré avec les événements { X = 1}.

5. (Question difficile) Donner la loi de S,,. Déterminer la limite quand n tend vers I'infini
de P(S,, = k) (k étant fixé).

Proof. On voit bien que 'univers de V'espace probabilisé est Q = S,,, avec tribu Z(Q),
ou o € ) représente la configuration ou la i-éme carte est dans o(i)-éme position. Il s’agit
d’un espace équiprobable. C’est clair que Xi(o) = 1 si o(k) = k et zéro sinon, pour tout
kel,n] et oeq.

1. On voit bien

(n—1)! 1 n—
P({Xp = 1)) = 5 = — et P({X = 0}) = 1 =P({X} = 1}) = ——,

pour tout k € [[1,n]], et zéro sinon.
2. Soient j,k € [1,n] avec j # k. Le rang de (X, X) est {0,1}2. C’est facile a voir que

(n —2)! 1

P({(Xj,Xk) = (1, 1)}) = n! = n(n — 1)'

En outre,

(n—2)!(n-2) _ (n—2)
n! n(n—1)

P({(X;, Xx) = (1,0)}) = P({(X;,Yk) = (0,1)}) =
et

P({(X;,Xk) = (0,0)}) = 1 = P({(X}, Xi) = (1,1)}) — 2P({(X}, Yx) = (0,1)})
n? —3n+3
n(n—1)

3. C’est clair que S, est la variable aléatoire qui représente la quantité de cartes qui
sont bien ordonnées dans la pile. On voit bien que

~ Y B[x] ip{x_n 221.

i=1



En outre, comme Var[S,] = E[S%] — E[S,]?, il suffit de calculer E[S?]. Or,

n

B[Sy =Y Y E[XiX;] = ). E[X:X;]+ )] E[XiX/]
i=1j5=1 i,j_e[[1_,n]] =1
P #J
= > PH{(X;,Xp) = ZE n—l)#—i—nl:l

ije[1,n] n(n - 1) n
P # g

oil I'on a utilisé que X? = X;. En conséquence, Var[S,] =2 — 1% = 1.

. Cest clair que le rang de S, est [0, n]]. Comme {S,, > 1} = U} {X; = 1}, la formule
de Poincaré nous dit que

P({S, = 1}) = kz 2 ()M IP({X, = - = X, = 1))

= 2 (—1)k+1(";k>! e <Z> (n ;'k)!
A ' k=1 !

k=11<ii<-<ip<n
i ( 1)k+1

o |
= k!

La limite de P({S,, = 0}) quand n tend vers +c0 est alors e~ *. Pour tout S < [1,n],

on pose
Ag =X =1}
€S
et, pour k € N* avec k <n

= {Ag: S < [1,n] et #(S) = k}.

On remarque que le cardinal de o7, est n!/(k!(n — k)!) et

- | A

AEJZ(k

La formule de Poincaré nous dit alors que

B({ 2 Z 1)1 A Zn: et (n 7:! 0)!

pour k € N* avec k < n. Cela implique que

(_1)k+1

P({Sn =k}) =P({Sn = k}) —P({Su =k +1}) =



OJ

pour tout k € N* avec k < n. En particulier,

(_1)k+1

i (15, =) = S

pour tout k € N*.

Exercice 155 La médiane Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R. Un réel m est
une médiane de X si P(X <m)>1/2 et P(X = m) > 1/2.

1. Montrer qu’une médiane existe toujours mais qu’on a pas toujours unicité.

2. Expliquer comment on trouve une médiane sur ’histogramme ou sur le graphe de la
fonction de répartition.

3. En utilisant I'inégalité de Tchebychev, montrer que si X admet une espérance p et
un écart type o, (u —m)? < o2, ot m est une médiane de X.

4. Comparer espérance et médiane dans les exemples suivants : loi uniforme sur {1, --- ,n},
loi binomiale de parameétre (n,p), loi géométrique de paramétre p et loi de Poisson
de paramétre \.

Proof.
1. Soit Fx : R — [0,1] la fonction de répartition de F, i.e. Fx(z) = P({X < z}), pour

tout € R. Pour y € [0,1], on définit A, = {z € R : Fx(z) > y} = Fy'([y,1]) et
Gx : [0,1] = R via Gx(y) = inf A,. Comme la fonction F'x est continue & droite,
on voit bien que A, posséde un minimum et Gx(y) est ce minimum. Cela nous dit
que Fx(Gx(y)) = vy, i.e.

P({X <Gx(®)}) >, (22)
pour tout y € [0, 1].
En outre, on affirme que

P({X > Gx(y)}) 21—y, (23)

pour tout y € [0,1]. En effet, si x < Gx(y), alors Fx(z) <y, vu que Gx(y) est le
minimum de A,. Pour n € N*, on pose z,, = Gx(y) —1/n, ce qui dit que Fx(x,) < y,
i.€.

P{X < zn}) <, (24)

pour tout n € N*. On voit bien que la suite des événements ({X < z,})nen+ est
croissante au sens large et que

+00

X <o) = {X < Gx(w)),

n=1

ce qui nous dit que

lim P({X <x,}) =P({X < Gx(v)}).

n—+0o0
En outre, (24) implique que

lim P({X <z,}) <,

n—+aoo



ce qui nous dit que P({X < Gx(y)}) <y, d’ot (23) suit directement.

Les identités (22) et (23) nous disent que Gx(1/2) est une médiane de X. Pour
montrer que I’on n’a pas d’unicité de médiane, considérer par exemple la variable
aleatoire X de loi uniforme sur [[1,2]]. On voit bien que tout élément dans l'intervalle
[1,2] est une médiane de X. C’est facile & montrer que l'ensemble de médianes
Mx < R de X est un intervalle de R : il suffit de montrer que si m; < mo sont deux
médianes de X alors m € [my, ma] est aussi une médiane de X, ce qui est immédiat
de la définition. On définit (habituellement) la médiane my de X comme le milieu
de l'intervalle .Zx.

2. On peut prendre le minimum de A, = {z € R: Fx(z) > 1/2} = Ft([1/2,1]).

3. Pour le démontrer, on montre d’abord I'inégalité de Markov, i.e. si Y est une variable

aléatoire a valeurs dans R, alors

P{Y =¢}) < E[CY], (Mar)

pour tout ¢ > 0. On fait la preuve dans le cas discréte. Soit Ry € Ryq le rang de Y.
Alors,

E[Y]= Y yP({Y =y}) = > yP({Y =y}) >c )] P({Y =y}) = P({Y > ¢}).

yeRy Yy € Ry y € Ry
y=c y=c

Soit a > 0. On pose Z = X — pu+ o et Y = Z2. L’inégalité (Mar) nous donne que

02 a2
P{X —p>c}) =P({Z>c+a}) <P{Y > (c+a)’)) < <CE+D;]>2 C T a)?’

pour tout ¢ > 0. Comme l'inégalité précédente est valable pour tout a = 0, elle est
en particulier vraie pour u = o? /¢, ce qui implique que
o2
PH{X —p>=c}) < —,
({ K }) C2 + 0-2
pour tout ¢ > 0, ou, de facon équivalente, I'inégalité de Cantelli, i.e.
1
c?+1

P{X —p>Co}) < (Can)

pour tout C' > 0.
Or, si on utilise (Can) avec C' = 1, on trouve que

1
P({X > p+o}) < 3
Si I’on remplace X par —X (et p par —pu), on trouve que
1
P{X <p—o}) < 3

Cela nous dit que toute médiane m de X est dans Uintervalle [u — o, u + o] et en
conséquence |m — o| < 7, i.e. (m — 0)* < o°.

. Si X suit une loi uniforme sur {1,--- ,n}, alors g = mx = (n+ 1)/2. Si X suit une
loi binomiale de paramétre (n,p), alors u = np et mx = |np| ou mx = [np]. Si X
suit une loi géométrique de parameétre p, alors = 1/p et m = [—1In(2)/In(1 — p)].
Finalement, si X suit une loi de Poisson de paramétre A, alors u = X\ et m =~
I\ +1/3 — 0.02/].
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Exercice 156 L’urne de Pdlya Soient a = 0, b = 0 et ¢ = 0 des entiers avec a + b > 1.
Une urne contient a boules rouges et b boules noires. Si ’on tire une boule, on remet dans
Purne ¢ boules de la couleur de la boule tirée (le cas du tirage avec remise simple est donnée
par ¢ = 1 et celui du tirage sans remise par ¢ = 0).

1. Calculer la probabilité qu’au deuxiéme tirage, on tire une boule rouge.
2. Calculer la probabilité qu’au troisiéme tirage, on tire une boule rouge.

3. On note X; la variable aléatoire valant 1 si I’on tire une boule rouge au tirage numéro
1 et 0 sinon. Les variables X et Xo sont-elles indépendantes ?

4. Que représente la variable aléatoire S; = X1 +--- + X; 7

5. Soit k € N tel que P({S; = k}) > 0. Calculer P({X;41 = 1}[{S; = k}).
6. En utilisant la formule des probabilités totales montrer que
(c—1E[Si] +a
a+b+i(c—1)"

]P)({Xi+1 = 1}) =

En déduire la valeur de P({X; = 1}).
Proof.

1. Soient R, et N, I’événement “extraire un boule rouge au n-éme tirage” et “extraire
un boule noire au n-éme tirage”, pour n € N*. C’est facile a voir que
P(R2) = P(Ra|R1)P(Ry) + P(Ro|N1)P(N1)
a+c—1 a n a b a
a+b+c—1la+b a+btc—la+b a+b

2. On voit bien que

P(R3) = P(R3|R2 n R1)P(R2 n Ry) + P(R3|N2 N R1)P(N2 1 Ry) + P(R3|Ry n N1)P(Rz 0 Ny)
+ P(Rs3|N2 n N1)P(Ny 0 Ny)

a+2(c—1) at+c—1 a N a+c—1 b a

T a+b+2c—1a+b+tc—la+b a+b+2c—1)a+b+c—1la+b

N a+c—1 a b N a b+c—1 b
a+b+2(c—1)a+b+c—1la+b a+b+2(c—1)a+b+c—1la+b
a

Ca+b

3. Les variables X et X5 ne sont pas indépendantes si ¢ # 1 et b # 0, puisque

a+c—1 a a a

P{X;=X9=1}) = =
({ ! 2 }) a—l—b—l—c—1a+b7&a+ba+b

P({X: = 1})P({Xz = 1}).

4. 1l s’agit de la quantité de boules rouges que ’on a tirée lors de 4 tirages.

5. On voit bien que

P({S; =

. k—1 i—k—1
_( i—o (a+c—=D))TT, 2 (b+m(c—1))
k}) - <k> Hi_l (a +b+n(c— 1))

n=0

et

P({X;41 =1,8; = k})

(z) ]_[]Z:O (a +L(c— 1)) Hfgjgl (b +m(c— 1))
k Hfm:O (a—l—b—l—n(c— 1))



pour tout k € [[0,]],si ¢ = 1, et k € [max(0,7—b), min(é,a)]| si ¢ = 0. Les probabilités
respectives sont nulles sinon. Cela nous dit que
a+k(c—1)

a+b+ilc—1)

si k est dans le rang de S;, i.e. P({S; = k}) > 0.
6. Soit Rg, le rang de la variable aléatoire S;. C’est clair que

P({Xip1 =1}) = D, P({Xiy1 = {Si = k})P({Si = k})
kERSi

_ Z a+k‘(c—1) P({Slzk})_(l—F(C—l)E[Sl]

a+b+i(c—1) S a+b+ti(e—1)"

P({X;11 = 1}{S; = k}) =

keRg,
Comme E[S;] = Z E[X;] = Z P({X; = 1}), alors

Jj=1 J=1

atle- DX P(IX; = 1))

a+b+i(c—1)

P({Xi-i-l = 1}) =

On va montrer par récurrence que P({X; = 1}) = a/(a + b), pour tout j € N. C'est
clair que P({X; = 1}) = a/(a + b). On suppose que c’est vrai pour tout j € [[1,7].
Alors |

a+(c—1)Y_ P({X; =1}) a+ N a
P({Xin = 1}) = a+b+z’(c—1)J :a+b+z(cb—1):a+b’

comme on voulait démontrer.

O]

Exercice 157 Dés et lot uniforme On va résoudre le probléme suivant. Peut-on truquer
deux dés de telle facon que la loi de la somme des points obtenus soit la loi uniforme sur
(2,...,12}7
1. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans l’ensemble {1,...,6}. On suppose que
P({X = 6}) # 0. Soit Gx sa fonction génératrice. Montrer qu'il existe un polynéme
Hx ayant au moins une racine réelle tel que Gx(s) = sHx(s), pour tout s € R.

2. Soit Z une variable aléatoire de loi uniforme sur {2,...,12}. Montrer qu’il existe un
polynéme K tel que Gz(s) = s*K(s), pour tout s € R. Montrer que K n’a pas de
racines réelles.

3. Répondre a la question initiale.

Proof.

1. C’est clair que

26] P({X =d})t' <Z5:P({X=i+1})ti>.

i=1 i=0

Sil'on pose Hx (t Z P {X =i+ 1}) il s’agit d’un polynome de degré 5 (puisque

P({X = 6}) # 0). Comme la limite de Hx (t) est +o0 quand ¢ tend vers +o0 et Hy
est une fonction continue, elle admet au moins une racine réelle.



2.

O]

On voit bien que

=2 =0
\—\f—/
K(t)
Comme
10 ;
% tll -1

Kt)y=Y —=———,
(t) 411 1t -1)

les racines de K sont exactement les racines primitives de l'unité d’ordre 11, qui ne
sont pas réelles.

. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans 1’ensemble

{1,...,6} telles que P({X = 6}),P({Y = 6}) # 0, alors X + Y est une variable aléa-
toire & valeurs dans ’ensemble {2, ...,12}. L’indépendance nous dit que Gx 1y (t) =
Gx(t)Gy(t) = t*Hx (t)Hy (t), avec Hx et Hy polynémes avec au moins une racine
réelle. En conséquence, 'item précédent nous dit que X 4+ Y n’est pas une variable
aléatoire de loi uniforme sur {2,...,12}.

Exercice 158 Perte au casino On considére un jeu au casino qui est tel qu’a chaque partie
le joueur a une probabilité p de gagner et une probabilité 1 — p de perdre. Son gain est +1
s’il gagne et de —1 s’il perd. Pour n € N, on note ¢, la variable aléatoire représentant son
gain a la n-éme partie. Soit X,, = €1 + --- + €, son gain au bout de n parties.

1. Donner la loi de X,,.

Indication : poser Z; = € + 1/2 pour se ramener a une loi connue.

2. Si sa fortune initiale est ¢ € N, sa fortune au bout de n parties est donnée par i + X,,.
On suppose que le joueur s’arréte dés que sa fortune vaut 0 (i.e. il est ruiné) ou une
somme N € N* avec N > i. On note py(¢) la probabilité qu’il atteigne la fortune N.
On a donc py(0) =0 et py(N) = 1.

(i) Montrer que si N > 2, pn(1) = p.pn(2).
(ii) Donner une relation entre py(i — 1), py(i) et py(i +1)si1 < i< N —1. En
déduire la valeur de py (i) en fonction de p, i et N.
(iii) Déterminer la limite de py (i) quand N tend vers +oo.
Proof.
1. C’est clair que Zj = €x + 1/2 est une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres
1et p. Alors Z = Z Z. est une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres n
k=1
et p. Comme X,, = (Z +n)/2, le rang de X est {—n +2j:j € [[0,n]} et
. . ny i
P(X, = —not 20)) = P((Z = ) = () 1=,
pour tout j € [0, n].
2. (i) Clest clair que pn(1) avec N > 2 est la probabilité de l'intersection des éve-

nement “le jouer gagne la premiére partie” et “le jouer atteigne la fortune N
avec une fortune initiale 2”. Comme ces deux événements sont indépendants,
l'identité py (1) = p.pn(2) est immédiate. En particulier, p2(1) = p.



(i)

(i)

C’est clair que py (i) avec N =i + 1 et i € N* est la probabilité de la réunion
disjointe de
— l’intersection des événement “le jouer gagne la premiére partie” et “le jouer
atteigne la fortune N avec une fortune initiale ¢ + 17
— l’intersection des événement “le jouer perd la premiére partie” et “le jouer
atteigne la fortune IV avec une fortune initiale ¢ — 1”.
Comme les événements dans les intersections sont indépendants, cela implique
que py (i) = p.pn(i + 1) + (1 —p).pn(i — 1), ou, de fagon équivalente,
pti+ 1) = o (i) + —Lopn(i=1) =0

Dans ce cas, 'équation quadratique associée est

1. 1- 1
X2—X+p=(X—1)<X+p>.
p p p

Si1—p # p, cela nous dit que

. 1-p\’
pn (i) = an + by <pp> ,

tandis que si 1 — p # p, i.e. p = 1/2, alors
pN(i) =an + byt,

pour tout ¢ € N tel que N > i, ol ay et by sont des constantes & déterminer
(qui dépendent de p et de N). Les conditions py(0) = 0 dit que ay = —by, si
1—p#p,etay=0,sip=1/2 tandis que py(N) = 1 nous dit que

N

1 p
a’N: =

- <1_p>N pN — (1 —p)’

p

sil—p#p,etby=1/Nsip=1/2. En conséquence,
LN P = (1 =p)
PN\t) =D N 1 N
© pN =1 -p~
sil—p#p,etpn(i) =i/N,sip=1/2, pour tout i € N tel que N > i.
Sip=1/2, c’est clair que
1
li ) = 1i — =0
i pn (@) = lim <=0,

pour tout ¢ € N. En outre, si 1 — p # p, on voit bien que

_ ) 1 1, sil—-p<p,
lim ay = lm ——F = )
N—+o N—>+oo1 (1 0, sil—p>p,
p
pour tout ¢ € N, ce qui implique que
. . u’ Si 1 J— p < p7
lim py(i) = pt
N—+o0 .
0, sil—p>p,

pour tout ¢ € N.



9 Espaces probabilisés, variables aléatoires & densité

Exercice 159 Existe-t-il c € R tel que

_ Jex(l—=), sizel0,1],
fw) = {0, si z € R\[0,1],

soit une densité de probabilité ? Répondre la méme question avec g(x) = de~ 7" T4z,

Proof. On remarque qu'une fonction f : R — R est une densité de probabilité si et
seulement si Im(f) € R, elle est intégrable et

Jf(x)d;v =1 (25)
R

Comme la fonction f est continue et a support compact, elle est intégrable sur R. La
condition (25) équivaut a

x2 le c
- 9
o O

1
1= l—a)dz=c|Z -2
ch( x)dx 0[2 3

i.e. ¢ = 6. On voit bien que la fonction g est intégrable sur R, puisque

J de™ "oy = f de~ (2 gy — de4f€‘y2dy = Vmde'.
R R R

ol 'on a fait la substitution y = « — 2 et on a utilisé 'exercice 19 de la fiche 3. En
conséquence, g est une densité si et seulement si d = et /. O

Exercice 160 Soit a € R-g. Soit X une variable aléatoire de densité f donnée par

B 22, size]0,af,
fw) = {0, sizeR\]0,af.

1. Que vaut a?
2. Représenter f et la fonction de répartition de X.
3. Que vaut P({X > 1})7

Proof.

1. Comme la fonction f est continue par morceaux et & support compact, elle est inté-
grable sur R. La condition (25) équivaut a

« 31« 3
1=J $2dx=[x] =af,
0 3 1o 3
ie. =3 > 1.

2. On rappelle que la fonction de répartition F' associée & une densité f est donnée par

P = | feas



pour tout z € R. Dans ce cas, on trouve alors

0, sizeRg,
73
F(‘T): g, sixe]O,a[,

]., SiSUGR;a.

La représentation graphique de f et de I est

3. On rappelle que
P{X >a}) =1-P({X <a}) =1-F(x),
pour tout z € R. Comme 1€]0,a[, P{X >1})=1-1/3 =2/3.
[
Exercice 161 Soit X de loi uniforme sur [—2, 1]. Quelle est la loi de | X|?

Proof. On va montrer que |X| est une variable aléatoire absolument continue, i.e. elle
admet une densité, et on va déterminer sa densité. Comme X est une variable aléatoire
de loi uniforme sur [—2, 1], sa fonction de densité est fx = K[_51}/3, i.e. un tiers de la
fonction indicatrice de [~2,1]. Or, la fonction de répartition Fjx| de |X| est donnée par

Fix|(y) = P{IX] <y}),

pour tout y € R. C’est clair que Fix|(y) = 0 pour tout y < 0, puisque {|X| < y} = J, si
y < 0. En outre, si y = 0, alors

y
Fx|ly) =P({~y< X <y}) = | [fx(a)dz.
—y
En conséquence, si y € [0, 1], on a
v 1 2y
Fxy) = | cde=2
Mo = | ger=7
siye[l,2],ona
1
1 1+y
F, = —dr = —=
M = [ gar= Tt

et Fix|(y) =1siy = 2.

On rappelle qu'une fonction de répartition G : R — [0, 1] admet une densité si et seulement
g'il existe une fonction g : R — Ry intégrable telle que

Gla) = | ats)as,



pour tout x € R. Noter que la fonction g n’est pas unique. Dans ce cas, c’est facile & vérifier
que| X | admet la densité

2, sixzel0,1],
fix|(z) = z sizell,2],
0, sizeR\[0,2].
]

Exercice 162 Soit X une variable aléatoire de densité f donnée par

x, sixzel0,1],
fle)=<2—=x, sizell,2],

0, si x € R\[0,2].
1. Représenter f.
2. Calculer P({X > 1}).
3. Soit 0 < b < 1. Calculer P({1 —b < X <1+ 0b}).
4. Montrer que les événements {X > 1} et {1 —b < X < 1 + b} sont indépendants.

Proof.

1. On voit bien que

2,

2. C’est clair que
P{X>1})=1-P{X <1}) = 1-[1 f(x)d;,;:1_fxdx: _L_ b

3. On voit bien que
1+b

P{1-b<X<1+0b})=PH{X<1+b})-PH{X<1-0b})= o f(z)da

1 1+b 1 1
= f xdxr + J (2 —z)dr = f xdxr + J ydy
1-b 1 1-b 1-b

=2L1 xd:rz[wQ]l =b(2—b),

—b 1-b

ou l'on a fait la substitution y = 2 — x.

4. Il faut montrer que P{X > 1} n{l—-b< X <1+b}) =P{X > 1})P{l-b< X <
1+b}). Or,comme {X >1}n{l-b< X <1+0b} ={1 <X <1+0},

PUX >1}n{l-b<X<1+40b})=PH{X<1+b})-P{X<1})= f(x)dx

:L1+b(2—x)d:r=fl ydy=2{y2}1 :b(2—b)7

1-b 2 |1 2




O]

ou l'on a fait la substitution y = 2 — z. En outre, d’aprés les items précédents

b(2 — b)

P({X > 1}P({1-b< X <1+0}) = =" —,

comme on voulait démontrer.

Exercice 163 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles a valeurs dans ’en-
semble D = {(z,y) € R? : 0 < x < y} et dont la fonction de répartition est donnée

par
Fxy(z,y)=1—e*—ze™ ¥,

si (z,y) € D.

1. Déterminer F'x et Fy.

2. (X,Y) admet-il une densité sur R??

3. Déterminer les lois marginales de (X,Y).

4. Calculer P({X < 1}[{Y > 2}).

5. Calculer P({Y < 2X}).
Proof.

1. I’énoncé nous dit que

P({(x,v)e E}) =0,
pour tout E € R? tel que E n D = . Cela implique immédiatement que
Fxy(z,y) =P{X <2,Y <y}) =0,

pour tout (z,7) € R? tel que y < 0, ou z < 0. En plus, si (z,y) € R? avec y < z,
alors
]Rgx X ng = (]ng X ng) [ (]y,x] X R<y).

.

Comme A n D = (J, alors P((X,Y) € A) = 0, ce qui implique que
Fxy(z,y) =P({X <2,V <y}) =P({X <y,Y <y}) = Fxy(y,9),

pour tout (z,y) € R? avec y < .
Pour calculer F'x, on utilise que

FX(:E) = yEI—iI-IOOFX’Y(m7y)’

pour tout z € R. Cela implique que Fx(z) = 0 si < 0. En outre, si z > 0, on a

T x

Fx(z) = lim Fyy(z,y) = yliI?wa,y(z,y) = lml—-e®—ze¥y=1—e".

y——+00 Yy — +©
T <y T <y

Pour calculer Fy, on utilise que

FY(y) = lim FX,Y(:Evy)’

r—+00

pour tout y € R. Cela implique que Fy (y) = 0si y < 0. En outre, si y = 0, on a

Fy(y) = ml_iLI}OOFX,Y(%y) = IliHijX,Y(xay) = ZETE%FX,Y(% y)=1—-e¥—ye .

y<zx y<zx



OJ

2. On rappelle que Fxy admet une densité s’il existe une fonction fxy

intégrable telle que
Ty
Fxy(z,y) = f f Ixy(s,t)dtds,
—00 J—00

pour tout (z,%) € R%. Dans ce cas, on voit bien que

e ¥, si(x,y)eD,

fxy(@,y) = {0’ si (z,y) € RAD,

est une densité associée a la fonction de répartition Fy y,

3. C’est facile a voir que

e *, sixeRy,
fx(z) = { =0

0, six € R<0,

est une densité associée a la fonction de répartition F'x, tandis que

ye_ya sy € RZ(M
fr(y) = {

0, si y € Re,

est une densité associée a la fonction de répartition Fy .

4. On voit bien que

: R? - Ry

PUX<1Y>2})=P{X <1})-P{X <LY <2}) =Fx(1) - Fxy(1,2) =e?

et
P({Y >2}) =1-P({Y <2}) =1 - Fy(2) =3¢ %

Cela nous dit que

sy HESS

5. Soit B = {(x,y) € R? : y < 2z}. On veut calculer P((X,Y) € B), i.e.

P({Y <2X}) = J Fxy(z,y)dedy = L m L . e Vdydz = rw(eﬂﬁ -

0
B
—9r A
1
= lim € —e T ==
A—4oo| 2 0 2

e ) dx

Exercice 164 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles a valeurs dans l’en-

semble D = {(x,y) e R? : 0 < = < y < 1} admettant une densité donnée par

f(:c,y) = %D(m’y)'
Yy

1. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?

2. Soit U = X /Y et V =Y. Déterminer la fonction de répartition de (U, V).

3. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?



Proof.
1. On remarque d’abord que f est intégrable sur R2. En effet, on voit bien que z —
f(x,y) est intégrable sur R, pour tout y € R, et la fonction y — f flx,y)dx =
W¥0,11(y) est absolument intégrable sur R. Le théoréme de Fubini impligque alors que

f est intégrable sur R?.

Comme f est intégrable sur R?, le théoréme de Fubini nous dit que les densités de
X et Y existent et elles sont données par

+o0 +oo

Ix(z) = Ixy(z,y)dy et fy(y) = [xy(z,y)de,

—00 —00

respectivement, pour tous z,y € R\Z, ou Z est un ensemble négligeable. Dans ce cas,
fx(z) =0sizeR\[0,1] et

1
fx(z) = f 1dy = —In(z),

x

pour tout z €]0,1]. On pose fx (1) = 0. La fonction fx est intégrable par le théoréme
de Fubini. En outre, fy(y) = 0siy e R\[0,1] et

fy(y)=foy;dw—1

pour tout y € [0, 1].

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si fxy(z,y) = fx(z)fy(v),
pour tout (z,y) € R:\Z’, ot Z est un ensemble négligeable. Dans ce cas, fx (z)fy (y) =
—1In(z), pour tout (z,y) € [0,1]*\D, ce qui est impossible. Comme [0, 1]*\ D a mesure
positive, on conclut que X et Y ne sont pas indépendantes.

2. On voit bien que
Fuy(u,0) =P({U <,V <v}) = P({Y <uX,Y <v}) = f f(x, y)dzdy,
Du,u

ot Dy = {(z,y) € R} : y < uz,y < v}. Cela implique que Fyy (u,v) = 0siu <1
ouwv <0.Siu>1etwv>0,alors

min(v,1) ry | min(v,1) ~ 1) i 1
Fyy(u,v) = ff dxdy = f f ;dxdy _ J u . dy — (u )Lnln(v, )
Do 0 y/u 0

3. On voit bien que

Fy(u) =P{U <u}) =P({Y <uX}) = fff(m,y)dmdy,

Dy

ou Dy, = {(z,y) € R;O :y < ux}. Cela implique que Fy(u) =0siu < 1. Siu>1,

alors
1, _ _
Fy(u) = ffdwdy—f j dmdy—f 4 1dy=u 1.
y/u'lY u u




En outre, on sait que Fy(v) = Fy(v) =0siy <0, et

v min(v,1)
Fy(v) = Jo fy(y)dy = Jo 1dy = min(v, 1),

si y = 0. Cela nous dit que Fyry (u,v) = Fy(u)Fy(v), pour tout (u,v) € R?, ce qui
nous dit que U et V sont indépendantes.

O]

Exercice 165 Loi de Bendford Soit E = {1,...,9}. Pour k € E, soit py, = log,o(1 + 1/k).
1. Montrer que p1, ..., pg définissent une probabilité sur F.
2. Dessiner son histogramme et sa fonction de répartition.

3. Relever dans le journal 1000 nombres correspondant aux chiffres de la bourse et
calculer la fréquence du premier chiffre de ces nombres. Comparer avec les probabilités
précédentes.

4. Soit (X,Y) la variable aléatoire a valeurs dans F x (E u {0}) définie par

P(ﬂX;Y)=(%yﬂ)::b&0<1+]0x+y>’

pour tout (z,y) € E x (E U {0}). Donner la loi de X.

Proof.

1. C’est clair que

9 9 9

kE+1 kE+1 10
Zpi = Z logyg <k:> = logyg < k:> = logyg (1) =1
i=1 i=1 i=1

2. La fonction de répartition est donné par

0, si € Reo,
F(z)={
( ) Zpu six € RZO?
1=1

ol |z| est la partie entiére de z. On laisse a I’étudiant le dessin de ’histogramme de
la fonction de masse et de la fonction de répartition.

3. On laisse cette partie de I'exercice & I’étudiant.

4. On voit bien que

9 9 1
PGXT=$U:=§:P(“X3Y):(%yH)zzizb&ﬂ(l+10x+y>
y=0

9
10z +y+1 10(x + 1) r+1
= logg (H 10z +u Y ) = logy <10x = logy - )
1=

pour tout x € E, et zéro sinon.

O

Exercice 166 Loi de Benford (suite) Soit x un nombre réel positif.



1.

Montrer qu’il peut s’écrire de fagon unique sous la forme x = y10", ol n € Z et
1 <y < 10. On parle d’écriture scientifique.

Montrer que n est donné par la partie entiére de log,oz et donc que log;,y est la
partie fractionnaire de log;y x, i.e. le nombre moins sa partie entiére.

. On suppose que X est une variable aléatoire a valeurs dans R~. Soit X = Y10" son

écriture scientifique. On dira que la loi de X est invariante par changement d’échelle
si pour tout A > 0, si AX = Y10V " est Décriture scientifique de AX, alors Y et Y’
ont la méme loi. On peut montrer que ceci est réalisé si et seulement si log;y Y suit
la loi uniforme sur [0, 1]. On va montrer le sens facile.

(i) Soit A = X\p10™ Décriture scientifique associée. Exprimer log,, Y’ en fonction
de Ao et de logy Y.

(ii) Soit a € [0,1] et soit Z une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Montrer
que la partie fractionnaire de U = a 4+ Z suit la loi uniforme sur [0, 1].
Indication : calculer la fonction de répartition de la partie fractionnaire de U.

(iii) On suppose que log;o(Y) suit la loi uniforme sur [0,1]. Soit A > 0 et AX =
Y'10Y" comme ci-dessous. Montrer que logyo(Y”) suit la loi uniforme sur [0, 1].

(iv) Montrer que si log;o(Y") suit la loi uniforme sur [0, 1], alors la partie entiére de
Y suit la loi de Benford.

Proof.

1.

3.

On montre d’abord l'unicité. Soient n,n’ € Z et y,y' € [1,10[ tels que x = y10" =
y'lO”,. On suppose sans perte de généralité que n < n’. Cela implique que y =
y/10" " > 10" "™ > 10, ce qui est absurde. En conséquence n = n’, ce qui implique
quey =1

Pour montrer Pexistence, on considére ensemble A, = {m € Z : 2.107™ < 10}.
C’est clair que A, n’est pas vide, puisque x/10™ tend vers zéro quand m tend vers
+00, et que A, est minoré, puisque x/10™ tend vers 4o quand m tend vers —oo.
Soit n = min{m € Z : x.100™ < 10}. Alors z.107" < 10. Si z.107" < 1, alors
210~ < 10, ce qui implique que n n’est pas le minimum de A,. En conséquence,
x.107" = 1. Soit y = £.107". On conclut que =z = y10", avec y € [1,10[ et n € Z.

. Stz = y10", alors logg(x) = logo(y) + n, avec log;o(y) € [0,1[. En conséquence,

n = |log;o(z)|. Cela implique que log;o(y) = logg(z) — |logig(z)] est la partie
fractionnaire de log; .

(i) Comme Y10 = AX = AY10Y = AgY10V*™  on voit que
logo(Y') + N’ = logo(Ao) + logio(Y) + N + no,

ce qui implique que log,o(Y”) = |log1o(Xo) + logo(Y)].

(ii) Soit M = |U] et V.=U — M. C’est clair que la fonction de répartition Fy de
V satisfait que Fy(v) = 0si v <0 et Fy(v) = 1siv > 1. Soit v € [0,1]. On
voit bien que {V <v} ={l—-a<Z <1—-a+v}u{Z <v—a}. L'union est
disjointe puisque v < 1. Cela implique que

Fy(v)=P({l—a<Z<l-a+v})+P{Z<v—a})
=min(l+v—a,1)— (1 —a)+ max(v —a,0) = v.

En conséquence, V suit la loi uniforme sur [0, 1].



(iii) Comme log;5(Ag) € [0,1] et log;o(Y)] suit la loi uniforme sur [0,1], l'item
précédent nous dit que logyo(Y') = [log;o(Xo) + logyo(Y)] suit la loi uniforme
sur [0, 1].

(iv) Soit 7 € [1,9]. On voit bien que

P({lY] <i}) = P({Y < i}) = P({logo(Y) < logio(i)}) = logio(i) = pi,
ot l'on tuilise la notation de Iexercice précédent. Comme p; +---+pg = 1, |Y|
est une variable aléatoire discréte qui suit la loi de Benford.

O

Exercice 167 Loi sans mémoire Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R telle
que
P{X >z + y}[{X > z}) = P({X > y}),

pour tous x,y € R.g.

1. Montrer que
P{X >z +y}) =P({X >z} )P({X > y}),
pour tous z,y € Ryyp.

2. Soit ¢ : Ryp — R définie par ¢(z) = P({X > z}). Notons a = ¢(1). On a donc
a € [0,1]. Montrer que pour tout n € N*, ¢(n) = a”" et que pour tout g € Qxo,
©(q) = al. Peut-on avoir a =0? Et a =17

3. Montrer que ¢ est une fonction décroissante. En utilisant le fait que tout réel est

limite d’une suite décroissante (respectivement, croissante) de rationnels, déterminer
o(z) pour x € Rxy.

4. Déterminer la loi de X.

Proof.

1. On voit bien que
PU{X >z +y}) =P{X >z + y}|{X > 2})P({X > 2}) =P({X > y})P({X > y}),

pour tous z,y € R.y.

2. On remarque d’abord que, comme X est une variable aléatoire & valeurs dans R~,
©(0) = P({X > 0}) = 1. L’item précédent nous dit que

o((n+ 1)z) = p(nz)p(z), (26)
pour tout z € Rog et n € N*. En particulier, un argument par récurrence nous dit
que

p(nz) = ()", (27)

pour tout z € R-g et n € N*. Si x = 1, on trouve que ¢(n) = a”, pour tout n € N*.
Par ailleurs, si ¢ = m/n € Q, avec (m,n) € N x N* alors

e(q)" = p(ng) = p(m) = p(1)",

wﬂn_

ce qui nous dit que ¢(q) = (1)
Le cas a = 0 est impossible. En effet, par définition de X, 'espace probabilisé sous-
jacent Q satisfait que

Q= |J{x>1/n}.

neN*



Comme la suite d’événements ({X > n}),en+ est croissante, alors

m 0" =0,

li
n——+0o0

1=P(Q) = nETwP<{X > 1/n}) = nl_i}riloogo(l/n) =

ce qui est absurde. On va montrer aussi que a # 1. En effet, si a = 1, ¢p(n) = 1, pour
tout n € N*. La suite d’événements ({X > n}),en+ étant décroissante, on conclut
que

1= lim 1= lim P({X>n}):IP>< ﬂ{X>n}>=IP>(@):0,

n—+ao n—-+aoo
neN*

ce qui est absurde. En conséquence, 0 < a < 1.

3. Comme {X > z} < {X > y} si x > y, on voit bien que ¢ est décroissante. Soit
x € Rog et soient (2y,)neN, (Yn)nen € QEO deux suites telles que z,, < z < y, pour tout
n € N et |y, —z,| tend vers zéro quand n tend vers +00. Alors, p(y,) < ¢(x) < p(zn)
pour tout n € N nous dit que
1 Yn _ 3 < < 3 — 3 Tn
wp " = B el < 9l0) < g plen) = Rip 0™

T

ce qui implique que ¢(z) = a”.

4. On conclut que Fx(z) =P{X <z}) =1-PH{X >z}) =1—p(z) =1—-a" =
1 — e pour tout > 0 et Fx(x) = 0si x <0, o A = In(—a) € Rug. Alors, X
admet une densité donnée par fx = /\e*)“”cH‘R>O (x), pour tout x € R, i.e. X est une
variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre .

OJ

Exercice 168 Soit F' une fonction strictement croissante et continue d’un intervalle
ouvert I dans ]0,1[. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0,1[. Déterminer
la loi de X = F~(U). Utiliser ceci pour construire a partir d’une loi uniforme une variable
aléatoire Y de loi exponentielle de paramétre A > 0.

Proof. On note d’abord que, comme F' : I — 0,1 est strictement monotone et continue,
elle est bijective. On définit la fonction R : R — [0, 1] donnée par F(z) = 0 si x < inf1,
F(zr)=F(z)sizel, et F(z) =1six>supl, o la premiére (resp., troisiéme) condition
est vide si inf I = —oo (resp., sup I = +00). En outre, F' étant strictement croissante, on a
{(F~YU) <z} = {U < F(z)}, pour tout = € I, ce qui dit que

Fx(z) =P({F'(U) <=}) =P({U < F(2)}) = F(z),

pour tout x € I, ou Fx est la fonction de répartition de X. Par définition de fonction de
répartition, on voit que Fx(z) = 0 si z <infI et F(x) = 1 si # > sup I. En conséquence,
Fx =F.

Pour construire une variable aléatoire Y de loi exponentielle de paramétre A > 0 & partir
de al variable aléatoire U de loi uniforme ]0,1[, on pose F': Rog —]0,1[ via F(x) =
1—e ? pour tout z > 0. C’est clair que F est différentiable (et, en particulier, continue)
et F'(z) = Ae N > 0, pour tout « > 0, ce qui nous dit que F' est strictement croissante.
Alors Y = F~}(U) a fonction de répartition R : R — [0, 1] donnée par F(z) = 0si 2 < 0,
et F(z) = F(x)siz >0, i.e. Y est une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre
A>0.01

Exercice 169 Une formule pour ’espérance Soit X une variable aléatoire positive ad-
mettant une espérance. On suppose que la loi de X admet une densité f et on note F sa



fonction de répartition. Montrer que si x > 0,
+0

z(1—F(z)) < J tf(t)dt.

x
En déduire que z(1 — F'(x)) tend vers 0 quand z tend vers +00. Montrer que
+00

E[X] = f (1— F(t))dt.

0

Proof. On note d’abord que f(z) = 0 si 2 < 0. On rappelle que X admet une espérance
si et seulement si z — xf(z) est une fonction intégrable sur R>g. On voit bien que

Ffﬁ tf(t)dt > a o ft)dt = :z<1 - roo f(t)dt> — z(1— F(z)) >0,

x xT
+B
pour tout z > 0. Comme X admet une espérance, i.e. f tf(t)dt converge quand B tend
+o0 0
vers 400, alors tf(t)dt tend vers zéro quand x tend vers +o0. Linégalité précédente

xT
nous dit alors que (1 — F(x)) tend vers 0 quand x tend vers +00.

Finalement,

0

E[X] = f " (@) = L m L " f (@) dydz = J J f(@)dwdy
D

+00 4o +00
_ f fx)dzdy = J (1—F(y))dy,
0 Y 0

ott D = {(z,y) e R*: 0 < y < x} et on a utilisé le théoréme de Fubini. []

Exercice 170 Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1,1]. Donner la loi de
X2 son espérance et sa variance.

Proof. On voit bien que la fonction de répartition de X? satisfait que Fy (y) =0siy <0,
puisque {X? <y} = & si y < 0. En outre,

Vi
Fya(y) = PUX2 < y}) = P({—vi < X < /i) = f Jx(@as
—\/Y

pour tout y € Rsq, ot fx est la densité de X. Cela nous dit que

O, SiyER<O,
FX2(y) = \/57 Siye[07]—]7
1 siyeRs.

)

En conséquence, la densité de X? est

Ix2(y) = 2\1@“‘]0,1[(.@),

pour tout y € R.



Par ailleurs,

0 0
En outre,
1\* LAV o
Var[X?] = — = dy = YL NI~ )d
ar[ X~] JR 3> fx2(y)dy fo< 5 3 +18\/y> y
VY g2 b4
= [ Y2 (9% — 1 = —.
[45 9y 0y+5)0 I
L]

Exercice 171 Paradoze de Bertrand : Choisir une corde au hasard

1. Choisir un point P au hasard & l'intérieur d’un cercle de rayon a. Soit X la longueur

de la corde dont P est le milien. Montrer que P({X > v/3a}) = T
2. On choisit deux points A et B au hasard et indépendamment I'un de "autre sur un

cercle de rayon a. Soit X la longueur de la corde AB. Montrer que P({X > v/3a}) =
1

3

Proof. On considére le disque D = {(z,y) € R? : 2% + 3> < da?} et sa fronticre S =
{(z,y) € R? : 22 + y2 = az}. Une corde quelconque du cercle S est donnée par le segment
Lap ={tA+ (1 —-1t)B:tel0,1]}, avec A,B € S. Cest clair que Lap = La p si et
seulement si (A4, B) = (A", B’) ou (A,B) = (B',A’). On note Q = {Lsp : A,B € S}
I'ensemble formé des cordes du cercle S et Qg = {La4_4 : A € S} < Q. On considére
Papplication X : @ — R donnée par X(Lap) = ||B — A||, ot 'on a utilisé la norme
euclidienne de R?. Comme X (L p) = X(Lp.a), X est bien définie.

1. Soit ¢ : Q@ — D Papplication donnée par ¢(La p) = (A+ B)/2. Comme ¢(La p) =
©(Lp,a), ¢ est bien définie. En plus, c’est facile & voir que ¢(p) = (0,0) et que la
restriction p|qg\q, est injective avec image D\{(0,0)}, que l'on notera D. Noter que
@ est une application surjective. Dans ce cas, 'espace probabilisé est {2 muni de la
tribu %1 = {¢ '(E) : E € D est borélien}, et de la probabilité

Aire(E
Pi(e7'(B)) = AireED;'
Cela implique que l'on identifie I’action “prendre une corde au hasard” avec ’action
“prendre le milieu de la corde au hasard”. C’est facile & vérifier que X est une variable
aleatoire pour cet espace probabilisé, i.e. X '([a,b]) € %1, pour tous a < b. Comme
L4 p est orthogonal au segment formé par 'origine (0,0) et (A + B)/2, on conclut
que o({X > V/3a}) = {(z,y) € D : 2> + 3> < a?/4}, ce qui nous dit que

ra?/4 1

a2 4

2. Soit ¢ : R — S Tapplication donnée par ¥(0) = (acos(f),asin(f)). C'est clair
que Pljpor[ est une bijection. Soit ¥ : [0,27 [> — Q lapplication donnée par
U(0,0") = Ly)po+e)- Noter que que W est surjective. Soit 7 = {T < [0,2m [ :
T est borélien}. Dans ce cas, 'espace probabilisé est {2 muni de la tribu %y = {U(T) :
T € 7}, et de la probabilité

P ({X > v/3a}) =

_ Aire(T)

PQ (\Ij (T)) 4ﬂ-2



On remarque que % est une tribu, puisque & = (&), V(uierT;) = Ui V(T;) pour
toute famille (7;)er € T et

O\U(T) = \P([O,27r[2\\11_1(\II(T))),

pour tout T € 7, vu que ¥ est une application surjective. Ce modéle donne une
facon d’identifier ’action “prendre une corde au hasard” avec l'action “prendre les
extrémités de la corde au hasard”. C’est facile & vérifier que X est une variable
aleatoire pour cet espace probabilisé, i.e. X '([a,b]) € P, pour tous a < b. Dans
. . —1 _ / 2. / :
ce cas, on voit bien que U1 ({X > v/3a}) = {(6,0') € [0,2x[% : |¢'| < 27/3}, ce qui
nous dit que
Am?/3 1

472 3

Py ({X > V3a}) =
0J

Exercice 172  Vont-ils se rencontrer ? Paul et Virgine arrivent dans le parc indépen-
damment ['un de 'autre et de maniére uniforme entre 12h et 13h. Chacun attend un quart
d’heure et s’en va si ’autre n’est pas la. On pose la question : Quelle est la probabilité qu’ils
se rencontrent 7 En notant X T'heure d’arrivée de Virginie et Y 'heure d’arrivée de Paul,
traduire mathématiquement sur X et Y les hypothéses. Répondre ensuite & la question.

Proof. On suppose que X et Y sont variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi
uniforme sur [12, 13]. Cela implique que la fonction de densité de (X, Y) est ¥(12 13]x[12,13]-
On veut calculer P({|X — Y| < 1/4}). C’est facile a voir que

P{|X -Y|<1/4}) = dedy = Aire(D),
D

ou D = {(z,y) € [12,13] x [12,13] : |z — y| < 1/4}. C’est facile & voir que aire de D est
laire du carré [12,13] x [12,13] moins les aires de 2 triangles rectangles isoceles de cote

de longueur 3/4, i.e.

. 9 7
Alre(D) =1- T = E

O

Exercice 173 Quelques calculs avec la lot uniforme Soient X et Y deux variables aléatoires
réelles indépendantes de loi uniforme sur [0,1]. On définit les variables aléatoires U =
inf(X,Y) et V =sup(X,Y).

1. Déterminer la fonction de répartition Fyyy du couple (U, V). En déduire la densité
fuv = 2, ou T = {(u,v) e R? : 0 < u < v < 1}. Est-ce que U et V sont
indépendantes ?

2. Quelles sont les densités fir et fy des lois de U et V' 7 En déduire E[U] et E[V].
3. Quelle est la densité de S = U + V' 7 E[S]? Quelle est la loi de X + Y ?
4. Calculer Var[U], Var[V], Cov(U,V) et pyv.

Proof.

1. On remarque d’abord que la fonction de répartition F' d’une variable aléatoire de
loi uniforme sur [0, 1] est F'(z) = min(max(z,0),1) = max(min(z, 1),0), pour tout



z € R. Comme

{U<u,V<ov)=({X<uu{Y <u})n({X<v}n{l <v})

<

~~ - ~~ -

{U<u} {V<v}
= {X < min(u,v),Y <v} U {X <v,Y <min(u,v)}

et
{X < min(u,v),Y <v}n{X <v,Y <min(y,v)} = {X < min(u,v),Y < min(u,v)},
alors
Fyv(u,v) = Fxy (min(u,v),v) + Fxy (v,min(u,v)) — Fx,y ( min(u, v), min(u, v))
= Fx (min(u,v)) Fy (v) + Fx (0) Fy (min(u, v)) — Fx (min(u,v))”
— 2max (min(u, v, 1),0) max (min(v, 1),0) — max (min(u, v, 1),0)?,

ol 'on a utilisé que X et Y sont indépendantes dans la deuxieme égalité, et ’expres-
sion générique de la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0, 1] dans la derniére égalité. En particulier, si v < 0 ou v < 0, Fyy(u,v) = 0.
Par ailleurs, si 0 < u, v, alors

Fyv(u,v) = 2min(u, v, 1) min(v, 1) — min(u, v, 1)?,

ce qui dit que, si u,v > 1, Fyy(u,v) = 1. En outre, c’est clair que, si 0 < v < u,
alors Fy v (u,v) = min(v, 1), tandis que si 0 < u < 1 < v, Fuv(u,v) = u(2 —u), et
si0<u<v<1, Fyy(u,v) =u(2v —u).

On va montrer que la densité du couple (U,V) est donnée par fyy = 2Wr, ou
T = {(u,v) e R* : 0 < u < v < 1}. En effet, c’est clair que

0, siu<0ouwv <0,
v u? + 2u(min(v, 1) — u si0<u<vetu<l
f f 2W¥p(s, t)dtds = 5 ( (v, 1) )’ . ’
—oJd_wo v°, si0<v<wuetwv<l,
1 siu,v =1,

)

ce qui coincide avec la Fyry décrite ci-dessus.

Finalement, comme

1 15 151
Fyyv(3/4,1/4) = 16 a 62 " 1616 Fy(3/4)Fyv(1/4),

on conclut que U et V' ne sont pas indépendantes.

. Comme
+00

fu(u) = fov(u,v)dv,

—0
pour tout u € R\Z, avec Z négligeable, c’est clair que l'application fy(u) = 0, si
u¢ [0,1], et fu(u) = 2(1 —u), si u e [0,1], est une densité de U. Le méme argument

nous dit que
+00

fv(v) = fuv (u,v)du,

—a0
pour tout v € R\Z’, avec Z’ négligeable, ce qui nous dit que 'application fy (v) = 0,
sivé¢|0,1], et fy(v) =2v,sivel0,1], est une densité de V.



On voit bien que

E[U] = jl ufy(u)du = Jl 2(u — u?)du = 1

0
et ) L
E[V]= f vfy(v)dv = J 202dv = ;

0 0
3. Onvoit que S=U+V =X +Y, ce qui nous dit que

Fs(s) =P({S <s}) = JJfX,Y(JUay)dl“dy,
D

oit Dy = {(x,y) e R? : & + y < s}. En conséquence, Fg(s) = 0si s <0, Fs(s) = 1 si
2

s>=2, Fs(s) = % si s €[0,1], et

9 _ 2 2
=9 o 4%

Fs(s) =1— 5 5

si s € [1,2]. En conséquence, la densité de S est

0, si s € R\[0, 2],
fs(s) =< s, si s € [0,1],
2—s, sisell,2].

Noter que E[S] = E[U]+ E[V] = 1.
4. Comme Var[U] = E[U?] — E[U]?, il suffit de calculer

E[U?] = f

0

1 1
1
u? fy (u)du = J 2(u? — ud)du = 5’
0
ce qui donne Var[U] = 1/18. De méme, d’aprés Var[V] = E[V?] — E[V]?, il suffit de
calculer

1 1
E[VZ] = Jo v2fv(v)du = J 203 dy = %,

0
ce qui donne Var[V] = 1/18.
Par ailleurs, comme Cov(U,V) = E[UV] — E[U]E[V], on calcule d’abord

1l 1 v 1
ElUV] = f J wo fu v (u, v)dudv = QJ J wvdudv = —,
0 JO 0 JO 4

ce qui implique que Cov(U, V') = 1/36.

Finalement, pyy = Cov(U,V)/+/Var[U]| Var[V] = 1/2.
O

Exercice 174 Probleme de 'aiguille de Buffon Une aiguille de longueur £ est jetée “au
hasard" sur un plan qui est stri¢ par des paralléles (i.e. les rainures du parquet) situées
a distance d > £ les unes des autres. Soit X la variable aléatoire donnée par la distance
du milieu de 'aiguille a la paralléle la plus proche et © celle donnée par ’angle orienté
entre une strie et aiguille. On traduit 'hypothése “jeter au hasard” par le fait que le couple



(X, ©) suit la loi uniforme sur [0, d/2] x [0, 7]. Quelle probabilité a-t-on que 'aiguille coupe
une paralléle?

Proof. Il faut calculer

P({X < gsin(@)}) = 7r2dffdmd9 = % Aire(D),
D

ou D = {(0,x) € [0,7] x [0,d/2] : 2z < dsin(0)}. C’est clair que

Aire(D) L i gsin(e)dé? _d [ - cosw)r .

Cela nous dit que la probabilité demandée est 2/7. []

Exercice 175 Rapport de deuz exponentielles Soient X et Y deux variables aléatoires
réelles indépendantes suivant les lois exponentielles de paramétres A > 0 et u > 0, respec-
tivement. Déterminer la fonction de répartition et la densité de la variable aléatoire réelle
U=Y/X.

Proof. On va calculer Fyy(u) = P({U < u}), pour tout v € R. Comme {U < u} est vide,
pour tout u < 0, puisque {X < z} = {Y < z} = &J pour tout z < 0, on voit que Fyy(u) = 0,
si u € Rgg. Par ailleurs, si u > 0,

Fy(u) = P({U < u}) = PUY <uX}) = j j fxy (@, y)dady,
Dy,

ott D, = {(z,y) e R2, : y < ux}. Comme X et Y sont variables aléatoires indépendantes,
Ixy (@) = fx (@) fy(y), pour tout (z,y) € R%. Alors, fxy(2,y) =Wgz (x,y)Aue 7,
pour tout (z,%) € R?, et

+00 (o0
Fy(u) = ff)\ue/\x“ydacdy = )\MJ J/ e AT dxdy
0 y/u
DT],

+00
o f et N gy -
0 A+ Hnu

pour tout u > 0.

La densité de U est donnée par

O, siue RSOv
fu(u) = A

m, s1 UER>0.

OJ

Exercice 176 Soit f la densité de probabilité d’une variable aléatoire réelle Z > 0. On
pose

9(z,y) = f(@ + YW ie=0y>0)-

x+y

1. Montrer que g est une densité d'un couple (X, Y') de variables aléatoires réelles (stric-
tement) positives.



2. Exprimer E[X], E[Y], Var[X], Var[Y] et cov(X,Y) a V’aide de E[Z] et de E[Z?].

Proof.

1. On rappelle qu'une fonction g : R? — R est une densité d’un couple de variables
aléatoires réelles (resp., strictement positives) si et seulement si Im(g) € Rxg, g est
intégrable et

ffg(a:, y)dady = 1 (resp., avec g(x,y) = 0 pour tout (z,y) € RQ\RiO).
2

Dans ce cas, il suffit de montrer que

Hg(ﬂf,y)dxdy =1,
RQ

ce qui est vérifié puisque

+00 p,+00 1 1 +00 ru f(u)
dy = = - dvd
ffg(a:, y)dxdy Jo fo o yf(:c + y)dzdy 5 Jo T dvdu
RQ

+00

— | rwau -

0

ot 'on a utilisé le changement de variables ® : U — R%, donné par

U+ v u—v)

@(u,v):< s

pour tout (u,v) € U, avec U = {(u,v) € R?* : 0 < u, —u < v < u}. Noter que la valeur
absolue du déterminant de la matrice jacobienne de ® en (u,v) est 1/2, pour tout

(u,v) e U.

2. On voit bien que

+00 p+oo
ffxg x,y)dzxdy = J J

f mf wt o) M ;foo uf (u)du = %E[Z]

+@ o
nyg x,y)dzdy = f f f(z + y)dxdy
0 o T+Y

FOO fu I v ; rw uf (u)du = %E[Z],

0

et

oll 'on a utilisé le changement de variables de I’item précédent et 'identité
+00 ru +00 u h +00 h
f f vh(u)dvdu = f [UQ] Malvclu = J Oﬂdu =0, (28)
0 —u 0 2 0 2

pour toute fonction h : R>o9 — R intégrable.



OJ

En outre, comme Var[X] = E[X?] — E[X]? et Var[Y] = E[Y?] — E[Y]?, il suffit de
calculer

+00 ptoo
X2 ffxgwydxdy—f f

+00 +00
J J (u+ v)? udvd J J u—|—2uv—|—v)f( )dvdu

FOO f_u u? + v?) u)dvd fo <u +3>f(u)du

;E[Zz]

f(z +y)dzdy

NH

et

E[Y?] = H?fg(x, y)dzdy = foﬂo L+OO xyj yf (z + y)dzdy

Hffmo J_u Elu J+Oo f_u —2uv + v )fg;u)dvdu
FOO f_u 240 fiu)d du 4L <u2+ 7“;>f(u)du

= L u? f (u)du = fE[Z2]

3

ou l'on a utilisé le changement de variables de l'item précédent et (28) dans la cin-
quiéme égalité . En conséquence,

Var[X] = E[X?] — E[X]? = Var[Y] = E[Y?] - E[Y]?

= %E[ZQ] — %E[Z]z = %Var[Z] + =

Finalement, comme Cov(X,Y) = E[XY]| — E[X]E[Y], il suffit de calculer

ﬂxygx ydxdy_fwf”
Fm Ju )d du ifm <u2— 1;)Q)f(u)du

- j W f(w)du = SB[

E[XY]

x + y)dzdy

ce qui nous dit que

1E[Z]2 = 1Var[Z] - iE[Z]Z.

Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y] = éE[ZQ] 1 6 12

Exercice 177 Discrétisation Soit X : Q — R une variable aléatoire a valeurs réelles. On
suppose que la loi de X admet une densité f sur R et on note F' sa fonction de répartition.
Soit 6 > 0. On définit la variable aléatoire X5 : Q — R par Xs5(w) =nd,sineZ et we )
satisfont que (n —1)0 < X(w) < nd.



1. Déterminer la loi de X5. Donner la fonction de répartition F5 de X5 et montrer que
F5 converge simplement vers F' quand § tend vers 0.

2. On suppose que X admet une espérance. Montrer que X5 admet une espérance mg
et que ms tend vers E[X ] quand ¢ tend vers 0.

Proof.
1. On note d’abord que

P({Xs = nd}) = Fx(nd) — Fx((n —1)é),

ce qui implique que

n n

Fs(nd) = Y P({Xs=mé}) = ] <F(n5) —F(n- 1)5)) = F(nd),

m=—0Q0 m=—00

pour tout n € Z. En conséquence,

;ZP({X(; =nd}) = Jlim F(nd) = 1.
Cela nous dit que X est une variable aléatoire discréte.
En outre, Fs(z) = F5(nd) = F(nd), ot n € Z est donné par (n —1)§ < x < nd. Pour
tout z € R, soit n € Z tel que (n —1)d < x < nd. En conséquence, 0 < nd —x < §
et |F5(z) — F(z)| = |F(nd) — F(x)|. Comme F est continue a droite, on conclut
que |Fs(x) — F(x)| = |F(nd) — F(x)| tend vers zéro, quand ¢ tend vers zéro, i.e. Fs
converge simplement vers F' quand § tend vers 0.

2. La variable X; est une approximation supérieure de Lebesgue de X. Son espérance
mg est une sommes supérieure de Lebesgue de X. Comme X admet une espérance,
par définition, cette somme supérieure de Lebesgue myg est finie & partir d’un certain
rang de ¢ et elle converge vers F[X] quand J tend vers 0.

OJ

Exercice 178 Régression linéaire Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de variances
non nulles.

On pose

OX0y
ou ox =/ Var[X] et oy = 4/Var[Y].
1. Montrer que | Cov(X,Y)| = |E[X Y]| < oxoy. En déduire que —1 < gxy < 1.
2. Montrer que |ox,y| = 1 si et seulement s’il existe a non nul et b tels que P({Y =
aX +b}) =1
3. Préciser la valeur de pxy si X et Y sont indépendantes.

4. On cherche la meilleure approximation de Y comme fonction affine de X au sens
des moindres carrés, c’est-a-dire que ’on cherche les valeurs de a et b qui minimisent
E[(aX + b —Y)?]. Notons ®(a,b) = E[(aX + b — Y)?]. Montrer que ®(a,b) =
E[(Y —aX)?] + (E[Y] — (aE[X] + b))%

En déduire que le couple (ag, bg) qui minimise ® vaut

ap = ox,yoy/ox et b = E[Y] —agE[X].

On appelle la droite d’équation y = apz + bg la droite de régression linéaire de Y en
X.



5. On suppose que (X,Y") suit la loi uniforme sur un ensemble de cardinal n, i.e. il
existe n points (z;,y;) dans le plan tels que P({X = z;,Y = y;}) = 1/n pour tout
1 <7 < n . Déterminer la droite de régression linéaire de Y en X dans ce cas.

Proof.

1. Si ox ou oy est infini, il n’y a rien & démontrer. On suppose désormais que ox ou
oy sont des nombres réels. Le résultat demandé s’agit d’une version du théoréme
de Cauchy-Schwarz, pour la forme bilinéaire positive (mais pas forcément définie)
(U,V) — E(UV). En effet, si V est une variable aléatoire qui satisfait que E[V?] # 0,
on pose ¢ = E[UV]/E[V?] et on considére

E[UV]?

0< E[(U—cV)?] = E[U?] — B[V

ce qui nous dit que |E[UV]| < A/E[U?|\/E[V?]. C’est facile a vérifier que ¢ est
en fait le minimum de la fonction quadratique ¢ — E[(U — ¢V)?]. Si I'on utilise
I'identité précédente pour U = X et V =Y, on conclut que | Cov(X,Y)| < oxoy et
—1<oxy <L

2. Le résultat demandé est aussi une conséquence du théoréme de Cauchy-Schwarz, pour
la forme bilinéaire positive définie ci-dessus. En effet, avec les hypothése précédentes,

|E[UV]| = \/E[U2]\/E[V?] si et seulement si E[(U — c¢V)?] = 0, i.e. P{U =
cV'}) = 1. Si 'on utilise I'identité précédente pour U = X et V =Y, on conclut que
| Cov(X,Y)| = oxoy si et seulement si P({X = ¢Y}) = 1, avec ¢ = pxyox # 0.
Cette derniére condition est équivalente & 'existence de coefficients a non nul et b
tels que P({Y = aX + b}) = 1. En effet, si P({X = cY}) =1, on prend a = 1/c et
b= E[X]/c— E[Y]. La réciproque est immédiate.

3. Si X et Y sont indépendantes, alors E[XY] = E[X]E[Y], ce qui implique que
Cov(X,Y = 0), et en conséquence pxy = 0.

4. Clest clair que
®(a,b) = E[(aX +b—Y)?] = E[(aX' ~Y +b+aBE[X] - E[Y])Q]
— B[(Y —aX)?] + B|(E[Y] - (aB[X] + b))’
+2B|(V - aX) (E[Y] - (@B[X] +b)) |
— B[(Y — aX)?] + (E[Y] - (aE[X] +1))>.

C’est clair que la valeur ag minimise E[(Y — aX)?], d’aprés Pargument dans Pitem
(i), tandis que la valeur by annule I'opérande (E[Y] — (aE[X] + b))?.

5. Soit Rx = {x; : 1€ [1,n]]} et Ry = {y; : i € [1,n]}. Alors,

#({z el[l,n]:z; = :c})

n

P({(X=z})= Y P({X=a,Y =y})=

et
PY =y}) = Z P({X =z, Y = yi}) = #(tie [[1’7:1]] U y}).
ie[1,n]




En conséquence,

BIX] = ), aP((X =a}) - Z:Lx et B[Y]= ), yP({Y =y}) = Z:,,y

zeRx iyeRy
En outre,
n 2
Var[X] = > 2’P({X = a}) — E[X]* = =L~ - B[X]?
:EERX n
et n 9
Valy]= 3 ?B({Y = y}) - B[] = 2% _ ppy .
yERy "
En plus,
S Zﬁ LY
E[XY] = wP({X = 2;,Y = y;}) = =8 .
[XY] ;w yiP({X =z vi}) -

Cela permet d’exprimer ag et by en fonction de points (z;,y;), pour i € [[1,n].

O]

Exercice 179 Une loi normale dans R? Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires a
valeurs réelles possédant une densité sur R? donnée par

1 _ z2+y272azy

x, e — 2(1—a?)
f(z.y) o3

On suppose que —1 < a < 1.
1. Donner les lois de X et de Y. Calculer leur espérance et leur variance.
2. Calculer la covariance de (X,Y).

3. Soit Z1 = X +Y et Zy = X — Y. Donner I'espérance et la variance de Z; et Zs.
Donner leur covariance.

4. Calculer la loi du couple (Z1, Z2). Montrer que Z; et Z3 sont indépendantes et donner
leurs lois respectives.
Proof.

1. On remarque d’abord que f est intégrable sur R2. En effet, on voit bien que y —
f(z,y) est intégrable sur R pour tout x € R, puisque

e~ 5 +90 (y—am) 1

e 2(1—a2) dy —

2mV1 —a? J_o

ol 'on a utilisé que

+00 22
J e 2cdy = V2mc, (29)

—a0
pour tout ¢ > 0 (voir I'exercice 19 de la fiche 3), et la fonction z — f f(z,y)dy =
R

(27r)_1/26_x2/2 est absolument intégrable sur R, d’apres ’exercice mentionné. Le théo-
réme de Fubini implique alors que f est intégrable sur R2.



Comme f est intégrable sur R?, le théoréme de Fubini nous dit que les densités de
X et Y existent et elles sont données par

+0o0 +oo

fx(z) = Ixy(z,y)dy et fy(y) = [xy(z,y)de,

—00 —00

respectivement, pour tous x,y € R\Z, ou Z est un ensemble négligeable. Dans ce cas
Z = (J, puisque, comme on a déja indiqué,

[V

6_% +00 7(y—aac)2 1 2

x(z) = ——— e 20-o?)dy = e
Jx(@) 2mv1 —a? J_o Y v 2T ’
pour tout z € R, et
6_% +00 (1'7ay)2 1 2
— Y
v(y) = —F—— e 20-o?) dy = ez
Frw) 2mvV1 —a? J_» V2 ’

pour tout y € R.
Comme X et Y ont la méme fonction de densité, on conclut que E[X]| = E[Y] et
Var[X] = Var[Y]. En plus, c’est clair que

+00

E[Y] = E[X] = LD \/%6_%d$ =0,

puisque l'intégrande est une fonctions impaires. En outre, dans ce cas Var[Y]| =
Var[X] = E[X?], qui est donné par

E[Xﬂ:i +wx2e*§d;¢=ii 2mc (1) = 1, (30)
V2r ) oo V2 de

ou 'on a utilisé I'identité (29) dans la deuxieme égalité.
. Comme E[X] = E[Y] = 0, on voit bien que

2,.2

1 —+00 +00 _z+y 722azy
Cov(X,Y) = E|XY —J f zye  20-o%)  dxd
(X,Y) []%ﬁ_ag_w_ooy y
2 2

1 J'-i-oc J*-i-oo ( 9 W2 v
e uv + au)e” 2 e 20-o?) dydy
27T'\/ 1-— 042 —o0 J—oo )

w2 2
“Te 20-e) dudw,

Q +00 p+00
= J J U2€
2 V 1-— CYQ —0 J—o
Q +oo 2
= —— e
q/27’[’(1 — Ot2) Jw

2(11ia2)dv = q,
oll I'on a utilisé le changement de variables u = = et v = y — ax dans la deuxiéme
égalité, (30) dans la quatriéme égalité, et (29) dans la derniére.

. Cest clair que
E[Z)| = E[X +Y]=E[X]|+E[Y] =0et E[Z:] = E[X —Y] = E[X] - E[Y] =0.
En outre,

Var[Z;] = E[Z%] — E[Z;)* = E[X?] — (-1)2E[XY] + E[Y?] = 2 — (—1)"2q,
pour i € {1,2}. Finalement,

Cov(Z1,Z2) = E[Z1Z5] — E[Z1]E[Z2] = E[X? - Y?] = 0.



4. Comme X = (Z1+ Z2)/2 et Y = (Z1— Z32)/2, le théoréme de changement de variable
nous dit que

2 Z2
S ( ) 1f (Zl +22 21— Zz) e~ T ¢ T
21,29) = = , = ,
Azl =2 /%Y 2 2 2\/7r(1 + ) 2\/’]‘((1 — )

pour tous z1, z2 € R. En employant (29), on conclut que

22

-1
e 4(1+a)

fZl(Zl) = foo fZ17Z2 (31722)d21 = m

et
2
__*2
e 4(1-a)

f2,(22) = JO; f2,,25(21, 22)d22 = Sr—a)

pour tous 21,22 € R. Comme [z, 7,(21,22) = fz,(21)fz,(22), pour tous 21,22 € R,
Z1 et Zo sont indépendantes.
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