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1 Révisions

1.1 Fonctions élémentaires

Exercice 1 La fonction exponentielle) La fonction exponentielle est dé�nie comme la
(seule) fonction f : RÑ R di�érentiable qui satisfait que f 1 “ f et fp0q “ 1.

1. Soit f comme ci-dessus. Montrer que fpxqfp´xq “ 1, pour tout x P R. En particulier,
fpxq ‰ 0 et fp´xq “ fpxq´1, pour tout x P R.
Indication : calculer la dérivée de l'application x ÞÑ fpxqfp´xq.

2. Soit g : R Ñ R une fonction di�érentiable qui satisfait que g1 “ g. Montrer qu'il
existe C P R tel que gpxq “ Cfpxq, pour tout x P R. En déduire l'unicité de f .
Indication : considérer la fonction x ÞÑ gpxq{fpxq.

3. En déduire que f2pxq “ f 1pxq “ fpxq ą 0, pour tout x P R. En particulier, f est
strictement croissante et concave.

4. Montrer que fpx` yq “ fpxqfpyq, pour tous x, y P R. En déduire que

fpnxq “ fpxqn,

pour tout n P Z.
Indication : considérer la fonction gpxq “ fpx` yq, avec y �xe.

5. On dé�nit e “ fp1q. Noter que e “ fp1q ą fp0q “ 1. On écrira en plus fpxq “ ex.
Montrer que la série dans

x ÞÑ
8
ÿ

n“0

xn

n!
(EXP)

converge uniformément sur tout intervalle borné de R et dé�nit par conséquent une
fonction di�érentiable exp. Comme exp1 “ exp et expp0q “ 1, elle coïncide avec la
fonction exponentielle. Cela démontre l'existence. En particulier,

e “
8
ÿ

n“0

1

n!
. (E)

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 2 Les fonctions trigonométriques) Les fonctions sinus et cosinus sont dé�nies
comme les (seules) fonctions f, g : RÑ R di�érentiables qui satisfont que f 1 “ g, g1 “ ´f ,
fp0q “ 0 et gp0q “ 1, respectivement.

1. Soient f et g comme ci-dessus. Montrer que fpxq2 ` gpxq2 “ 1, pour tout x P R.
Indication : calculer la dérivée de l'application x ÞÑ fpxq2 ` gpxq2.

2. Soient f1, g1 : RÑ R des fonction di�érentiables qui satisfont que f 11 “ g1, g
1
1 “ ´f1.

Montrer qu'il existe a, b P R tels que

f1 “ bf ´ ag et g1 “ af ` bg. (1)

En déduire l'unicité de f et de g, que l'on appelle sinus et cosinus, et que l'on note
sin et cos, respectivement.
Indication : montrer que les dérivées des fonctions fg1 ´ f1g et ff1 ` gg1 valent
zéro. Après, calculer la di�érence entre le produit de la première expression par f et
le produit de la deuxième par g.



3. Montrer que sinp´xq “ ´ sinpxq et cosp´xq “ cospxq, pour tout x P R.
Indication : utiliser (1) avec f1pxq “ cosp´xq et g1pxq “ sinp´xq.

4. Montrer que

sinpx` yq “ sinpxq cospyq ` cospxq sinpyq,

cospx` yq “ cospxq cospyq ´ sinpxq sinpyq,

pour tous x, y P R.
Indication : utiliser (1) avec f1pxq “ sinpx` yq et g1pxq “ cospx` yq, où y est �xe.

5. Montrer que les séries dans

x ÞÑ
8
ÿ

n“0

p´1qn
x2n`1

p2n` 1q!
et x ÞÑ

8
ÿ

n“0

p´1qn
x2n

p2nq!
(SC)

convergent uniformément sur tout intervalle borné de R et dé�nissent par conséquent
des fonctions di�érentiables SIN et COS. Elles véri�ent les conditions SIN1 “ COS,
COS1 “ ´SIN, SINp0q “ 0 et COSp0q “ 1, donc elles coïncident avec les fonctions
sinus et cosinus, respectivement. Cela démontre l'existence.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 3 La dé�nition de π) On dé�nit π P R comme le plus petit nombre positif qui
satisfait que cospπ{2q “ 0. Le but de cet exercice est de démontrer que ce nombre existe.

1. Supposons qu'il n'existe aucun x ą 0 tel que cospx{2q “ 0. Comme cosp0q “ 1,
cospxq ą 0, pour tout x P Rą0. En déduire que sin (resp., cos) est une fonction
strictement croissante (resp., décroissante) sur Rą0.

2. On �xe a ą 0. D'après l'item précédent, 0 ă cospaq ă 1. Noter que

0 ă cosp2aq “ cos2paq ´ sin2paq ă cos2paq

et en particulier cosp2naq ă pcospaqq2
n
, pour tout n P N. En déduire que la suite

pcosp2naqqnPN converge vers 0 et, en conséquence, psinp2naqqnPN converge vers 1.

3. Montrer que cospxq (resp., sinpxq) converge vers 0 (resp., 1) quand x tend vers `8.
En particulier, il existe b ą 0 tel que cospbq ă 1{4 et sinpbq ą 1{2. En déduire que
cosp2bq “ cos2pbq´ sin2pbq ă 0, pour trouver un absurde. Conclure qu'il existe x ą 0
tel que cospx{2q “ 0.

4. Noter que l'ensemble P “ tx ą 0 : cospx{2q “ 0u est non vide et minoré. On dé�nit
π “ inf P. Montrer que π P P.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

1.2 Primitives basiques

Exercice 4 Primitives usuelles) Compléter le tableau suivant



fonction f une primitive de f ensemble de dé�nition

xα, α P Rzt´1u

1{x

1{pax` bq, a P Rzt0u

1{pa2 ` x2q, a P Rzt0u

1{
a

a2 ´ x2, a P Rzt0u

eλx, λ P Rzt0u

cospωx` aq, ω P Rzt0u

sinpωx` aq, ω P Rzt0u

coshpωx` aq, ω P Rzt0u

sinhpωx` aq, ω P Rzt0u

tanpωx` aq, ω P Rzt0u

tanhpωx` aq, ω P Rzt0u

Proof.



fonction f une primitive de f ensemble de dé�nition

xα, α P Rzt´1u xα`1{pα` 1q Rą0 (R, si α P Zě0,

Rzt0u, si α P Ză´1

et Rě0, si α Ps ´ 1,`8rzZ)

1{x lnp|x|q Rzt0u

1{pax` bq, a P Rzt0u
1

a
lnp|ax` b|q Rzt´b{au

1{pa2 ` x2q, a P Rzt0u arctanpx{aq{a R

1{
a

a2 ´ x2, a P Rzt0u arcsinpx{|a|q s ´ |a|, |a|r

eλx, λ P Rzt0u eλx{λ R

cospωx` aq, ω P Rzt0u sinpωx` aq{ω R

sinpωx` aq, ω P Rzt0u ´ cospωx` aq{ω R

coshpωx` aq, ω P Rzt0u sinhpωx` aq{ω R

sinhpωx` aq, ω P Rzt0u coshpωx` aq{ω R

tanpωx` aq, ω P Rzt0u ´ lnp| cospωx` aq|q{ω Rzt
1

ω
p
π

2
` kπ ´ aq, k P Zu

tanhpωx` aq, ω P Rzt0u lnpcoshpωx` aqq{ω R

l

Exercice 5 Soit a P R et n P Z. Calculer
ż

dx

px´ aqn
.

Proof. C'est clair que, si n ‰ 1, alors
ż

dx

px´ aqn
“ ´

1

pn´ 1qpx´ aqpn´1q
` C,

et si n “ 1, alors
ż

dx

px´ aqn
“ lnp|x´ a|q ` C,

avec domaine de dé�nition Rztau, où C P R dénote une constante quelconque. l

Exercice 6 Calculer les primitives et donner leur domaine de dé�nition des fonctions
suivantes :



(a)
ż

x
a

x2 ` 4dx, (b)
ż

x
3
?
x2 ` 1

dx, (c)
ż

xe´x
2
dx, (d)

ż

dx

x2 ` 16
, (e)

ż

exdx

1` e2x
,

(f)
ż

xdx
?

1´ x4
, (g)

ż

dx
?

1´ x
, (h)

ż

exdx
?

16´ e2x
.

Proof. Dans les résultats suivants C P R dénote une constante quelconque.

1.
ż

x
a

x2 ` 4dx “
a

px2 ` 4q3{3` C, avec domaine de dé�nition R.

2.
ż

x
3
?
x2 ` 1

dx “
3

4
3
a

px2 ` 1q2 ` C, avec domaine de dé�nition R.

3.
ż

xe´x
2
dx “ ´e´x

2
{2` C, avec domaine de dé�nition R.

4.
ż

dx

x2 ` 16
“ arctanpx{4q{4` C, avec domaine de dé�nition R.

5.
ż

exdx

1` e2x
“ arctanpexq ` C, avec domaine de dé�nition R.

6.
ż

xdx
?

1´ x4
“ arcsinpx2q{2` C, avec domaine de dé�nition s ´ 1, 1 r .

7.
ż

dx
?

1´ x
“ ´2

?
1´ x` C, avec domaine de dé�nition Ră1.

8.
ż

exdx
?

16´ e2x
“ arcsinpex{4q ` C, avec domaine de dé�nition Rălnp4q.

l

1.3 Calcul de primitives

Pour chaque exercice suivant on calculera une formule exacte pour les primi-

tives des fonctions données et on donnera leur domaine de dé�nition.

Exercice 7 Intégration par parties)

Écrire la formule d'intégration par parties.

Proof. Si f et g sont deux fonctions dé�nies sur (un intervalle de) R de classe C1, alors
ż

fpxqg1pxqdx “ fpxqgpxq ´

ż

f 1pxqgpxqdx.

l

Exercice 8 Calculer

(a)
ż

xn lnpxqdx (n P Z), (b)
ż

e´x cos2pxqdx, (c)
ż

arctanp
a

1´ x2qdx.

Proof. Dans les résultats suivants C P R dénote une constante quelconque.

1. Si n ‰ ´1, on applique une intégration par parties avec u “ lnpxq et v1 “ xn, i.e.
v “ xn`1{pn` 1q :

ż

xn lnpxqdx “ lnpxq
xn`1

n` 1
´

ż

xn

n` 1
dx “

xn`1
`

pn` 1q lnpxq ´ 1
˘

pn` 1q2
` C,

avec domaine de dé�nition Rą0 .



Si n “ ´1, on applique aussi une intégration par parties avec u “ lnpxq et v1 “ 1{x,
i.e. v “ lnx :

ż

lnpxq

x
dx “ ln2 x´

ż

lnpxq

x
dxñ

ż

lnpxq

x
dx “

ln2pxq

2
` C,

avec domaine de dé�nition Rą0.

2. Si l'on utilise cos2pxq “ p1` cosp2xqq{2, on trouve que

ż

e´x cos2pxqdx “
1

2

ˆ
ż

e´xdx`

ż

e´x cosp2xqdx

˙

.

Avec deux intégrations par parties, on calcule
ż

e´x cosp2xqdx “ ´e´x cosp2xq ´ 2

ż

e´x sinp2xqdx

“ ´e´x cosp2xq ` 2e´x sinp2xq ´ 4

ż

e´x cosp2xqdx

d'où
ż

e´x cosp2xqdx “
´e´x cosp2xq ` 2e´x sinp2xq

5

et on conclue
ż

e´x cos2pxqdx “ ´
e´x

10

`

5` cosp2xq ´ 2 sinp2xq
˘

` C,

avec domaine de dé�nition R.
3. Si l'on fait une intégration par parties avec u “ arctanp

a

1´ x2q et v1 “ 1 (i.e.
v “ x), on trouve

ż

arctanp
a

1´ x2qdx “ x arctanp
a

1´ x2q `

ż

x2dx

p2´ x2q
?

1´ x2
.

Si l'on fait la substitution x “
?

2z{
a

1` 2z2 (i.e. z “ x{
a

2´ 2x2) , la dernière
intégrale devient

ż

x2dx

p2´ x2q
?

1´ x2
“
?

2

ż

z2dz

p1` z2qp1` 2z2q
“
?

2

ż

dz

ˆ

1

z2 ` 1
´

1

2z2 ` 1

˙

“
?

2 arctanpzq ´ arctanp
?

2zq ` C

“
?

2 arctan

ˆ

x
?

2´ 2x2

˙

´ arctan

ˆ

x
?

1´ x2

˙

` C.

Si l'on utilise l'identité tanparcsinpxqq “ x{
a

1´ x2, alors

ż

arctanp
a

1´ x2qdx “
?

2 arctan

ˆ

x
?

2´ 2x2

˙

`x arctanp
a

1´ x2q´arcsinpxq`C

avec domaine de dé�nition s ´ 1, 1 r .

l



1.4 (Fractions rationnelles)

La méthode est de décomposer la fraction rationnelle en éléments simples. On est donc
ramené à calculer des intégrales de l'un de ces deux types :

ż

1

px´ aqn
dx,

ż

ax` b

px2 ` cx` dqn
dx, avec n P N˚ et c2 ´ 4d ă 0.

Exercice 9 Pour n P N, on dé�nit la fonction In : RÑ R via

Inpxq “

ż

dx

p1` x2qn

telle que Inp0q “ 0. Noter que I0pxq “ x. Montrer que, pour tout entier n ě 2,

Inpxq “
x

2pn´ 1qp1` x2qn´1
`

2n´ 3

2n´ 2
In´1pxq.

Proof. Soit n P N˚. On intègre par partie u “ 1{p1` x2qn´1 et v1 “ 1 :

In´1pxq “
x

p1` x2qn´1
` 2pn´ 1q

ż

x2dx

p1` x2qn
“

x

p1` x2qn´1
` 2pn´ 1q

ż

p1` x2qdx

p1` x2qn
´ 2pn´ 1q

ż

1dx

p1` x2qn

“
x

p1` x2qn´1
` 2pn´ 1qIn´1 ´ 2pn´ 1qIn

ce qui implique le résultat demandé. l

Exercice 10 En utilisant la décomposition en éléments simples, calculer les primitives
suivantes :

(a)
ż

x3dx

x2 ` 1
, (b)

ż

dx

xp1` xq2
, (c)

ż

dx

4x2 ´ 3x` 2
, (d)

ż

x2dx

x4 ´ 1
, (e)

ż

px´ 1qdx

p1` xq3px´ 2q
.

Proof. Dans les résultats suivants C P R dénote une constante quelconque.

1. C'est clair que

ż

x3dx

x2 ` 1
“

ż

xdx´
xdx

x2 ` 1
“
x2

2
´

lnpx2 ` 1q

2
` C

2. On voit que
ż

dx

xp1` xq2
“

ż
ˆ

1

x
´

1

x` 1
´

1

px` 1q2

˙

dx “ lnp|x|q ´ lnp|x` 1|q `
1

px` 1q
` C,

avec domaine de dé�nition Rzt0,´1u.

3. C'est clair que

ż

dx

4x2 ´ 3x` 2
“

1

4

ż

dx

px´ 3
8q

2 ` 23
64

“

2 arctan

ˆ

8x´3?
23

˙

?
23

` C,

avec domaine de dé�nition R.



4. On voit que
ż

x2dx

x4 ´ 1
“

ż
ˆ

1

2px2 ` 1q
´

1

4px` 1q
`

1

4px´ 1q

˙

dx

“
1

4

ˆ

lnp|x´ 1|q ´ lnp|x` 1|q ` 2 arctanpxq

˙

` C,

avec domaine de dé�nition Rzt˘1u.

5. On voit que
ż

px´ 1qdx

p1` xq3px´ 2q
“

ż
ˆ

´
1

27px` 1q
´

1

9px` 1q2
`

2

3px` 1q3
`

1

27px´ 2q

˙

dx

“
1

9px` 1q
´

1

3px` 1q2
`

1

27
lnp|x´ 2|q ´

1

27
lnp|x` 1|q ` C,

avec domaine de dé�nition Rzt2u.
l

Exercice 11 Calculer

(a)
ż

dx

49´ 4x2
, (b)

ż

p5x´ 12qdx

xpx´ 4q
, (c)

ż

p37´ 11xqdx

px` 1qpx´ 2qpx´ 3q
, (d)

ż

p2x2 ´ 15x` 33qdx

px` 1qpx´ 5q
,

(e)
ż

px´ 1qdx

x2 ` x` 1
, (f)

ż

dx

px2 ` 4x` 5q2
.

Proof. Dans les résultats suivants C P R dénote une constante quelconque.

1. C'est clair que
ż

dx

49´ 4x2
“

1

28

ż
ˆ

1

7` 2x
`

1

7´ 2x

˙

dx “
1

28
ln

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2x` 7

2x´ 7

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

` C,

avec domaine de dé�nition Rzt˘7{2u.

2. On voit que
ż

p5x´ 12qdx

xpx´ 4q
“

ż
ˆ

3

x
`

2

x´ 4

˙

dx

“ 3 lnp|x|q ` 2 lnp|x´ 4|q ` C,

avec domaine de dé�nition Rzt0, 4u.
3. On voit que

ż

p37´ 11xqdx

px` 1qpx´ 2qpx´ 3q
“

ż
ˆ

´
5

x´ 2
`

4

x` 1
`

1

x´ 3

˙

dx

“ ´5 lnp|x´ 2|q ` lnp|x´ 3|q ` 4 lnp|x` 1|q ` C,

avec domaine de dé�nition Rzt´1, 2, 3u.

4. C'est clair que
ż

p2x2 ´ 15x` 33qdx

px` 1qpx´ 5q
“

ż
ˆ

2`
4

3px´ 5q
´

25

3px` 1q

˙

dx

“ 2x`
4

3
lnp|x´ 5|q ´

25

3
lnp|x` 1|q ` C,

avec domaine de dé�nition Rzt´1, 5u.



5. On voit que
ż

px´ 1qdx

x2 ` x` 1
“

ż
ˆ

2x` 1

2px2 ` x` 1q
´

3

2px2 ` x` 1q

˙

dx

“

ż
ˆ

2x` 1

2px2 ` x` 1q
´

6

p2x` 1q2 ` 3

˙

dx

“
1

2

ˆ

lnpx2 ` x` 1q ´ 2
?

3 arctan

ˆ

2x` 1
?

3

˙˙

` C,

avec domaine de dé�nition R.
6. Si l'on fait la substitution y “ x` 2, on voit que

ż

dx

px2 ` 4x` 5q2
“

ż

dx
`

px` 2q2 ` 1
˘2 “

ż

dy

py2 ` 1q2

“

ż

1` y2

py2 ` 1q2
dy ´

ż

y2dy

py2 ` 1q2
“ arctanpyq ´

ż

y2dy

py2 ` 1q2
.

La dernière intégrale peut se calculer à partir d'une intégration par parties avec u “ y
et v1 “ ´y{py2 ` 1q2 (i.e. v “ 1{p2py2 ` 1qq)

´

ż

y2dy

py2 ` 1q2
“

1

2

y

y2 ` 1
´

1

2

ż

dy

y2 ` 1
“

1

2

ˆ

y

y2 ` 1
´ arctanpyq

˙

.

Finalement, la primitive est
ż

dx

px2 ` 4x` 5q2
“

1

2

ˆ

x` 2

x2 ` 4x` 5
` arctanpx` 2q

˙

` C,

avec domaine de dé�nition R.
l

1.4.1 Polynômes en sinus et cosinus

La méthode est de linéariser sauf dans le cas de cosmpxq sinnpxq avec m P N ou n P N
impair. Dans ce cas on fait un changement de variables.

Exercice 12 Écrire les primitives de cosmpxq sinnpxq avec m ou n impair.

Proof. Si m est impair de la forme m “ 2m1 ` 1 avec m1 P N, alors
ż

cosmpxq sinnpxqdx “

ż

cos2m1pxq sinnpxq cospxqdx “

ż

`

1´ sin2pxq
˘m1

sinnpxq cospxqdx

“

m1
ÿ

k“0

p´1qk
ˆ

m1

k

˙
ż

sinn`2kpxq cospxqdx “
m1
ÿ

k“0

p´1qk
ˆ

m1

k

˙

sinn`2k`1pxq

n` 2k ` 1
.

De façon analogue, si n est impair avec n “ 2n1 ` 1 et n1 P N, on a
ż

cosmpxq sinnpxqdx “

ż

cosmpxq sin2n1pxq sinpxqdx “

ż

`

1´ cos2pxq
˘n1

cosmpxq sinpxqdx

“

n1
ÿ

k“0

p´1qk
ˆ

n1

k

˙
ż

cosm`2kpxq sinpxqdx “
n1
ÿ

k“0

p´1qk`1

ˆ

n1

k

˙

cosm`2k`1pxq

m` 2k ` 1
.

l

Exercice 13 Pour n P N, calculer
(a)

ż

cosnpθqdθ, (b)
ż

sinnpθqdθ.



1.4.2 Changement de variables

Exercice 14

1. Écrire le théorème de changement de variables.

2. Écrire le cas particulier des fractions rationnelles en sinus et cosinus (règles de C.

Bioche).

3. Donner des primitives de
a

x2 ` 1, de
a

x2 ´ 1 et de
a

1´ x2, en utilisant les chan-
gements de variable x “ sinhpuq ou x “ coshpuq ou x “ sinpuq.

Proof. Il s'agit des résultats du cours. l

Exercice 15 Calculer

(a)
ż

sin3pxqdx, (b)
ż

sinpxq

p2` cospxqq2
dx, (c)

ż

sinpx{2q cospx{3qdx, (d)
ż

1

1` sin2pxq
dx,

(e)
ż

dx

a` b cospxq
, avec a, b P R tels que a ą |b| ą 0.

Proof. Dans les résultats suivants C P R dénote une constante quelconque.

1. D'après l'exercice 1.4.1, on voit que
ż

sin3pxqdx “
1

3

`

cos3pxq ´ 3 cospxq
˘

` C,

avec domaine de dé�nition R.
2. C'est clair que

ż

sinpxq

p2` cospxqq2
dx “

1

2` cospxq
` C,

avec domaine de dé�nition R.
3. On voit que

ż

sin

ˆ

x

2

˙

cos

ˆ

x

3

˙

dx “

ż
ˆ

sin

ˆ

x

6

˙

`sin

ˆ

5x

6

˙˙

dx

2
“ ´

3

5

ˆ

5 cos

ˆ

x

6

˙

`cos

ˆ

5x

6

˙˙

`C,

avec domaine de dé�nition R, où l'on a utilisé l'identité

sinpαq cospβq “
`

sinpα´ βq ` sinpα` βq
˘

{2.

4. Si l'on fait la substitution y “ tanpxq, alors sin2pxq “ y2{p1`y2q et dx “ dy{p1`y2q.
Cela implique que

ż

1

1` sin2pxq
dx “

ż

1

1` 2y2
dy “

1
?

2
arctanp

?
2yq ` C

“
1
?

2
arctan

`
?

2 tanpxq
˘

` C,

avec domaine de dé�nition s ´ π{2, π{2 r .

5. Si l'on fait la substitution y “ tanpx{2q (i.e. cospxq “ p1 ´ y2q{p1 ` y2q), alors
dx “ 2dy{p1` y2q et

ż

dx

a` b cospxq
“

ż

2dy

pa` bq ` pa´ bqy2
“

2
?
a2 ´ b2

arctan

ˆ

c

a´ b

a` b
tanpx{2q

˙

` C,

avec domaine de dé�nition s ´ π, π r .



l

Exercice 16 Calculer

(a)
ż

dx

p1` xq
?
x
, (b)

ż
?
xdx

px´ 1q2
, (c)

ż

x
?
xdx

px` 1q2
.

Proof. Dans les résultats suivants C P R dénote une constante quelconque.

1.
ż

dx

p1` xq
?
x
“ 2 arctanp

?
xq ` C, avec domaine de dé�nition Rą0 (appliquer la

substitution u “
?
x).

2. On utilise la substitution y “
?
x. Cela nous donne

ż
?
xdx

px´ 1q2
“ 2

ż

y2dx

py2 ´ 1q2

“ 2

ż
ˆ

1

4py ` 1q2
´

1

4py ` 1q
`

1

4py ´ 1q2
`

1

4py ´ 1q

˙

dy

“
1

2

ˆ

ln

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

y ´ 1

y ` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

´
2y

y2 ´ 1

˙

` C

“
1

2

ˆ

ln

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

?
x´ 1

?
x` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

´
2
?
x

x´ 1

˙

` C,

avec domaine de dé�nition Rą0zt1u.

3. On utilise la substitution y “
?
x. Cela nous donne

ż

x
?
xdx

px` 1q2
“ 2

ż

y4dx

py2 ` 1q2
“ 2

ż
ˆ

1`
1

py2 ` 1q2
´

2

py2 ` 1q

˙

dy

“ 2y `

ˆ

y

1` y2
` arctanpyq

˙

´ 4 arctanpyq ` C

“

?
xp2x` 3q

1` x
´ 3 arctanp

?
xq ` C,

où l'on a utilisé l'exercice 1.4. Le domaine de dé�nition respectif est Rą0.

l

Exercice 17 Primitives de fonctions du type fpx,
a

ax2 ` bx` cq Par un changement

de variables, se ramener a une forme canonique du type fpx,
a

x2 ` 1q, fpx, |x ´ 1|q,

fpx,
a

x2 ´ 1q ou fpx,
a

1´ x2q, puis e�ectuer un autre changement de variables avec
les fonctions sinus/cosinus trigonométriques ou hyperboliques.
Calculer

(a)
ż

dx

p1´ xq
?

1´ x2
, (b)

ż

a

x2 ´ 3x` 2dx,

(c)
ż

a

x2 ` x` 1dx, (d)
ż

a

´x2 ` x` 1dx.

Proof. Dans les résultats suivants C P R dénote une constante quelconque.

1. Le changement de variable x “ sin y nous dit que

ż

dx

p1´ xq
?

1´ x2
“

ż

cos ydy

p1´ sin yq cos y
“

ż 2dt
1`t2

1´ 2t
1`t2



où l'on a fait le changement de variable t “ tan
y

2
(règle de Bioche). On a donc

ż

dx

p1´ xq
?

1´ x2
“

ż

2dt

p1´ tq2
“

2

1´ t
` C “

2

1´ tan arcsinx
2

` C

avec domaine de dé�nition s ´ 1, 1 r . Ceci peut se transformer en écrivant :

tan
arcsinx

2
“

sin arcsinx
2 cos arcsinx

2

cos2 arcsinx
2

“
sin arcsinx

cos arcsinx` 1
“

x
a

1´ sin2 arcsinx` 1

“
x

?
1´ x2 ` 1

.

2. Le changement de variable 2x´ 3 “ cosh y nous dit que

ż

a

x2 ´ 3x` 2dx “

ż

c

px´
3

2
q2 ´

1

4
dx “

1

4

ż

a

p2x´ 3q2 ´ 1p2dxq “
1

4

ż

sinh2 ydy

“
e2y ´ e´2y

32
´
y

8
` C “

sinh 2arcoshp2x´ 3q

16
´

arcoshp2x´ 3q

8
` C

avec domaine de dé�nition r2,`8r. Pour avoir une primitive sur s ´ 8, 1r il faut
poser ´2x` 3 “ cosh y.

3. Le changement de variable
2x` 1
?

3
“ sinh y nous dit que

ż

a

x2 ` x` 1dx “

ż

c

px`
1

2
q2 `

3

4
dx “

3

4

ż

d

p
2x` 1
?

3
q2 ` 1p

2dx
?

3
q

“
3

4

ż

cosh2 ydy “ 3
e2y ´ e´2y

32
`

3y

8
` C

“
3 sinh 2arsinh2x`1?

3

16
`

3arsinh2x`1?
3

8
` C

avec domaine de dé�nition R.

4. Le changement de variable
2x´ 1
?

5
“ sin y nous dit que

ż

a

´x2 ` x` 1dx “

ż

c

5

4
´ px´

1

2
q2dx “

5

4

ż

d

1´ p
2x´ 1
?

5
q2

2dx
?

5
“

5

4

ż

cos2 ydy

“
5

16
sin 2y `

5

8
y ` C “

5

16
sin 2 arcsin

2x´ 1
?

5
`

5

8
arcsin

2x´ 1
?

5
` C,

avec domaine de dé�nition r1´
?

5q{2, p1`
?

5q{2s.

l

Exercice 18

1. Montrer qu'une primitive de x ÞÑ P pxqeax, où P P RrXs est un polynôme et a un
réel, est de la forme x ÞÑ Qpxqeax ` C, où Q P RrXs est un polynôme et C est une
constante.

2. Montrer qu'une primitive de x ÞÑ P pxq cospαxq, où P P RrXs est un polynôme et α
un réel, est de la forme x ÞÑ Q1pxq cospαxq ` Q2pxq sinpαxq ` C, où Q1 et Q2 sont
des polynômes dans RrXs et C est une constante.



Proof.

1. On procède par récurrence sur le degré de P . Si degpP q ď 0, alors P “ c P R et
on pose Qpxq “ c{a. On suppose que l'énoncé est vrai pour tout polynôme P de
degré strictement inférieur à d P N˚. On va le démontrer pour le cas où P a degré
d. Comme pQpxqeax ` Cq1 “ pQ1pxq ` aQpxqqeax, il su�t de montrer qu'il existe un
polynôme Q P RrXs tel que Q1pxq ` aQpxq “ P pxq. Soit P “ cxd ` P̄ , avec c ‰ 0 et
P̄ de degré strictement inférieur à d. On pose R “ cxd{a. C'est clair que R1`aR´P
est un polynôme de degré strictement inférieur à d. Par l'hypothèse de la récurrence,
on sait qu'il existe un polynôme T tel que T 1` aT “ R1` aR´P . Alors Q “ R´ T
satisfait la propriété demandée.

2. Le même argument que celui donné pour l'item précédent est aussi valable dans ce
cas.

l



2 Algèbres de Boole de parties d'un ensemble et mesures

Exercice 19 Soit X un ensemble. On rappelle qu'une algèbre de Boole de parties de
X (ou simplement algèbre de Boole, ou algèbre d'ensembles) est une paire pX,A q,
où A Ď PpXq est une famille de parties de X qui satisfait que H, X P A et que, pour
tous A,B P A , AYB P A , AXB P A et AzB P A . 1 Soit pX,A q une algèbre de Boole.
On dé�nit A ` B “ pAzBq Y pBzAq “ pA Y BqzpA X Bq et A ¨ B “ A X B, pour tous
A,B P A . Montrer que pA ,`, ¨q est un anneau (unitaire) commutatif.

Proof. C'est clair que `, ¨ : A ˆA Ñ A sont deux lois internes commutatives. Comme
l'intersection d'ensembles est associative, le produit ¨ est associatif aussi. En outre, ` est
associative. En e�et, cela suit du fait que

A` pB ` Cq “
`

AzpB Y Cq
˘

Y
`

BzpAY Cq
˘

Y
`

CzpAYBq
˘

Y
`

AXB X C
˘

,

pour tous A,B,C P A . Cette dernière égalité suit de

AzpB ` Cq “ Az
`

pB Y CqzpB X Cq
˘

“ AX
`

pB Y Cqc Y pB X Cq
˘

“
`

AX pB Y Cqc
˘

Y
`

AX pB X Cq
˘

“
`

AzpB Y Cq
˘

Y
`

AXB X C
˘

,

où Dc “ XzD, pour tout D Ď X, et

pB ` CqzA “
`

pBzCq Y pCzBq
˘

zA “
`

BzpAY Cq
˘

Y
`

CzpAYBq
˘

.

On voit bien que H est l'élément neutre pour la somme ` et l'ensemble X est l'unité pour
le produit ¨. Il reste à véri�er la propriété distributive, i.e.

A ¨ pB ` Cq “ pA ¨Bq ` pA ¨ Cq,

pour tous A,B,C P A . En e�et,

A ¨ pB ` Cq “ AX
`

pBzCq Y pCzBq
˘

“
`

AX pBzCq
˘

Y
`

AX pCzBq
˘

“
`

pAXBqzC
˘

Y
`

pAX CqzBq
˘

“
`

pAXBqzpAX Cq
˘

Y
`

pAX CqzpAXBq
˘

“ pAXBq ` pAX Cq “ pA ¨Bq ` pA ¨ Cq,

où l'on a utilisé la distributivité de l'intersection par rapport à l'union dans la deuxième
égalité. l

Exercice 20 Donner une algèbre de Boole pR,A q telle que les singletons ne soient pas
inclus dans A .

Proof. On peut prendre A “ tH,Ru. l

Exercice 21 Soient pX,A q et pY,Bq deux algèbres de Boole. On rappelle qu'un mor-

phisme f : pX,A q Ñ pY,Bq est une application f : X Ñ Y qui satisfait que f´1pBq P A ,
pour tout B P B.

1. Soient pX,A q une algèbre de Boole et f : X Ñ Y une application. On dé�nit
f˚pA q “ tB Ď Y : f´1pBq P A u. Montrer que pY, f˚pA qq est une algèbre de Boole,
appelée l'image directe de A , et que f est un morphisme d'algèbres de Boole de
pX,A q dans pY, f˚pA qq.

1. Plusieurs auteurs n'imposent pas la condition X P A dans la dé�nition d'algèbre d'ensembles, car
ils veulent considérer après seulement des parties de mesure �nie.



2. Soient pY,Bq une algèbre de Boole et f : X Ñ Y une application. On dé�nit
f˚pBq “ tf´1pBq : B P Bu. Montrer que pX, f˚pBqq est une algèbre de Boole,
appelée l'image inverse de B, et que f est un morphisme d'algèbres de Boole de
pX, f˚pBqq dans pY,Bq.

3. Soient pX,A q et pY,Bq deux algèbres de Boole et f : X Ñ Y une application.
Montrer que f˚pBq Ď A si et seulement si f est un morphisme d'algèbres de Boole
de pX,A q dans pY,Bq, si et seulement si B Ď f˚pA q.

Proof.

1. C'est clair que H “ f´1pHq P A , ce qui implique que H P f˚pA q. De même,
la condition X P A avec X “ f´1pY q nous disent que Y P f˚pA q. En outre,
soient B,B1 P f˚pA q. Alors, f

´1pB Y B1q “ f´1pBq Y f´1pB1q, f´1pB X B1q “
f´1pBq X f´1pB1q et f´1pBzB1q “ f´1pBqzf´1pB1q sont des éléments de A , ce qui
implique que B Y B1, B X B1, BzB1 P f˚pA q, comme on voulait démontrer. Le fait
que f est un morphisme d'algèbres de Boole est immédiat.

2. C'est clair que H “ f´1pHq P f˚pBq, vu que H P B. De même, la condition Y P B
avec X “ f´1pY q nous disent que X P f˚pBq. En outre, soient A “ f´1pBq et
A1 “ f´1pB1q, avec B,B1 P B. Alors, A Y A1 “ f´1pBq Y f´1pB1q “ f´1pB Y B1q,
AXA1 “ f´1pBqXf´1pB1q “ f´1pBXB1q et AzA1 “ f´1pBqzf´1pB1q “ f´1pBzB1q
sont des éléments de f˚pBq, comme on voulait démontrer. Le fait que f est un
morphisme d'algèbres de Boole est immédiat.

3. Il s'agit d'une conséquence directe des dé�nitions.

l

Exercice 22 Soient pX,A q et pY,Bq deux algèbres de Boole. On dé�nit A b B Ď

PpX ˆ Y q comme l'ensemble formé des unions des familles �nies et disjointes des parties
de la forme A ˆ B, avec A P A et B P B. Montrer que pX ˆ Y,A b Bq est une algèbre
de Boole.

Proof. C'est clair que H “ HˆH P A b B. En outre, les conditions X P A et Y P B
nous disent que X ˆ Y P A b B. Comme

pAˆBq X pA1 ˆB1q “ pAXA1q ˆ pB XB1q,

pour tous A,A1 P A et B,B1 P B, on conclut que l'intersection de deux éléments dans
A b B appartient à A b B. Il reste à montrer que la di�érence entre deux éléments dans
A bB appartient à A bB. Pour cela, il su�t de démontrer que pAˆBqzpA1ˆB1q P A bB,
pour tous A,A1 P A et B,B1 P B. Cette dernière propriété suit de l'égalité

pAˆBqzpA1 ˆB1q “
`

pAzA1q ˆB
˘

\
`

pAXA1q ˆ pBzB1q
˘

,

et l'on remarque que l'union précédente est disjointe. C'est clair que la réunion �nie d'élé-
ments dans A bB est aussi dans A bB, puisque, si P et Q sont deux éléments de A bB,
alors P YQ “ pP zQq \Q, où l'union précédente est disjointe. l

Exercice 23 Soit pX,A q une algèbre de Boole. On rappelle qu'une mesure sur A est
une application µ : A Ñ r0,`8s telle que νpHq “ 0 et

µ

ˆ

ď

iPI

Ai

˙

“
ÿ

iPI

µpAiq,



pour toute famille disjointe pAiqiPI P A I (i.e. Ai X Ai1 “ H si i ‰ i1) avec I au plus
dénombrable telle que YiPIAi P A . Si dans la dé�nition précédente I est seulement �ni,
on dit que µ est une application additive. Soient pX,A q et pY,Bq deux algèbres de Boole
et f : X Ñ Y un morphisme d'algèbres de Boole. Montrer que, si µ : A Ñ r0,`8s est
une mesure sur A , l'application f˚µ : B Ñ r0,`8s donnée par B ÞÑ µpf´1pBqq est une
mesure sur B, appelée l'image directe de µ.

Proof. On voit bien que

f˚µpHq “ µ
`

f´1pHq
˘

“ µpHq “ 0.

En plus, soit pBiqiPN P pf˚A q
N qui satisfait que BiXBi1 “ H si i ‰ i1 et que YiPNBi P f˚A .

Alors, pf´1pBiqqiPN P A N satisfait que f´1pBiq X f´1pBi1q “ f´1pBi X Bi1q “ H si i ‰ i1

et que YiPNf
´1pBiq “ f´1pYiPNBiq P A . En plus,

f˚µ

ˆ

ď

iPN
Bi

˙

“ µ

ˆ

f´1
´

ď

iPN
Bi

¯

˙

“ µ

ˆ

ď

iPN
f´1pBiq

˙

“
ÿ

iPN
µ
`

f´1pAiq
˘

“
ÿ

iPN
f˚µpBiq,

comme on voulait démontrer. l

Exercice 24 Soient pX,A q et pY,Bq deux algèbres de Boole, munies des applications
additives µ et ν, respectivement. Montrer qu'il existe une unique application additive
µb ν : A b B Ñ r0,`8s telle que

pµb νqpAˆBq “ µpAqνpBq, (2)

pour tous A P A et B P B.

Proof. Soit P P A b B. Si P “ H, on pose µb νpP q “ 0. Cette condition est compatible
avec (2), car AˆB “ H, avec A P A et B P B, si A “ H ou B “ H. Si P ‰ H, on peut
l'écrire de la forme comme une union disjointe

P “
ğ

iPI

Ai ˆBi,

avec I �ni, Ai P A et Bi P B. On pose dans ce cas

pµb νqpP q “
ÿ

iPI

µpAiqνpBiq.

On va montrer que cette expression est bien dé�nie. En e�et, on suppose que

P “
ğ

jPJ

Cj ˆDj ,

avec J �ni, Cj P A et Dj P B. Alors,

P “ P X P “

ˆ

ğ

iPI

Ai ˆBi

˙

X

ˆ

ğ

jPJ

Cj ˆDj

˙

“
ğ

pi,jqPIˆJ

`

pAi ˆBiq X pCj ˆDjq
˘

“
ğ

pi,jqPIˆJ

`

pAi X Cjq ˆ pBi XDjq
˘

.

On voit bien que
ÿ

iPI

µpAiqνpBiq “
ÿ

pi,jqPIˆJ

µpAi X CjqνpBi XDjq “
ÿ

jPJ

µpCjqνpDjq,

comme on voulait démontrer. C'est clair que µb ν est additive. l



2.1 Intégration basique

Exercice 25 Étant donnés a ă b nombres réels, on pose Stpra, bs,Cq l'espace vectoriel
de fonctions en escalier, i.e. les fonctions f : ra, bs Ñ C telles qu'il existe une subdivision
P “ ta “ a0 ă ¨ ¨ ¨ ă an “ bu Ď ra, bs avec n P N˚ tel que f |sai,ai`1r

soit une constante
ci, pour tout i P t0, . . . , n ´ 1u. On regarde Stpra, bs,Cq comme un sous-espace vectoriel
de l'espace vectoriel normé complet Bpra, bs,Cq formé des fonctions bornées, muni de la
norme in�ni || ||8.

1. Si f est une fonction en escalier avec subdivision P “ ta “ a0 ă . . . an “ bu

on dé�nit la valeur Ipfq “
n´1
ÿ

i“0

cipai`1 ´ aiq P C, où ci “ f |sai,ai`1r
, pour tout

i P t0, . . . , n ´ 1u. Montrer que Ipfq est indépendante de la subdivision de f et que
l'application I : Stpra, bs,Cq Ñ C est linéaire.

2. Montrer que
|Ipfq| ď pb´ aq.||f ||8,

pour tout f P Stpra, bs,Cq, i.e. l'application linéaire I : Stpra, bs,Cq Ñ C est conti-
nue pour la norme in�ni. En conséquence, I s'étend en une unique application li-
néaire continue Ī : Stpra, bs,Cq Ñ C telle que |Īpfq| ď pb ´ aq.||f ||8, pour tout
f P Stpra, bs,Cq, où Stpra, bs,Cq est l'adhérence de Stpra, bs,Cq dans Bpra, bs,Cq.

On appelle Stpra, bs,Cq l'espace des fonctions réglées ou intégrables (au sens réglé), et on

écrit Īpfq “
ż b

a
fpxqdx. 2

Proof. Il s'agit d'un résultat du cours. l

Exercice 26 Fonctions en escalier Soit f : ra, bs Ñ R telle que f ne prenne qu'un nombre
�ni de valeurs. On note Γ “ fpra, bsq. On suppose |Γ| ě 2.

On suppose de plus que f admet en tout point une limite à droite et une limite à gauche.

1. Soit ε0 “ mint|y ´ y1| : y, y1 P Γ, y ‰ y1u. Montrer que ε0 ą 0.

2. Montrer que pour tout x P ra, b r , il existe η ą 0 tel que la restriction de f à
sx, x` η rXra, bs est constante de valeur fpx`q.

3. Si x P sa, b r , on dé�nit Ix “ ty P sx, bs : fpyq ‰ fpx`qu. Si Ix ‰ H, on note x̄
la borne inférieure de Ix. Si Ix “ H, on note x̄ “ b. Montrer que x̄ ą x et que
la restriction de f à sx, x̄ r est constante. Montrer que si x̄ ‰ b, fpx̄q ‰ fpx`q ou
fpx̄`q ‰ fpx`q.

4. On dé�nit par récurrence la suite pxnqnPN par x0 “ a et si xn ‰ b, xn`1 “ x̄n. Si
xn “ b, xn`1 “ b. Montrer qu'il existe N P N tel que xN “ b. En déduire que f est
une fonction en escalier.

5. Montrer que la conclusion de la question précédente est fausse si on enlève l'hypothèse
d'existence de limites.

2. Cette notion d'intégrabilité n'est pas précisément celle de Riemann (i.e. les fonctions f P Bpra, bs,Cq
telles que, pour tout ε ą 0, il existe g, h P Stpra, bs,Cq telles que |fpxq ´ gpxq| ď hpxq, pour tout x P ra, bs,
et Iphq ď ε). Plus précisément, toute fonction réglée est intégrable au sens de Riemann, mais la réciproque
n'est pas vraie (e.g., f : r0, 2s Ñ R telle que fp1 ` 1{nq “ 1, si n P N˚, et zéro sinon), mais la théorie de
fonctions réglées satisfait des propriétés plus �raisonnables� que celles de la théorie standard de Riemann.
C'est pour cela que plusieurs mathématiciens proposent que la notion d'intégrale réglée remplace celle de
Riemann (voir Berberian, S. K. Classroom Notes : Regulated Functions : Bourbaki's Alternative to the
Riemann Integral. Amer. Math. Monthly 86 (1979), no. 3, 208�211).



Proof. Il s'agit d'un résultat du cours. l

Exercice 27 Une fonction continue est limite uniforme d'une suite croissante de fonctions

en escalier Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction continue.

1. Soit ωnpfq “ supt|fpxq´ fpyq| : x, y P r0, 1s, |x´ y| ď 1{nu. Montrer que ωnpfq tend
vers 0 quand n tend vers `8.

2. Soit σn la subdivision donnée par tj{2n : j P t0, . . . , 2nuu. Montrer que σn`1 est plus
�ne que σn.

3. On dé�nit la suite gn de fonctions en escalier de r0, 1s dans R de la façon suivante.
Pour 0 ď k ă 2n et x P rk{2n, pk ` 1q{2n r , on pose

gnpxq “ inf

"

fpyq : y P

„

k

2n
,
k ` 1

2n

*

.

En plus, on dé�nit gnp1q “ fp1q. Montrer que gn ď gn`1.

4. Montrer que pour tout n P N et pour tout x P r0, 1s, |gnpxq ´ fpxq| ď ω2npfq. En
déduire que la suite pgnqnPN converge uniformément vers f .

5. Comment feriez-vous pour construire une suite décroissante de fonctions en escalier
convergeant uniformément vers f ?

Proof. Il s'agit d'un résultat du cours. l

Exercice 28 Soit f : r0, 1s Ñ R la fonction dé�nie par

fpxq “

#

0, si x P pr0, 1szQq Y t0u,
1{q, si x “ p{q avec p, q P N˚, p ď q et PGCDpp, qq “ 1.

1. Soit x R Q et soit ppn{qnqnPN une suite de rationnels tendant vers x. Soit FN “ tp{q P
r0, 1s : 0 ă q ď N, p P Nu.
(i) Montrer que FN est un ensemble �ni.

(ii) En déduire qu'il existe ε ą 0 tel que |x´ y| ą ε, pour tout y P FN .
(iii) En déduire qu'il existe n0 P N tel que qn ą N , pour tout n ě n0.

(iv) En déduire que la suite pqnqnPN tend vers `8.

2. Montrer que f est continue en tout point de r0, 1szQ et en 0, et elle est discontinue
en tout point de QXs 0, 1s.

3. Soit ε ą 0 et F 1ε “ tx P r0, 1s : fpxq ą εu.

(i) Montrer que F 1ε est �ni.
(ii) Construire une fonction en escalier gε telle que }gε ´ f}8 ă ε.

(iii) Que vaut
ż 1

0
gεpxqdx ?

4. La fonction f est-elle continue par morceaux ?

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 29 Soit x P R.
1. Donner la nature des suites

(i) p1`
x

n
qn, (ii) n sin

´x

n

¯

.



2. Étudier la convergence uniforme sur R ou sur les compacts de R.

Proof.

1. C'est clair pour x “ 0, et pour x ‰ 0

lim
nÑ`8

ˆ

1`
x

n

˙n

“ lim
nÑ`8

exp

ˆ

n ln
´

1`
x

n

¯

˙

“ lim
nÑ`8

exp

ˆ

n
´x

n
` o

´x

n

¯¯

˙

“ ex.

(3)
En outre, si x ‰ 0,

lim
nÑ`8

n sinpx{nq “ lim
nÑ`8

x
sinpx{nq

x{n
“ x (4)

et si x “ 0
lim

nÑ`8
n sinpx{nq “ 0 “ x. (5)

2. La convergence n'est pas uniforme sur R. En e�et, pour la première suite on considère
la suite pxnqnPN donnée par xn “ n. Elle satisfait que p1 ` xn{nq

n “ 2n. Comme
|2n ´ en| converge vers `8, on voit bien que la convergence n'est pas uniforme. De
même, pour la deuxième suite on observe que pxnqnPN donnée par xn “ nπ véri�e
que n sinpxn{nq “ 0. Comme |n sinpπq ´ n| “ n converge vers `8, on voit bien que
la convergence n'est pas uniforme.
Sur les compacts, il su�t de démontrer la convergence uniforme sur r´R,Rs pour
R ą 0 �xé. D'après le développement limité de lnp1 ` yq au voisinage de 0, on sait
qu'il existe η ą 0 tel que | lnp1` yq ´ y| ď y2 pour tout y P r´η, ηs. Ainsi, pour tout
n ě N où N est �xé tel que R{N ď η, on peut appliquer cette égalité à x{n, quelque
soit x P r´R,Rs :

ˇ

ˇ

ˇ
n ln

´

1`
x

n

¯

´ x
ˇ

ˇ

ˇ
ď
x2

n
ď
R2

n
.

Cette inégalité nous permets aussi de dire que

n ln
´

1 `
x

n

¯

P r´R ´ R2{n,R ` R2{ns Ă r´R ´ R2, R ` R2s ce qui est utile pour

l'inégalité des accroissements �nis appliquées à la fonction exponentielle
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

1`
x

n

˙n

´ ex

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

exp

ˆ

n ln
´

1`
x

n

¯

˙

´ exppxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

´

sup
yPr´R´R2,R`R2s

|ey|
¯ˇ

ˇ

ˇ
n ln

´

1`
x

n

¯

´ x
ˇ

ˇ

ˇ

sup
xPr´R,Rs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

1`
x

n

˙n

´ ex

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
R2eR`R

2

n
Ñ 0 quand nÑ8.

On raisonne de même pour (ii), mais en utilisant que | sin y ´ y| ď y2 pour tout
y P r´η, ηs. Ainsi, pour tout n ě N où N est �xé tel que R{N ď η, on peut
appliquer cette égalité à x{n, quelque soit x P r´R,Rs :

ˇ

ˇ

ˇ
n sin

x

n
´ x

ˇ

ˇ

ˇ
ď
x2

n
ď
R2

n
Ñ 0 quand nÑ8.

Dans les deux cas, nous avons donc la convergence uniforme sur tout compact.

l

Exercice 30 Donner la nature des séries numériques

(a)
8
ÿ

n“3

1

nα lnβpnq
, avec α, β P Rě0, (b)

8
ÿ

n“1

p´1qn
?
n

.

Proof.



1. On remarque d'abord que lnpnq ě 1, pour tout n P Ně3. Cela nous dit que, si α ą 1,
alors

8
ÿ

n“3

1

nα lnβpnq
ď

8
ÿ

n“3

1

nα
,

qui converge par le critère de Riemann.

Pour α ă 1, nous considérons γ “
1` α

2
Psα, 1r ainsi

1

nα lnβpnq
ě

1

nγ
nγ´α

lnβpnq
ě

C

nγ

et donc la série
8
ÿ

n“3

1

nα lnβpnq
diverge.

Pour α “ 1, par décroissance de la fonction fpxq “ 1{px lnβ xq on a

ż N`1

3
fpxq dx ď

N
ÿ

n“3

fpnq ď

ż N

2
fpxq dx.

En calculant
ż N

2
fpxq dx “ ´

1

β ´ 1

1

lnβ´1N
`

1

β ´ 1

1

lnβ´1 2
pour β ‰ 1 et

ż N

2
fpxq dx “

ln lnN ´ ln ln 2, nous concluons que la série converge si et seulement si β ą 1.

2. Comme la suite p1{
?
nqnPN˚ est décroissante avec limite zéro, le théorème des séries

alternées nous dit que
8
ÿ

n“1

p´1qn
?
n

est convergente.

l

Exercice 31 Donner la nature des séries de fonctions suivantes

(a)
8
ÿ

n“0

xn

n!
, (b)

8
ÿ

n“1

sinpnxq

n2
, (c)

8
ÿ

n“0

2´n cosp3nxq.

Préciser les intervalles sur lesquels la convergence est uniforme.

Proof.

1. Le critère de D'Alembert nous dit que le rayon de convergence de la série entière est
`8. Cela implique que la série converge uniformément sur tout intervalle �ni de R.
Par contre, la série ne converge pas uniformément sur R.

2. Comme
8
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpnxq

n2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

n“1

1

n2
,

pour tout x P R, et la dernière série numérique converge, le critère de Weierstrass

nous dit que la série
8
ÿ

n“1

sinpnxq{n2 converge absolument et uniformément sur R.

3. Comme
8
ÿ

n“0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cosp3nxq

2n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

8
ÿ

n“0

1

2n
,

pour tout x P R, et la dernière série numérique converge, le critère de Weierstrass

nous dit que la série
8
ÿ

n“0

cosp3nxq{2n converge absolument et uniformément sur R.

l

Exercice 32 On considère la fonction f : r1, 2s Ñ R donnée par fpxq “ x´2. Soit n P N˚.
On découpe l'intervalle r1, 2s en n intervalles égaux. Les bornes des intervalles sont dé�nies
à l'aide des points xi “ pn` iq{n, pour 0 ď i ď n.



1. Que représente la somme

Sn “
1

n

n
ÿ

i“1

fpxiq

pour n P N˚ ?
2. Montrer que

Sn “ n
n
ÿ

i“1

1

pn` iq2
,

pour tout n P N˚.
3. Démontrer que

n
n
ÿ

i“1

1

pn` iqpn` i` 1q
ă Sn ă n

n
ÿ

i“1

1

pn` i´ 1qpn` iq
,

pour tout n P N˚.
4. En déduire que

n2

pn` 1qp2n` 1q
ă Sn ă

1

2
,

pour tout n P N˚.
Indication : remarquer que

1

kpk ` 1q
“

1

k
´

1

k ` 1
.

5. En déduire que

lim
nÑ8

Sn “
1

2
.

6. Calculer
ż 2

1
fpxqdx.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 33 Autour des mesures de réunion �nie d'intervalles Tous les intervalles consi-
dérés dans cet exercice seront inclus dans ra, bs. Soit U l'ensemble des réunions �nies d'in-
tervalles inclus dans ra, bs.

1. Montrer que si X Ă ra, bs est un ensemble �ni, alors X P U .
2. Soit X Ď ra, bs. Montrer que la fonction indicatrice 1X de X est une fonction en

escalier sur ra, bs si et seulement si X P U .
3. Montrer que si A et B appartiennent à U , alors A Y B P U et A X B P U . Montrer

que si A P U , ra, bszA P U .

4. On dé�nit l'application m de U dans R par mpXq “
ż b

a
1Xpxqdx.

(i) Montrer que si X est un intervalle, mpXq est égal à la longueur de X.

(ii) Montrer que si X P U et J est un ensemble �ni, alors mpX Y Jq “ mpXq.

(iii) Montrer que si X Ď Y et X,Y P U , mpXq ď mpY q.

(iv) Montrer que si X Ď Y et X,Y P U , mpX Y Y q “ mpXq `mpY q ´mpX X Y q.



5. Montrer que si pXnqnPN˚ est une suite d'éléments de U deux à deux disjoints, alors

`8
ÿ

n“1

mpXnq ă `8.

Proof.

1. Comme tout point est un intervalle de longueur zéro, le résultat est immédiat.

2. On remarque d'abord que tout élément X P U est de la forme X “ Yni“1Ii, où
Ii Ď ra, bs est un intervalle avec bornes ai ď bi pour tout i P t1, . . . , nu, et bi ă ai`1,

pour tout i P t1, . . . , n ´ 1u. Soit X P U comme ci-dessus. Alors 1X “

n
ÿ

i“1

1Iis est

une fonction en escalier pour la subdivision a ď a1 ď b1 ă ¨ ¨ ¨ ă an ď bn ď b.
Réciproquement, soit X Ď ra, bs tel que 1X est un fonction en escalier pour la
subdivision a “ c0 ă ¨ ¨ ¨ ă cn`1 “ b, alors, pour tout i P t0, . . . , nu, s ci, ci`1 rĎ X
ou s ci, ci`1 rXX “ H. Soient I “ ti P t0, . . . , nu : s ci, ci`1 rĎ Xu et J “ i P
t0, . . . , nu : ci P Xu Alors X es la réunion des points dans J et des intervalles dans I.

3. Soient A “ Y`PLI` et B “ Y`1PL1J`1 , avec L et L1 deux ensembles �nis d'indices et
I`, J`1 Ď ra, bs des intervalles pour tout ` P L et `1 P L1. Alors A Y B “ Y`PLI` Y
Y`1PL1J`1 P U . En outre, comme l'intersection de deux intervalles est un intervalle, AX
B “ Y`PLY`1PL1 pI`XJ`1q P U . Finalement, c'est clair que si I Ď ra, bs est un intervalle,
alors ra, bszI est la réunion de deux intervalles. Alors, ra, bszA “ Y`PLpra, bszI`q P U .

4. Tous les items sont immédiats.

5. On pose Yn “ \
n
i“1Xn P U . La réunion étant disjointe implique que

sn “ mpYnq “
n
ÿ

i“1

mpXnq.

Comme mpXnq ě 0 pour tout n P N˚, la suite psnqnPN˚ est croissante. En outre, l'in-
clusion Yn Ď ra, bs nous dit que sn “ mpYnq ď b´a, i.e. la suite psnqnPN˚ est bornée.
Le théorème de Bolzano-Weierstrass nous dit alors que psnqnPN˚ est convergente.

l

2.2 Quelques applications

Exercice 34 Produit de Wallis

1. Montrer que
ż

sinnpxqdx “ ´
1

n
sinn´1pxq cospxq `

n´ 1

n

ż

sinn´2pxqdx,

pour tout entier n ě 2.

2. À partir d'une récurrence et de l'item précédent, en déduire que
ż π{2

0
sin2npxqdx “

2n´ 1

2n

2n´ 3

2n´ 2
. . .

1

2

π

2
“
π

2

n
ź

i“1

2i´ 1

2i

et
ż π{2

0
sin2n`1pxqdx “

2n

2n` 1

2n´ 2

2n´ 1
. . .

2

3
“

n
ź

i“1

2i

2i` 1
,

pour tout n P N.



3. Utiliser l'item précédent et le fait que les puissances de sinpxq sont décroissantes
(pour x P r0, π{2s) pour conclure que

1

1` 1{p2nq
ď

şπ{2
0 sin2n`1pxqdx
şπ{2
0 sin2npxqdx

ď 1,

pour tout n P N˚.
4. En déduire le produit de Wallis

π

2
“ lim

nÑ`8

n
ź

i“1

p2iq2

p2i´ 1qp2i` 1q
.

5. Montrer que
?
π “ lim

nÑ`8

pn!q222n

p2nq!n1{2
. (6)

Indication : réécrire le produit de Wallis sous la forme

π

2
“ lim

nÑ`8

n
ź

i“1

p2iq2

p2i´ 1q2
1

2n` 1

et prendre la racine carrée.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 35 Formule de Stirling

1. Soient φ, ψ : s ´ 1, 1 rÑ R dé�nies par

φpxq “
1

2
ln

ˆ

1` x

1´ x

˙

´ x et ψpxq “ φpxq ´
x3

3p1´ x2q
.

Montrer que

φ1pxq “
x2

1´ x2
et ψ1pxq “

´2x4

3p1´ x2q2

pour tout x P s ´ 1, 1 r . En déduire que φpxq ą 0 et ψpxq ă 0, pour tout x P s 0, 1 r .

2. En déduire que

0 ď
1

2
ln

ˆ

1` x

1´ x

˙

´ x ď
x3

3p1´ x2q
,

pour tout x P r0, 1 r .

3. Soit xn “ 1{p2n` 1q, pour n P N. Montrer que

1` xn
1´ xn

“
n` 1

n
et

x3
n

3p1´ x2
nq
“

1

12p2n` 1qnpn` 1q
,

pour tout n P N˚.
4. En déduire que

0 ď
1

2
ln

ˆ

n` 1

n

˙

´
1

2n` 1
ď

1

12p2n` 1qnpn` 1q
,

ou, de façon équivalente,

0 ď

ˆ

n`
1

2

˙

ln

ˆ

n` 1

n

˙

´ 1 ď
1

12

ˆ

1

n
´

1

n` 1

˙

,

pour tout n P N˚.



5. Soient panqnPN˚ et pbnqnPN˚ deux suites réelles données par

an “
nn`1{2e´n

n!
et bn “ ane

1{p12nq.

Montrer que an ď bn, an ď an`1 et bn`1 ď bn, pour tout n P N˚. En déduire qu'il
existe un unique nombre réel c ą 0 tel que an ď c ď bn, pour tout n P N˚.

6. En déduire que, pour tout n P N˚, il existe θn P r0, 1s tel que

n! “ c´1nn`1{2e´neθn{p12nq. (7)

7. Utiliser (6) pour montrer que c “ 1{
?

2π.
Indication : remplacer n par 2n dans (7) et prendre la limite quand n tend vers
`8 pour obtenir

c “ lim
nÑ`8

p2nq2n`1{2e´2n

p2nq!
“ lim

nÑ`8

pn!q222n
?

2

p2nq!
?
n

ˆ

nn`1{2e´n

n!

˙2

“
?

2πc2,

où l'on a utilisé (6) dans la dernier égalité.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l



3 Intégration élémentaire (2ème partie)

Exercice 36 Soit f : ra, bs Ñ R une fonction continue par morceaux.

1. Montrer que
ż b

a
fpxqdx “

ż b

a
fpa` b´ xqdx.

2. En déduire la valeur des intégrales suivantes :

(i)
ż π

0

x sinpxq

1` cos2pxq
dx, (ii)

ż π
4

0
lnp1` tanpxqqdx.

Proof.

1. Nous ne pouvons pas appliquer directement le théorème de changement de variable
car la fonction f n'est pas supposé continue.
Si f est une fonction en escalier sur ra, bs, on montre que f̃pxq “ fpa`b´xq est aussi

une fonction en escalier sur ra, bs telle que
ż b

a
f “

ż b

a
f̃ . Par densité des fonctions

en escaliers, on montre que la propriété reste vrai sur les fonctions continue par
morceaux.

2. L'égalité précédente nous dit que
ż π

0

x sinpxq

1` cos2pxq
dx “

ż π

0

pπ ´ xq sinpxq

1` cos2pxq
dx,

où l'on a utilisé que sinpπ ´ xq “ sinpxq et cospπ ´ xq “ ´ cospxq. En conséquence,
ż π

0

x sinpxq

1` cos2pxq
dx “

1

2

ż π

0

π sinpxq

1` cos2pxq
dx “ ´

π

2

„

arctan
`

cospxq
˘

π

0

“
π2

4
.

De même,
ż π

4

0
lnp1` tanpxqqdx “

ż π
4

0
ln

ˆ

2

1` tanpxq

˙

dx,

où l'on a utilisé que sinpπ{4´xq “
?

2pcospxq´sinpxqq{2 et cospπ{4´xq “
?

2pcospxq`
sinpxqq{2. En conséquence,

ż π
4

0
lnp1` tanpxqqdx “

π lnp2q

8
.

l

Exercice 37 Soit f : ra, bs Ñ C continue et soit g : ra, bs Ñ Rě0 continue et décroissante.

Pour x P ra, bs, on note F pxq “
ż x

a
fptqdt et Hpxq “

ż x

a
|fptq|dt. Soit N P N˚ et xj “

a` jpb´ aq{N , pour tout j P t0, . . . , Nu. Soient

IN “
N´1
ÿ

j“0

ż xj`1

xj

fptqgpxjqdt et I “
ż b

a
fptqgptqdt.

1. Montrer que

|IN ´ I| ď
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘`

Hpxj`1q ´Hpxjq
˘

.

En déduire que IN tend vers I quand N tend vers `8.



2. Montrer que

IN “
N´1
ÿ

j“0

gpxjq
`

F pxj`1q ´ F pxjq
˘

“ gpbqF pbq `
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

F pxj`1q.

En déduire que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fptqgptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď gpaq sup
cPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż c

a
fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

3. On suppose maintenant que f est une fonction à valeurs réelles. Montrez qu'il existe
c P ra, bs tel que

ż b

a
fptqgptqdt “ gpaq

ż c

a
fptqdt.

Indication : se servir de la fonction Gpxq “ maxpF pxq, 0q pour majorer l'expression
de IN dans l'item précédent.

Proof.

1. On voit bien que

|IN ´ I| ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N´1
ÿ

j“0

ż xj`1

xj

fptq
`

gpxjq ´ gptq
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

N´1
ÿ

j“0

ż xj`1

xj

ˇ

ˇ

ˇ
fptq

`

gpxjq ´ gptq
˘

ˇ

ˇ

ˇ
dt

ď

N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

ż xj`1

xj

|fptq|dt “
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘`

Hpxj`1q ´Hpxjq
˘

.

Comme la fonction H est continue sur un intervalle fermé et borné, elle est uniformé-
ment continue. En particulier, étant donné ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que |x ´ y| ă δ
implique |Hpxq ´Hpyq| ă ε{pgpaq ´ gpbqq. On �xe ε ą 0 et on prend N0 P N˚ tel que
N0 ą 1{δ. Alors

N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘`

Hpxj`1q ´Hpxjq
˘

ă
ε

gpaq ´ gpbq

N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

“ ε,

pour tout N ě N0. Cela implique que IN converge vers I quand N tend vers `8.

2. L'égalité

IN “
N´1
ÿ

j“0

gpxjq
`

F pxj`1q ´ F pxjq
˘

suit directement de la dé�nition de F . En outre,

N´1
ÿ

j“0

gpxjq
`

F pxj`1q ´ F pxjq
˘

“

N´1
ÿ

j“0

gpxjqF pxj`1q ´

N´1
ÿ

j“0

gpxjqF pxjq

“

N´1
ÿ

j“0

gpxjqF pxj`1q ` gpbqF pbq ´
N
ÿ

j“1

gpxjqF pxjq

“

N´1
ÿ

j“0

gpxjqF pxj`1q ` gpbqF pbq ´
N´1
ÿ

j“0

gpxj`1qF pxj`1q

“ gpbqF pbq `
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

F pxj`1q,



où l'on a utilisé dans la troisième égalité que F paq “ 0 et on a changé l'indice j par
j ` 1 dans la dernière somme dans la quatrième égalité.

La deuxième égalité de cet item implique que, pour tout N P N˚,

|IN | ď gpbq
ˇ

ˇF pbq
ˇ

ˇ`

N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘ˇ

ˇF pxj`1q
ˇ

ˇ

ď

´

gpbq `
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

¯

sup
cPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż c

a
fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ gpaq sup
cPra,bs

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż c

a
fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

où l'on a utilisé que |F pxq| ď supt|F pcq| : c P ra, bsu, pour tout x P ra, bs. Si l'on
prend la limite quand N tend vers `8 on trouve l'inégalité demandée.

3. D'abord on peut supposer sans perte de généralité que I ‰ 0 (sinon c “ a marche),
et même I ą 0 (sinon, on peut changer f par ´f). On suppose aussi gpaq ą 0 (sinon
c “ a marche). On dé�nit la fonction continue Gpxq “ maxp0, F pxqq, et on note que
En outre,

IN “ gpbqF pbq `
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

F pxj`1q

ď gpbqGpbq `
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

Gpxj`1q

ď gpbq sup
cPra,bs

Gpcq `
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

sup
cPra,bs

Gpcq

“

ˆ

gpbq `
N´1
ÿ

j“0

`

gpxjq ´ gpxj`1q
˘

˙

sup
cPra,bs

Gpcq “ gpaq sup
cPra,bs

Gpcq,

Le premier item nous dit alors que I ď gpaq sup
cPra,bs

Gpcq, ce qui implique qu'il existe

c P ra, bs tel que I “ gpaqGpcq, d'après le théorème de la valeur intermédiaire, vu que
Gpaq “ 0. Comme I, gpaq ą 0, alors Gpcq est aussi positif et donc il coïncide avec
F pcq.

l

Exercice 38 Soit f : R Ñ R une fonction continue et décroissante, tendant vers 0 en

`8. Montrez que la suite de terme général
ż n2

n
fptqeitdt admet une limite quand n tend

vers `8.

Proof. Il s'agit d'un conséquence immédiate de l'exercice 2. l

Exercice 39 Irrationalité de π Dans cet exercice, on va montrer que π est irrationnel (on
utilise la dé�nition de π donnée dans l'exercice 3 de la �che 0). On procède par l'absurde :
on suppose alors π “ p{q, avec p, q P N˚ premiers entre eux. Pour tout n P N, on dé�nit le
polynôme

fnpxq “
xnpp´ qxqn

n!
.

1. Montrer que fnp0q “ 0 et que fnpπ ´ xq “ fnpxq, pour tout n P N˚. En déduire que
f pkqn pπ ´ xq “ p´1qkf pkqn pxq, pour tous n, k P N˚.



2. Montrer que f pkqn p0q P Z, pour tous n, k P N. En déduire que f pkqn pπq P Z, pour tous
n, k P N.

3. On pose

Fnpxq “
n
ÿ

k“0

p´1qkf p2kqn pxq,

pour tout n P N. Montrer que Fnp0q, Fnpπq P Z, pour tout n P N.
4. Montrer que Fnpxq ` F

2
npxq “ fnpxq et que

d

dx

`

F 1npxq sinpxq ´ Fnpxq cospxq
˘

“ fnpxq sinpxq,

pour tout n P N. En déduire que
ż π

0
fnpxq sinpxqdx “ Fnpπq ` Fnp0q P Z.

5. Montrer que

0 ă fnpxq sinpxq ă
pnπn

n!
,

pour tout n P N et x P s 0, π r . En déduire que

0 ă

ż π

0
fnpxq sinpxqdx ă

πppπqn

n!
,

pour tout n P N. Conclure.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 40 Inégalité de Hölder Soient p, q P R tels que p, q ą 1 et 1{p` 1{q “ 1. Soient
f et g deux fonctions continues de ra, bs dans R.

1. Montrer que, pour tout u, v P Rě0, u
1{pv1{q ď u{p` v{q.

2. En déduire que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fptqgptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
ż b

a
|fptq|pdt

˙

1
p
ˆ
ż b

a
|gptq|qdt

˙

1
q

.

Proof.

1. L'identité est immédiate si u “ 0 ou v “ 0. On suppose alors u, v ą 0. Sans perte
de généralité on peut supposer que u ě v. On pose x “ u{v. L'identité u1{pv1{q ď

u{p` v{q devient x1{p ď 1{q ` x{p. Elle est véri�ée pour x “ 1. En outre, la dérivée
x´1{q{p du membre de gauche est clairement inférieure à la dérivée 1{p du membre
de droite pour x ą 1. Cela implique que x1{p ď 1{q ` x{p, pour tout x ě 1, ce qui
montre l'inégalité demandée.

2. Pour t P ra, bs, on prend

uptq “
|fptq|p

şb
a |fptq|

pdt
et vptq “

|gptq|q
şb
a |gptq|

qdt
.

D'après l'inégalité dans l'item précédent, on voit que

uptq1{pvptq1{q ď
1

p

|fptq|p
şb
a |fptq|

pdt
`

1

q

|gptq|q
şb
a |gptq|

qdt
.



Si l'on intègre sur ra, bs les fonctions dans l'inégalité précédente on déduit que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fptqgptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˆ
ż b

a
|fptq|pdt

˙

1
p
ˆ
ż b

a
|gptq|qdt

˙

1
q

.

l

Exercice 41 Soit f : s 0, 1 rÑ R la fonction dé�nie par x ÞÑ px´ 1q{ lnpxq.

1. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur r0, 1s.

2. Soit ϕ : s 0, 1 rÑ R dé�nie par ϕpxq “
ż x2

x
dt{ lnptq. Montrer que ϕ se prolonge en

une fonction continue sur r0, 1s.
Indication : pour la limite en 1, on pourra utiliser une primitive de 1{pt lnptqq.

3. Montrer que ϕ est dérivable sur s 0, 1 r . Est-elle dérivable en 0 et 1 ?

4. Calculer
ż 1

0
fptqdt.

Proof.

1. C'est clair que la limite de fpxq quand x ą 0 tend vers 0 est 0. En outre, la règle de
Bernoulli-L'Hôpital nous dit que

lim
xÑ1´

x´ 1

lnpxq
“ lim

xÑ1´

1

1{x
“ 1.

2. C'est clair que la limite de ϕpxq quand x ą 0 tend vers 0 est 0. Par ailleurs,

ż x2

x

dt

lnptq
“

ż x2

x

pt´ 1qdt

t lnptq
`

ż x2

x

dt

t lnptq
“

ż x2

x

pt´ 1qdt

t lnptq
`

„

ln
`
ˇ

ˇ lnptq
ˇ

ˇ

˘

x2

x

“

ż x2

x

pt´ 1qdt

t lnptq
` ln

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lnpx2q

lnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

“

ż x2

x

pt´ 1qdt

t lnptq
` lnp2q,

(8)

pour tout x P s 0, 1 r . En plus, d'après l'item précédent, la fonction t ÞÑ pt´1q{pt lnptqq
peut se prolonger par continuité en t “ 1, ce qui nous dit que l'intégrale

Gpxq “

ż 1

x

pt´ 1qdt

t lnptq

converge et elle est une fonction continue sur s 0, 1s. Cela implique que

lim
xÑ1´

ϕptq “ lnp2q.

3. Soit F ptq une primitive de 1{ lnptq dé�nie sur s 0, 1 r . Alors ϕpxq “ F px2q´F pxq sur
s 0, 1 r et en particulier

ϕ1pxq “ 2xF 1px2q ´ F 1pxq “
2x

lnpx2q
´

1

lnpxq
“

x

lnpxq
´

1

lnpxq
“
x´ 1

lnpxq
,

pour tout x P s 0, 1 r . En outre, la règle de Bernoulli-L'Hôpital nous dit que

lim
xÑ0`

ϕpxq

x
“ lim

xÑ0`

ϕ1pxq

1
“ lim

xÑ0`

x´ 1

lnpxq
“ 0.

Le même argument nous dit que la dérivée de ϕpxq en x “ 1 est

lim
xÑ1´

x´ 1

lnpxq
“ 1.



4. C'est clair que
ż 1

0
fptqdt “ lim

xÑ1´
ϕptq “ lnp2q.

l

Exercice 42 On dé�nit f : Rě0 Ñ R via fpxq “ e´x
2

ż x

0
et

2
dt.

1. Montrer que

fpxq ě
1

2x
´
e´x

2

2x
,

pour tout x P Rě0.

2. En découpant l'intervalle r0, xs en r0, x´
?
xs et rx´

?
x, xs pour x ą 1, montrer que

fpxq est équivalent à 1{p2xq en `8.

Proof.

1. On remarque que

fpxq ě
1

2x
´
e´x

2

2x

est équivalente à

2x

ż x

0
et

2
dt ě ex

2
´ 1,

pour tout x P Rě0. Pour démontrer cette inégalité, on observe qu'elle est véri�ée si

x “ 0 et pour x ą 0 la dérivée 2xex
2
`2

ż x

0
et

2
dt du membre de gauche est clairement

supérieure ou égale à la dérivée 2xex
2
du membre de droite.

2. On voit bien que

0 ď 2xe´x
2

ż x´
?
x

0
et

2
dt ď 2xpx´

?
xqe´x

2
epx´

?
xq2 “

2xpx´
?
xq

exp2
?
x´1q

.

Comme le dernier membre de cette inégalité converge vers zéro quand x tend vers

`8, l'intégrale ď 2xe´x
2

ż x´
?
x

0
et

2
dt.

En outre, une intégration par parties nous dit que

2xe´x
2

ż x´
?
x

0
et

2
dt “ 2xe´x

2

„

et
2

2t

x

x´
?
x

` xe´x
2

ż x

x´
?
x

et
2

t2
dt

“ 1´
1

exp2
?
x´1qp1´ 1{

?
xq
` xe´x

2

ż x

x´
?
x

et
2

t2
dt.

(9)

C'est clair que la limite du deuxième opérande dans le dernier membre de (13) est
zéro quand x tend vers `8. Par ailleurs,

0 ď xe´x
2

ż x

x´
?
x

et
2

t2
dt ď xe´x

2 ex
2

px´
?
xq2
?
x “

1
?
x´ 2` 1{

?
x
.

Comme le dernier membre de cette inégalité converge vers zéro quand x tend vers
`8, la limite du dernier opérande dans le dernier membre de (13) est zéro quand x
tend vers `8. Cela montre que (13) converge vers 1 quand x tend vers `8.



l

Exercice 43 Déterminer la limite des sommes suivantes quand n tend vers `8, en les
interprétant comme des sommes de Riemann :

(a) Sn “
n
ÿ

k“1

n` k

n2 ` k2
, (b) Sn “

n
ÿ

k“1

k2

n2pn3 ` k3q1{3
, (c) Sn “

n
ÿ

k“1

k

n2
sinpkπ{pn` 1qq,

(d) Sn “
1

n

n´1
ÿ

k“0

cos2pkπ{nq, (e) Sn “
n´1
ÿ

k“0

1

2n` 3k
, (f) Sn “

n´1
ÿ

k“0

1
?
n2 ´ k2

,

(g) Sn “
2n
ÿ

k“n

π

k
. En déduire la valeur de la limite

lim
nÑ`8

2n
ÿ

k“n

sinpπ{kq.

Proof.

1. On voit bien que

Sn “
n
ÿ

k“1

n` k

n2 ` k2
“

n
ÿ

k“1

1

n

1` k{n

1` pk{nq2

coïncide avec une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée par
fpxq “ p1 ` xq{p1 ` x2q associée à la subdivision txj “ j{n : j P t0, . . . , nuu de
l'intervalle r0, 1s. En conséquence,

lim
nÑ`8

Sn “

ż 1

0

1` x

1` x2
dx “

„

arctanpxq `
lnp1` x2q

2

1

0

“
π ` lnp4q

4
.

2. C'est clair que

Sn “
n
ÿ

k“1

k2

n2pn3 ` k3q1{3
“

n
ÿ

k“1

1

n

pk{nq2

p1` pk{nq3q1{3

coïncide avec une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée par
fpxq “ x2{p1 ` x3q1{3 associée à la subdivision txj “ j{n : j P t0, . . . , nuu de
l'intervalle r0, 1s. En conséquence,

lim
nÑ`8

Sn “

ż 1

0

x2

3
?

1` x3
dx “

„

1

2
p1` x3q2{3

1

0

“
1
3
?

2
´

1

2
.

3. On voit bien que

Sn “
n
ÿ

k“1

k

n2
sinpkπ{pn` 1qq “

ˆ

n` 1

n

˙2 n
ÿ

k“0

1

n` 1

k

n` 1
sinpkπ{pn` 1qq

est le produit de pn`1q2{n2 et une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R
donnée par fpxq “ x sinpπxq associée à la subdivision txj “ j{pn`1q : j P t0, . . . , n`
1uu de l'intervalle r0, 1s. En conséquence,

lim
nÑ`8

Sn “

ż 1

0
x sinpπxqdx “

„

sinpπxq

π2
´
x cospπxq

π

1

0

“
1

π
.



4. C'est clair que

Sn “
1

n

n´1
ÿ

k“0

cos2pkπ{nq

coïncide avec une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée par
fpxq “ cos2pπxq associée à la subdivision txj “ j{n : j P t0, . . . , nuu de l'intervalle
r0, 1s. En conséquence,

lim
nÑ`8

Sn “

ż 1

0
cos2pπxqdx “

„

x

2
`

sinp2πxq

4π

1

0

“
1

2
.

5. On voit bien que

Sn “
n´1
ÿ

k“0

1

2n` 3k
“

n´1
ÿ

k“0

1

n

1

2` 3k{n

est une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée par fpxq “
1{p2 ` 3xq associée à la subdivision txj “ j{n : j P t0, . . . , nuu de l'intervalle r0, 1s.
En conséquence,

lim
nÑ`8

Sn “

ż 1

0

1

2` 3x
dx “

„

lnp3x` 2q

3

1

0

“
lnp5{2q

3
.

6. C'est clair que

Sn “
n´1
ÿ

k“0

1
?
n2 ´ k2

“

n´1
ÿ

k“0

1

n

1
a

1´ pk{nq2

est une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée par fpxq “

1{
a

1´ x2 associée à la subdivision txj “ j{n : j P t0, . . . , nuu de l'intervalle r0, 1s.
Hélas, la fonction n'étant pas bornée, elle n'est pas intégrable et le théorème des
sommes de Riemann ne s'applique pas. On �xe A P r0, 1r et on coupe la somme en
deux

Sn “
ÿ

k“0,kďAn

1

n

1
a

1´ pk{nq2
`

ÿ

kPsAn,n´1s

1
?
n2 ´ k2

.

La première somme correspond à la somme de Riemann sur l'intervalle r1, As et

converge donc quand n Ñ `8 vers
ż A

0
f “ arcsinA. La seconde somme ce majore

par le théorème de comparaison série intégrale

ÿ

kPsAn,n´1s

1
?
n2 ´ k2

ď
1

n

ÿ

pPr1,n´Ans

1
?
p
ď 1`

ż n´An

1

1
?
t
dt ď 2

?
1´A.

En conséquence, pour tout ε ą 0 �xé, on choisit A P r0, 1r telle que 2
?

1´A ď ε{3
et | arcsinA´arcsin 1| ď ε{3, puis on �xe N assez grand telle que la première somme
soit proche de arcsinA à ε{3 près. On a donc pour n ě N , |Sn´ arcsin 1| ď ε, ce qui
implique que

lim
nÑ`8

Sn “ arcsin 1 “
π

2
.

7. On voit bien que

Sn “
2n
ÿ

k“n

π

k
“

n
ÿ

k“0

π

k ` n
“

n
ÿ

k“0

1

n

π

1` k{n
“
π

n
`

n
ÿ

k“1

1

n

π

1` k{n



est la somme de π{n et une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée
par fpxq “ π{x associée à la subdivision txj “ 1` j{n : j P t0, . . . , nuu de l'intervalle
r1, 2s. En conséquence,

lim
nÑ`8

Sn “

ż 2

1

π

x
dx “ π

„

lnpxq

2

1

“ π lnp2q.

Par ailleurs, comme | sinpxq| ď |x|, pour tout x P R et

lim
xÑ0

sinpxq

x
“ 1

alors, pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que ´εx ď sinpxq ´ x ď 0, pour tout
x P r´δ, δs. Soit n0 P N tel que n0 ą π{δ. Alors, si n ě n0,

´ε
2n
ÿ

k“n

π

k
ď

2n
ÿ

k“n

sin

ˆ

π

k

˙

´

2n
ÿ

k“n

π

k
ď 0.

Si l'on prend la limite inférieure ou supérieure quand n tend vers `8, on trouve que

´επ lnp2q ď liminf
nÑ`8

2n
ÿ

k“n

sin

ˆ

π

k

˙

´ π lnp2q ď 0,

et de même pour la limite supérieure. Comme les inégalités précédentes sont valables
pour tout ε ą 0, on conclut que

liminf
nÑ`8

2n
ÿ

k“n

sin

ˆ

π

k

˙

“ π lnp2q

et de même pour la limite supérieure. Cela implique que la limite

lim
nÑ`8

2n
ÿ

k“n

sinpπ{kq

existe et vaut π lnp2q.

l

Exercice 44 Soit

Sn “
1

n

n´1
ÿ

k“0

cospka{nq,

avec a P Rzt0u.
1. Évaluer directement lim

nÑ`8
Sn.

2. Évaluer la même limite en utilisant que Sn est une somme de Riemann.

Proof.

1. On voit bien que

Sn “
1

n

n´1
ÿ

k“0

cospka{nq “
1

n
Re

ˆ n´1
ÿ

k“0

eika{n
˙

“
1

n
Re

ˆ

1´ eia

1´ eia{n

˙

“
1´ cospaq ´ cospa{nq ` cospapn´ 1q{nq

2np1´ cospa{nqq

“
n

a2

1´ cospaq ´ cospa{nq ` cospapn´ 1q{nq

p1´ cospa{nqq{pa{
?

2nq2
.



Comme la limite de p1´ cospxqq{px2{2q est 1 quand x tend vers zéro, on voit que la
limite de Sn quand n tend vers `8 coïncide avec

lim
nÑ`8

n

a2

`

1´ cospaq ´ cospa{nq ` cospapn´ 1q{nq
˘

“ lim
nÑ`8

1´ cospaq
?

2n

1´ cospa{nq

pa{
?

2nq2
` lim
nÑ`8

1

a

sinpaq sinpa{nq

a{n
“

sinpaq

a
,

où l'on a utilisé que cospapn ´ 1q{nq “ cospaq cospa{nq ` sinpaq sinpa{nq et que la
limite sinpxq{x est 1 quand x tend vers zéro.

2. C'est clair que Sn est une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée
par fpxq “ cospaxq associée à la subdivision txj “ j{n : j P t0, . . . , nuu de l'intervalle
r0, 1s. En conséquence,

lim
nÑ`8

Sn “

ż 1

0
cospaxqdx “

„

sinpaxq

a

1

0

“
sinpaq

a
.

l

Exercice 45 Pour n P N, on pose

Un “
n
ÿ

k“1

1

k
et Vn “

n
ÿ

k“1

p´1qk´1

k
.

1. Calculer la limite de U2n ´ Un quand nÑ `8 en utilisant une somme de Riemann.

2. Rappeler pourquoi lim
nÑ`8

Vn existe et calculer cette limite.

Proof.

1. On voit vien que U2n ´ Un coïncide avec Sn{π dans le dernier item de l'exercice 3.
En conséquence, sa limite existe quand n tend vers `8 et elle vaut lnp2q.

2. Le critère de Leibniz nous dit que la limite de Vn existe quand n tend vers `8. En
outre, on voit bien que V2n “ Un´U2n, pour tout n P N˚. Cela implique que la limite
de Vn quand n tend vers `8 est lnp2q.

l

Exercice 46 Soit x P Rzt˘1u. On pose fpxq “
ż 2π

0
lnpx2 ´ 2x cos t` 1qdt.

1. Déterminer le domaine Dompfq de f .

2. Factoriser le polynôme Xn ´ 1 dans CrXs.
3. Calculer fpxq à l'aide de ses sommes de Riemann.

Proof.

1. On remarque que

fpxq “

ż 2π

0
lnpx2 ´ 2x cos t` 1qdt “

ż 2π

0
ln
`

|x´ eit|2
˘

dt “ 2

ż 2π

0
lnp|x´ eit|qdt.

En particulier le domaine Dompfq de f est Rzt˘1u.

2. C'est clair que Xn ´ 1 “
ź

ζPGn

pX ´ ζq, où Gn Ď C est l'ensemble formé des racines

de l'unité d'ordre n.



3. Soit

Snpxq “
2π

n

n´1
ÿ

k“0

ln
`

|x´ ei2πk{n|
˘

“
2π

n
ln
´

n´1
ź

k“0

|x´ ei2πk{n|
¯

“ 2π ln
`

|xn ´ 1|1{n
˘

.

C'est clair que Snpxq est une somme de Riemman de l'intégral qui donne fpxq{2.
Comme la limite simple de la suite |xn ´ 1|1{n est |x| si |x| ą 1 et 1 si |x| ă 1, on
conclut que

lim
nÑ`8

Snpxq “ 2π lnp|x|q

si |x| ą 1 et cette limite vaut zéro si |x| ă 1. En conséquence, fpxq “ 0 si |x| ă 1 et
fpxq “ 4π lnp|x|q, si |x| ą 1.

l

Exercice 47 Pour n P N˚ on pose

un “
n
ÿ

k“1

1
a

pk ` nqpk ` 1` nq
.

Déterminer la limite de un.

Proof. C'est clair que
n
ÿ

k“1

1

n` 1

1

1` k{pn` 1q
l jh n

Ln

“

n
ÿ

k“1

1
a

pk ` n` 1q2
ď

n
ÿ

k“1

1
a

pk ` nqpk ` 1` nq

ď

n
ÿ

k“1

1
a

pk ` nq2
“

n
ÿ

k“1

1

n

1

1` k{n
l jh n

Rn

.

(10)

On dénote Ln et Rn les sommes indiquées ci-dessus. C'est clair que Rn est une somme
de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée par fpxq “ 1{p1 ` xq associée à la
subdivision txj “ j{n : j P t0, . . . , nuu de l'intervalle r0, 1s. En conséquence,

lim
nÑ`8

Rn “

ż 1

0

1

1` x
dx “

„

lnp1` xq

1

0

“ lnp2q.

Par ailleurs, soit

L̄n “
n
ÿ

k“0

1

n` 1

1

1` k{pn` 1q
“

1

n` 1
` Ln.

On voit bien que L̄n est une somme de Riemann de l'application f : r0, 1s Ñ R donnée par
fpxq “ 1{p1 ` xq associée à la subdivision txj “ j{pn ` 1q : j P t0, . . . , nuu de l'intervalle
r0, 1s et en particulier

lim
nÑ`8

L̄n “

ż 1

0

1

1` x
dx “ lnp2q.

Cela implique que

lim
nÑ`8

Ln “ lim
nÑ`8

L̄n ´ lim
nÑ`8

1

n` 1
“ lim

nÑ`8
L̄n “ lnp2q.

L'inégalité (10) dit que la limite de un quand n tend vers `8 est lnp2q. l

Exercice 48 Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction de classe C1 telle que fp0q “ 0.



1. Montrer que
ż 1

0
f2pxqdx ď

1

2

ż 1

0
f 12pxqdx.

Indication : écrire fpxq “
ż x

0
f 1psqds, pour x P r0, 1s, et utiliser l'inégalité de

Cauchy-Schwartz.

2. Améliorer l'inégalité précédente quand de plus fp1q “ 0.

Proof.

1. On écrit

|fpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

0
f 1psqds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ||1||2.||f
1||2 “

?
x

d

ż x

0
|f 1psq|2ds,

où l'on a utilisé l'inégalité de Cauchy-Schwarz. En conséquence.

ż 1

0
|fpxq|2dx ď

ż 1

0
x

ż x

0
|f 1psq|2dsdx ď

ż 1

0
xdx

ż 1

0
|f 1psq|2ds “

1

2

ż 1

0
|f 1psq|2ds.

2. La première inégalité de l'item précédent nous dit que

ż 1{2

0
|fpxq|2dx ď

ż 1{2

0
x

ż x

0
|f 1psq|2dsdx ď

ż 1{2

0
xdx

ż 1{2

0
|f 1psq|2ds “

1

8

ż 1{2

0
|f 1psq|2ds.

Cette inégalité est aussi valable pour la fonction g : r0, 1s Ñ R dé�nie par gpxq “
fp1´ xq, puisque gp0q “ fp1q “ 0. En conséquence,

ż 1{2

0
|gpyq|2dy ď

1

8

ż 1{2

0
|g1pyq|2dy.

En outre, la substitution y “ 1´ x nous dit que

ż 1{2

0
|gpyq|2dy “

ż 1

1{2
|fpxq|2dx et

ż 1{2

0
|g1pyq|2dy “

ż 1

1{2
|f 1pxq|2dx.

En conséquence,
ż 1

0
|fpxq|2dx ď

1

8

ż 1

0
|f 1pxq|2dx.

l



4 Intégrales impropres

Si f : I Ñ R est une fonction continue par morceaux sur un intervalle I, on dira

que f est intégrable sur I si l'intégrale généralisée

ż

I
|fpxq|dx est convergente,

i.e. si

ż

I
fpxqdx est absolument convergente.

Exercice 49 Soit f : ra, b rÑ R une fonction continue par morceaux telle que
ż b

a
|fpxq|dx

converge. Soit pxnqnPN une suite croissante d'éléments de ra, b r convergent vers b.

1. Montrer que la suite In “
ż xn

a
fpxqdx est de Cauchy.

2. Montrer que cette limite ne dépend pas de la suite pxnqnPN choisie. En déduire que

l'intégrale
ż b

a
fpxqdx est convergente.

Proof. Il s'agit des résultats du cours. l

Exercice 50 Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

(a)
ż 1

0
lnpxqdx, (b)

ż 1

0

dx
?

1´ x2
, (c)

ż 1

0

dx

ex ´ 1
, (d)

ż `8

1

e1{x

x2
dx, (e)

ż `8

0

sinpxq

x
dx,

(f)
ż 1

0

lnp1` xq

x
dx, (g)

ż π{2

0

cospxq ´ 1

sin2pxq
dx, (h)

ż 1

0

1´ x2

1´
?
x
dx.

Proof.

1. On voit bien que
ż 1

0
lnpxqdx “

„

x lnpxq ´ x

1

0

“ ´1.

2. C'est clair que
ż 1

0

dx
?

1´ x2
dx “

„

arcsinpxq

1

0

“
π

2
.

3. Comme
ż 1

0

dx

ex ´ 1
dx “ lim

εÑ0

„

lnp|1´ ex|q ´ x

1

ε

et la dernière limite diverge, l'intégrale est divergente.

4. On voit bien que

ż `8

1

e1{x

x2
dx “ lim

MÑ`8

„

´ e1{x

M

1

“ e´ 1.

5. C'est clair que

ż `8

0

sinpxq

x
dx “

`8
ÿ

n“0

ż pn`1qπ

nπ

sinpxq

x
dx “

`8
ÿ

n“0

p´1qn
ż pn`1qπ

nπ

| sinpxq|

x
dx.

Soit an “
ż pn`1qπ

nπ
| sinpxq|{xdx ě 0, pour n P N. On voit bien que

an “

ż π

0

| sinpxq|

nπ ` x
dx,



pour tout n P N. Cela implique que

an`1 “

ż π

0

| sinpxq|

nπ ` x` π
dx ď

ż π

0

| sinpxq|

nπ ` x
dx “ an.

Le critère de Leibniz nous dit alors que
ż `8

0
sinpxq{xdx “

`8
ÿ

n“0

p´1qnan converge.

6. C'est clair que lnp1` xq{x est une fonction continue sur s 0, 1s. En outre, la règle de
Bernoulli-L'Hôpital dit que

lim
xÑ0

lnp1` xq

x
“ lim

xÑ0

1{p1` xq

1
“ 1,

ce qui implique que lnp1 ` xq{x se prolonge en une fonction continue sur r0, 1s. En

conséquence, l'intégrale
ż 1

0
lnp1` xq{xdx converge.

7. On voit bien que pcospxq ´ 1q{ sin2pxq est une fonction continue sur s 0, π{2s. Par
ailleurs, d'après la règle de Bernoulli-L'Hôpital on voit que

lim
xÑ0

cospxq ´ 1

sin2pxq
“ lim

xÑ0

´ sinpxq

2 sinpxq cospxq
“ ´

1

2
,

ce qui implique que pcospxq ´ 1q{ sin2pxq se prolonge en une fonction continue sur

r0, π{2s. En conséquence, l'intégrale
ż 1

0
pcospxq ´ 1q{ sin2pxqdx converge.

8. On voit bien que
ż 1

0

1´ x2

1´
?
x
dx “

ż 1

0
p1` xqp1`

?
xqdx “

„

2x5{2

5
`

2x3{2

3
`
x2

2
` x

1

0

“
77

30
.

l

Exercice 51

1. Déterminer la nature des intégrales généralisées :

(i)
ż `8

0
px` 2´

a

x2 ` 4x` 1qdx, (ii)
ż `8

1

lnpxq

x` e´x
dx, (iii)

ż `8

1

1

xcosp1{xq
dx,

(i)
ż `8

1
e´
?
x2´xdx, (ii)

ż `8

2

1

plnpxqqlnpxq
dx, (iii)

ż `8

3

dx

plnplnpxqqqlnpxq
,

(i)
ż `8

0

dx

1` | sinpxq|
.

7. Calculer, en montrant la convergence :

(i)
ż `8

0

dx

px` 1qpx` 2qpx` 3q
, (ii)

ż `8

0

dx

x3 ` 1
, (iii)

ż `8

0

dx

px` 1q2px` 2q2
,

(i)
ż 1

0

x lnpxq

p1´ x2q3{2
dx, (ii)

ż `8

0

dx

p1` x2qp1` xaq
(a P R), (iii)

ż `8

1

lnpxq

xn
dx (n P N˚).

Proof.

1. (i) On voit bien que
ż `8

0
px` 2´

a

x2 ` 4x` 1qdx “

ż `8

0

3

x` 2`
?
x2 ` 4x` 1

dx

ě
3

2

ż `8

0

1

x` 2
dx “

3

2
lim
εÑ0

lim
MÑ`8

„

lnpx` 2q

M

ε

,



où l'on a utilisé que
a

x2 ` 4x` 1 ď
a

x2 ` 4x` 4 “ x ` 2, pour tout x ě
0. Comme la dernière limite diverge (vers `8), on voit bien que l'intégrale
demandée est divergente.

(ii) On voit bien que

ż `8

1

lnpxq

x` e´x
dx ě

ż `8

1

lnpxq

2x
dx “

1

4
lim

MÑ`8

„

lnpxq2
M

1

,

où l'on a utilisé que e´x ď x, pour tout x ě 1. Comme la dernière limite diverge
(vers `8), on voit bien que l'intégrale demandée est divergente.

(iii) On voit bien que

ż `8

1

1

xcosp1{xq
dx ě

ż `8

1

1

x
dx “ lim

MÑ`8

„

lnpxq

M

1

,

où l'on a utilisé que cosp1{xq ď 1, pour tout x ě 1, ce qui implique que
xcosp1{xq ď x, pour tout x ě 1. Comme la dernière limite diverge (vers `8), on
voit bien que l'intégrale demandée est divergente.

(iv) On voit bien que

ż `8

1
e´
?
x2´xdx “

ż 2

1
e´
?
x2´xdx`

ż `8

2
e´
?
x2´xdx.

Comme la première intégrale du membre de droite existe, vu que e´
?
x2´x est une

fonction continue dé�nie sur un intervalle fermé et borné, l'intégrale demandée
converge si et seulement si la deuxième intégrale du membre de droite converge.
Comme e´

?
x2´x est une fonction positive, il su�t de démontrer que l'intégrale

est bornée. Dans ce cas

ż `8

2
e´
?
x2´xdx ď

ż `8

2
e´x{

?
2dx “ lim

MÑ`8

„

´
?

2e´x{
?

2

M

2

,

où l'on a utilisé que x2 ´ x ě x2{2, pour tout x ě 2. Comme la dernière limite
converge (vers 0 quand M tend ver `8), on voit bien que l'intégrale demandée
est convergente.

(v) Comme 1{plnpxqqlnpxq ě 0, pour tout x P Rě2, l'intégrale demandée est conver-
gente si et seulement si elle est bornée. On voit bien que

ż `8

2

1

plnpxqqlnpxq
dx “

ż `8

lnp2q

ey

yy
dy “

ż e

lnp2q

ey

yy
dy `

ż `8

e

ey

yy
dy

ď

ż e

lnp2q

ey

yy
dy ` e2

ż `8

e

1

y2
dy “

ż e

lnp2q

ey

yy
dy ´ e2 lim

MÑ`8

„

1

y

M

e

,

où l'on a utilisé la substitution y “ lnpxq et que py{eqy ě py{eq2, pour tout
y ě e. Comme l'avant-dernière intégrale converge puisque ey{yy est une fonction
continue dé�nie sur un intervalle fermé et borné, et la dernière limite converge
(quandM tend ver `8), on voit bien que l'intégrale demandée est convergente.

(vi) On a�rme que l'intégrale est convergente. Comme 1{plnplnpxqqqlnpxq ě 0, pour
tout x P Rě3, l'intégrale demandée est convergente si et seulement si elle est



bornée. Or, on voit bien que

ż `8

3

dx

plnplnpxqqqlnpxq
dx “

ż `8

lnplnp3qq

ee
y
ey

yey
dy “

ż e2

lnplnp3qq

ee
y
ey

yey
dy `

ż `8

e2

ee
y
ey

yey
dy

ď

ż e2

lnplnp3qq

ee
y
ey

yey
dy `

ż `8

e2

ey

py{eqy
dy

où l'on a utilisé la substitution y “ lnplnpxqq, ey ě y et donc py{eqe
y
ě py{eqy,

pour tout y ě e. L'avant-dernière intégrale converge puisque ee
y
ey{ye

y
est une

fonction continue dé�nie sur un intervalle fermé et borné. Cela implique qu'il
su�t de démontrer que la dernière intégrale est bornée. C'est clair que

ż `8

e2

1

py{e2qy
dy ď

ż `8

e2

1

py{e2q2
,

où l'on a utilisé que py{e2qy ě py{eq2, pour tout y ě e2 ě 2. Comme la dernière
intégrale converge, l'intégrale demandée aussi.

(vii) On voit bien que

ż `8

0

dx

1` | sinpxq|
dx ě

ż `8

1

1

2
dx “ lim

MÑ`8

„

x

2

M

0

,

où l'on a utilisé que 1`| sinpxq| ď 2, pour tout x P R. Comme la dernière limite
diverge (vers `8), on voit bien que l'intégrale demandée est divergente.

2. (i) On voit bien que

ż `8

0

dx

px` 1qpx` 2qpx` 3q
“ lim

MÑ`8

„

lnpx2 ` 4x` 3q

2
´ lnpx` 2q

M

0

“ lnp2q ´
lnp3q

2
.

(ii) On voit bien que

ż `8

0

dx

x3 ` 1

“ lim
MÑ`8

„

´
lnpx2 ´ x` 1q

6
`

lnpx` 1q

3
`

arctan
`

p2x´ 1q{
?

3
˘

?
3

M

0

“
2π

3
?

3
.

(iii) Une intégration par parties nous dit que
ż

x lnpxq

p1´ x2q3{2
dx “

lnpxq

p1´ x2q1{2
´

ż

1

xp1´ x2q1{2
dx.

En outre, la substitution y “
a

1´ x2 dans la dernière intégrale nous donne

´

ż

1

xp1´ x2q1{2
dx “

ż

1

1´ y2
dy “

1

2
ln

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1` y

1´ y

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

` C

“
1

2
ln

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1`
?

1´ x2

1´
?

1´ x2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

` C.



En conséquence,

ż

x lnpxq

p1´ x2q3{2
dx “

lnpxq

p1´ x2q1{2
` ln

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1`
?

1´ x2

1´
?

1´ x2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

` C.

Un calcul long des limites nous dit que

ż 1

0

x lnpxq

p1´ x2q3{2
dx “ ´ lnp2q.

(iv) C'est clair que

I “

ż `8

0

dx

p1` x2qp1` xaq
ď

ż `8

0

dx

1` x2
“
π

2
,

puisque 1 ` xa ě 1 pour tout x ě 0, ce qui implique que l'intégrale I est
convergente. On fait la substitution x “ tanpyq, ce qui donne

ż `8

0

dx

p1` x2qp1` xaq
“

ż π{2

0

dy

1` tanapyq
.

En outre, comme tanpπ{2´ yq “ 1{ tanpyq, pour tout y P s 0, π{2 r , on voit que

ż π{2

0

dy

1` tanapyq
“

ż π{2

0

ˆ

1´
tanapyq

1` tanapyq

˙

dy

“

ż π{2

0

ˆ

1´
1

1` 1{ tanapyq

˙

dy “
π

2
´

ż π{2

0

1

1` tanapπ{2´ yq
dy

“
π

2
´

ż π{2

0

1

1` tanapzq
dz,

où on a fait la substitution z “ π{2´z dans la dernière intégrale. Cela implique
que I “ π{2´ I et en conséquence I “ π{4.

(v) C'est facile à véri�er que

ż

lnpxq

xn
dx “

1` pn´ 1q lnpxq

xn´1pn´ 1q2
` C

si n P N˚zt1u (à partir d'une intégration par parties avec u “ lnpxq et v1 “ 1{xn),
et que

ż

lnpxq

x
dx “

lnpxq2

2
` C.

Cela implique que
ż `8

1

lnpxq

x
dx

diverge et que
ż `8

1

lnpxq

xn
dx “

1

pn´ 1q2
,

si n P N˚zt1u.



l

Exercice 52 Montrer que l'intégrale généralisée

ż `8

0

lnptqdt

1` t2

converge. Grâce à un changement de variables simple montrer qu'elle est nulle. En déduire
que pour tout a ą 0

ż `8

0

lnptqdt

a2 ` t2
“
π lnpaq

2a
.

Proof. On voit que

ż 1

0

| lnptq|dt

1` t2
ď

ż 1

0
| lnptq|dt “ ´

ż 1

0
lnptqdt “ ´lim

εÑ0

„

t
`

lnptq ´ 1
˘

1

ε

“ 1.

En outre, comme la limite de | lnptq|{
?
t quand t tend vers `8 est zéro, il existe C ą 1 tel

que | lnptq| ă
?
t, pour tout t ą C. Cela implique que

ż `8

C

| lnptq|dt

1` t2
ď

ż `8

C

?
tdt

t2
“

ż `8

C

dt

t3{2
,

où l'on a utilisé que 1 ` t2 ě t2. Comme la dernière intégrale converge, on voit que
ż `8

C
| lnptq|dt{p1 ` t2q converge aussi. Finalement, comme t ÞÑ | lnptq|dt{p1 ` t2q est une

fonction continue sur Rą0, l'intégrale
ż C

1
| lnptq|dt{p1 ` t2q converge. Cela implique que

ż `8

0
| lnptq|dt{p1` t2q converge.

Par ailleurs, si l'on fait la substitution x “ 1{t, on trouve que

ż 1

0

lnptqdt

1` t2
“

ż `8

1

lnp1{xqdx

1` x2
“ ´

ż `8

1

lnpxqdx

1` x2

ce qui implique que
ż `8

0
lnptqdt{p1` t2q “ 0.

Finalement,

ż `8

0

lnptqdt

a2 ` t2
“

1

a2

ż `8

0

lnptqdt

1` pt{aq2
“

1

a

ż `8

0

lnpaxqdx

1` x2

“
1

a

ż `8

0

plnpaq ` lnpxqqdx

1` x2
“

lnpaq

a

ż `8

0

dx

1` x2
“
π lnpaq

2a
,

où l'on a fait la substitution x “ t{a. l

Exercice 53 Pour quelles valeurs de pα, βq P R2, l'intégrale

ż `8

0

dx

xα ` xβ

est-elle convergente ?



Proof. On écrira Ipγq “
ż 1

0
x´γdx et Jpγq “

ż `8

1
x´γdx, pour γ P R. On remarque que

Ipγq (resp., Jpγq) converge si et seulement si γ ă 1 (resp., si γ ą 1). On dé�nit

Ipα, βq “
ż `8

0

dx

xα ` xβ
“

ż 1

0

dx

xα ` xβ
l jh n

Ipα,βq

`

ż `8

1

dx

xα ` xβ
l jh n

Jpα,βq

.

On a�rme que Ipα, βq converge si et seulement si α ą 1 et β ă 1, ou α ă 1 et β ą 1.

Désormais, on suppose sans perte de généralité que α ě β. C'est clair que 1{pxα ` xβq ď
1{xα et 1{pxα ` xβq ď 1{xβ , pour tout x ą 0, ce qui implique que Ipα, βq ď Ipβq et
Jpα, βq ď Jpαq. Alors, si α ą 1 et β ă 1, comme Ipα, βq ď Ipβq ` Jpαq, on voit que
Ipα, βq converge.
Soit β ě 1. Comme 1{pxα ` xβq ě 1{p2xβq, pour tout x ď 1, on conclut que Ipα, βq ě
Ipα, βq ě Ipβq{2 diverge, puisque Ipβq diverge (vers `8). De même, si α ď 1, on note que
1{pxα ` xβq ě 1{p2xαq, pour tout x ě 1, ce qui implique que Ipα, βq ě Jpα, βq ě Jpαq{2
diverge, puisque Jpαq diverge (vers `8). l

Exercice 54 Soit f : Rě0 Ñ R une fonction continue par morceaux et intégrable. Montrer

que la série de terme général
ż n`1

n
fpxqdx converge et que sa somme est

ż `8

0
fpxqdx.

Proof. C'est immédiat de la dé�nition. l

Exercice 55 Soit f : ra, b rÑ R une fonction continue par morceaux et intégrable.
Montrer que

lim
xÑb

ż b

x
fptqdt “ 0.

Proof. C'est immédiat de la dé�nition. l

Exercice 56 Soient a et b des réels tels que a ă b. Montrer que la fonction dé�nie sur
sa, b r par

fpxq “
1

a

px´ aqpb´ xq

est intégrable sur sa, b r et calculer son intégrale.
Indication : on fera le changement de variable t “ px´ aq{pb´ xq.

Proof. La substitution indiquée nous donne

ż b

a

dx
a

px´ aqpb´ xq
“

ż `8

0

dt
?
tp1` tq

“ lim
MÑ`8

„

2 arctanp
?
tq

M

0

“ π.

l

Exercice 57 Soit f : RÑ R une fonction continue par morceaux et intégrable. Montrer
que pour tout a P Rzt0u et tout b P R, la fonction x ÞÑ fpax ` bq est intégrable sur R et
que

ż `8

´8

fptqdt “ |a|

ż `8

´8

fpat` bqdt.



Proof. On suppose d'abord que a ą 0. Soient A,B ą 0. On voit bien que

ż B

´A
fpat` bqdt “

1

a

ż aB`b

´aA`b
fpxqdx.

où l'on a fait la substitution x “ at` b. Alors,

a

ż `8

´8

fpat` bqdt “ lim
A,BÑ`8

a

ż B

´A
fpat` bqdt “ lim

A,BÑ`8

ż aB`b

´aA`b
fpxqdx

“

ż `8

´8

fpxqdx,

comme on voulait démontrer.

Si a ă 0, on regarde x ÞÑ ax ` b comme la composition des applications x ÞÑ ´ax ´ b et
y ÞÑ ´y. Il su�t donc de démontrer que la fonction x ÞÑ fp´xq est intégrable sur R et que

ż `8

´8

fptqdt “

ż `8

´8

fp´tqdt.

Cela suit du fait que

ż `8

´8

fptqdt “ lim
A,BÑ`8

ż B

´A
fptqdt “ lim

A,BÑ`8

ż A

´B
fp´xqdx “

ż `8

´8

fpxqdx,

où l'on a fait la substitution x “ ´t. l

Exercice 58 Théorème de convergence monotone Soit pfnqnPN une suites de fonctions de
I dans R telle que

(i) fn est intégrable sur I,

(ii) pfnqnPN est croissante (i.e., pour tout x P I, pfnpxqqnPN est croissante),

(iii) pfnqnPN converge simplement vers f .

Montrer que f est intégrable sur I si et seulement si p
ż

I
fnpxqdxqnPN converge. De plus,

montrer que dans ce cas on a les égalités suivantes
ż

I
fpxqdx “ sup

nPN

ż

I
fnpxqdx “ lim

nÑ`8

ż

I
fnpxqdx.

Proof. Il s'agit d'un résultat du cours. l

Exercice 59 Théorème de convergence dominée Soit pfnqnPN une suite de fonctions conti-
nues par morceaux de I dans R telle que

(i) fn est intégrable sur I,

(ii) il existe ϕ : I Ñ Rě0 intégrable sur I telle que |fnpxq| ď ϕpxq pour tout n P N et
x P I,

(iii) pfnqnPN converge simplement vers f .

Montrer que f est intégrable sur I et que
ż

I
fpxqdx “ lim

nÑ`8

ż

I
fnpxqdx.



Proof. Il s'agit d'un résultat du cours. l

Exercice 60 Montrer que
ż `8

0

t

et ´ 1
dt

converge et vaut
`8
ÿ

n“1

1{n2.

Proof. Comme la limite de t{pet ´ 1q en 0 est 1, la fonction fptq “ t{pet ´ 1q dé�nie sur
Rą0 se prolonge en une fonction continue f̄ : Rě0 Ñ R. En outre, comme

lim
tÑ`8

fptq

t´2
“ 0

et l'intégrale
ż `8

1
t´2dt converge, on conclut que t{pet ´ 1q est intégrable sur Rě0.

En outre, on réécrit
t

et ´ 1
“

e´tt

1´ e´t
“

ÿ

`PN0

te´p``1qt,

pour tout t ą 0. En fait, comme les séries partielles du dernier membre sont majorées par
la fonction intégrable et positive f̄ptq (sur Rě0), le théorème de convergence majorée dit
que l'intégrale de t{pet ´ 1q sur Rą0 coïncide avec la série convergente

ÿ

`PN0

ż `8

0
te´p``1qtdt.

En plus, une intégration par parties nous dit que la primitive de te´ct (avec c ą 0) est
donnée par

´
p1` ctqe´ct

c2
.

En conséquence, un calcul immédiat nous dit que le `-ième opérande de la série précédente
est 1{p`` 1q2. l

Exercice 61

1. Montrer que l'intégrale
ż 1

0

lnp1` xt2q

t2
dt (11)

converge pour tout x P Rą´1.

2. On dé�nit la fonction F : Rą´1 Ñ R par (11). La fonction F est-elle continue en 0 ?

Proof.

1. Si x ě 0, 0 ď lnp1` xt2q ď xt2, pour tout t P r0, 1s. Cela implique que
ż 1

0

lnp1` xt2q

t2
dt ď

ż 1

0
xdt “ x. (12)

Si ´1 ă x ă 0, on utilise que | lnp1` xt2q| ď |x|t2{p1` xt2q, pour tout t P r0, 1s, et,
en conséquence,

ż 1

0

lnp1` xt2q

t2
dt ď

ż 1

0

|x|

1´ |x|t2
dt “

a

|x|

2

„

ln

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1`
a

|x|t

1´
a

|x|t

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙1

0

“

a

|x|

2
ln

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1`
a

|x|

1´
a

|x|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

.

(13)



Cela implique que (11) converge absolument pour tout x P Rą´1.

2. On note d'abord que F p0q “ 0. En outre, (12) nous dit que, si x ą 0, 0 ď F pxq ď x,
ce qui implique que

lim
xÑ0`

F pxq “ 0 “ F p0q.

Par ailleurs, d'après (13), on voit que

|F pxq| ď

a

|x|

2
ln

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1`
a

|x|

1´
a

|x|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

,

si ´1 ă x ă 0. En conséquence,

lim
xÑ0´

F pxq “ 0 “ F p0q.

On conclut que F est continue en 0.

l

Exercice 62 Trouver une suite de fonctions pfnqnPN P C
0pr0, 1s,Rě0q

N qui converge

simplement vers la fonction nulle sans que la suite p
ż 1

0
fnpxqdxqnPN soit majorée.

Proof. Pour n P N, on dé�nit fn : r0, 1s Ñ R par

fnpxq “

$

’

&

’

%

23pn`1qx, si x P r0, 1{2n`1s,

´23pn`1qpx´ 1{2nq, si x P r1{2n`1, 1{2ns,

0, si x P r1{2n, 1s.

C'est clair que fn est continue et
ż 1

0
fnpxqdx “ 2n`1, pour tout n P N, et pfnqnPN converge

simplement vers la fonction nulle. l

Exercice 63 Trouver une série de fonctions continues, intégrables et d'intégrales nulles
sur Rě0, convergeant simplement vers la fonction sinus sur Rě0.

Proof. Pour n P N, on dé�nit fn : Rě0 Ñ R par

fnpxq “

#

sinpxq, si x P r0, 2nπs,

0, si x P Rě2nπ.

C'est clair que fn est continue, intégrable et
ż `8

0
fnpxqdx “ 0, pour tout n P N, et pfnqnPN

converge simplement vers la fonction sinus sur Rě0. l

Exercice 64 Montrer que la fonction f : Rě0 Ñ R dé�nie par

fpxq “
`8
ÿ

n“1

e´nx
sinpnxq

x2 ` n2

est continue et intégrable (sur Rě0).

Proof. Pour m P N, soit fm : Rě0 Ñ R dé�nie par

fmpxq “
m
ÿ

n“1

e´nx
sinpnxq

x2 ` n2
.



Si m “ 0, fm est la fonction nulle. C'est clair que fm est continue et intégrable (sur Rě0),
pour tout m P N˚, puisqu'il s'agit d'un somme �nie de fonctions continues et intégrables.
En outre, pour m,m1 P N tels que m ą m1 on voit bien que

|fmpxq ´ fm1pxq| ď
m
ÿ

n“m1`1

e´nx
| sinpnxq|

x2 ` n2
ď

m
ÿ

n“m1`1

e´x
1

n2
ď e´x

`8
ÿ

n“m1`1

1

n2
ď

`8
ÿ

n“m1`1

1

n2
,

où l'on a utilisé que n2 ď n2 ` x2 et e´nx ď e´x ď 1, pour tout n P N˚ et x P Rě0. Cela
nous dit que la suite tfmumPN est de Cauchy dans l'espace vectoriel BpRě0,Rq de fonctions
bornées muni de la norme in�ni, ce qui implique que tfmumPN converge uniformément vers
f sur R. En conséquence, f est continue.

Par ailleurs, comme
`8
ÿ

n“1

1{n2 converge vers une valeur C ą 0 (en fait, C “ π2{6), |fmpxq| ď

Ce´x, pour tout m P N˚ et x P Rě0. On remarque que e´x est intégrable sur Rě0. Le
théorème de convergence dominée nous dit alors que f est intégrable sur Rě0. l

Exercice 65 Montrer que la fonction f : Rě0 Ñ R dé�nie par

fpxq “
`8
ÿ

n“1

p´1qn´1

x2 ` n2

est continue et intégrable (sur Rě0) et que

ż `8

0
fpxqdx “

`8
ÿ

n“1

p´1qn´1

ż `8

0

dx

x2 ` n2
.

Proof. Pour m P N˚, soit fm : Rě0 Ñ R dé�nie par

fmpxq “
m
ÿ

n“1

p´1qn´1

x2 ` n2
.

C'est clair que fm est continue et intégrable (sur Rě0), pour tout m P N˚, puisqu'il s'agit
d'un somme �nie de fonctions continues et intégrables. En outre, le critère de Leibniz nous
dit que la suite pfmqmPN converge simplement vers f . L'inégalité x2 ` n2 ď x2 ` pn` 1q2,
pour tout n P N˚ et x P Rě0, nous dit que f2mpxq ě 0 pour tout m P N˚ et x P Rě0. Cela
implique aussi que f2m`1pxq “ f2mpxq` 1{px2`p2m` 1q2q ě 0. En plus, on voit bien que

f2mpxq ď f2m`1pxq “
1

x2 ` 1
`

m
ÿ

n“1

ˆ

1

x2 ` p2n` 1q2
´

1

x2 ` p2nq2

˙

ď
1

x2 ` 1
.

En conséquence, 0 ď fmpxq ď f1pxq “ 1{p1 ` x2q. Le théorème de convergence dominée
nous dit alors que f est intégrable sur Rě0. En outre, le théorème de Dini nous dit que
pfmqmPN converge uniformément vers f sur tout intervalle �ni, ce qui implique que f est
continue. l

Exercice 66 Soit f : Rě0 Ñ R une fonction continue et intégrable.

1. Montrer que

lim
nÑ8

ż `8

0
e´ntfptqdt “ 0.



2. Montrer que

lim
nÑ8

n

ż `8

0
e´ntfptqdt “ fp0q.

Proof.

1. Pour n P N˚, soit fn : Rě0 Ñ R dé�nie par fnptq “ e´ntfptq. Alors, c'est clair que
pfnptqqnPN˚ converge vers 0 pour tout t ą 0. En outre, |fnptq| “ |fptq|e

´nt ď |fptq|,
pour tout t ą 0. Le théorème de convergence dominée nous dit alors que

lim
nÑ8

ż `8

0
e´ntfptqdt “

ż `8

0
0dt “ 0.

2. On note d'abord que l'égalité demandée est équivalente à

lim
nÑ8

ż `8

0
ne´nt

`

fptq ´ fp0q
˘

dt “ 0.

Soit ε ą 0. Comme f est continue en 0, il existe δ ą 0 tel que |fptq ´ fp0q| ă ε{2 si
x P r0, δs. On �xe désormais un possible δ comme ci-dessus. En particulier,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż δ

0
ne´nt

`

fptq ´ fp0q
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż δ

0
ne´nt

ˇ

ˇfptq ´ fp0q
ˇ

ˇdt ď
ε

2

ż δ

0
ne´ntdt

“
ε

2
p1´ e´nδq ď

ε

2
.

Comme ex ě 1`x, pour tout x ě 0, on en déduit que ent{2 ě nt{2, i.e. ne´nt{2 ď 2{t,
pour tout t ą 0 et n P N˚. Cela implique que ne´nt ď 2e´nt{2{t, pour tout t ą 0 et
n P N˚. En conséquence,

ż `8

δ
ne´nt|fptq|dt ď

2

δ

ż `8

δ
e´nt{2|fptq|dt,

qui converge vers zéro d'après le premier item, i.e. il existe n0 “ n0pε, δq P N˚ tel que
la dernière intégrale est majorée par εδ{8, si n ě n0. En outre,

ż `8

δ
ne´nt|fp0q|dt “ |fp0q|e´nδ,

qui tend vers 0 quand n tend vers `8, i.e. il existe n1 “ n1pε, δq P N˚ tel que
|fp0q|e´nδ est majorée par ε{4, si n ě n1. Finalement, si n2 “ maxpn0, n1q,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż `8

0
ne´nt

`

fptq ´ fp0q
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż δ

0
ne´nt

`

fptq ´ fp0q
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż `8

δ
ne´nt

`

fptq ´ fp0q
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż δ

0
ne´nt

`

fptq ´ fp0q
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`

ż `8

δ
ne´nt

`

|fptq| ` |fp0q|
˘

dt

ď
ε

2
`
ε

4
`
ε

4
“ ε,

si n ě n2.



l

Exercice 67 Posons

fnpxq “

ˆ

1`
x2

n

˙´n

,

avec n P N˚.
1. Montrer que

ż `8

´8

e´x
2
dx “ lim

nÑ8

ż `8

´8

ˆ

1`
x2

n

˙´n

dx

2. Montrer que
ż `8

´8

ˆ

1`
x2

n

˙´n

dx “ 2
?
n

ż π
2

0
cos2n´2pyqdy

et en déduire que
ż `8

´8

e´x
2
dt “

?
π.

Proof.

1. Comme
lim
nÑ8

´

1`
y

n

¯n
“ ey,

pour tout y P R, on conclut que fn converge simplement vers e´x
2
. Par ailleurs, c'est

clair que

|fnpxq| “
1

`

1` n´1x2
˘n “

1

1` x2 `
řn
k“2

ˆ

n
k

˙

x2kn´k
ď

1

1` x2
,

pour tout x P R et n P N˚. Comme 1{p1 ` x2q est intégrable sur R, le théorème de
convergence dominée nous dit alors que e´x

2
est intégrable sur R et

ż `8

´8

e´x
2
dx “ lim

nÑ8

ż `8

´8

ˆ

1`
x2

n

˙´n

dx.

2. La première égalité de cet item se trouve directement de faire la substitution x “
?
n tanpyq et utiliser que la fonction cos2n´2pyq est paire.

Une intégration par parties nous dit que
ż

cosmpxqdx “ ´
1

m
cosm´1pxq sinpxq `

m´ 1

m

ż

cosm´2pxqdx,

pour tout entier m ě 2. En conséquence,
ż π{2

0
cos2n´2pxqdx “

2n´ 3

2n´ 2

ż π{2

0
cos2n´4pxqdx,

pour tout entier n ě 2, i.e.
ż π{2

0
cos2n´2pxqdx “

2n´ 3

2n´ 2
. . .

1

2

π

2
“
π

2

n´1
ź

i“1

2i´ 1

2i
.

Le produit de Wallis (voir le dernier item de l'exercice 10 de la �che 1) nous dit que

lim
nÑ8

2
?
n
π

2

n´1
ź

i“1

2i´ 1

2i
“
?
π.



l

Exercice 68 Soit f : R Ñ R une fonction continue telle que x ÞÑ xfpxq soit intégrable

sur R. Montrer que la fonction F : RÑ R donnée par F pxq “
ż `8

´8

e´ixtfptqdt est dé�nie

sur R et elle est de classe C1. Calculer sa fonction dérivée.

Proof. On voit que la fonction g : R2 Ñ C donnée par px, tq ÞÑ e´ixtfptq est dérivable par
rapport à x. Sa dérivée partielle selon x est px, tq ÞÑ ´itfptqe´ixt est une fonction continue,
qui satisfait que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bg

Bx
px, tq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ | ´ itfptqe´ixt| “ |tfptq|.

En outre, |gpx, tq| “ |fptq|. Le théorème de di�érentiation sous le signe de l'intégral implique
que F est de classe C1 et sa dérivée est

F 1pxq “

ż `8

´8

Bg

Bx
px, tqdt “

ż `8

´8

´itfptqe´ixtdt.

l

Exercice 69 Étudier l'intégrabilité des fonctions suivantes :

1. x ÞÑ 1{ 3
?
x´ 1 sur r0, 1 r ,

2. x ÞÑ cospxq{
a

1´ sinpxq sur s0, π{2 r ,

3. x ÞÑ 1{px2 ` x` 1q sur Rě0,

4. x ÞÑ px2 ` xqex sur Rď0,

5. x ÞÑ 1{ lnpxq sur s 0, 1 r ,

6. x ÞÑ 1{
a

1´ x2 sur s ´ 1, 1 r .

Proof.

1. C'est clair que
ż 1

0

1
3
?
x´ 1

dx “
3

2

„

3
a

px´ 1q2
1

0

“ ´
3

2
.

2. On voit bien que

ż π{2

0

cospxq
a

1´ sinpxq
dx “ ´2

„

a

1´ sinpxq

π{2

0

“ 2.

3. C'est clair que

ż `8

0

1

x2 ` x` 1
dx “

2
?

3

„

arctan

ˆ

2x` 1
?

3

˙`8

0

“
π
?

3
´

2
?

3
arctan

ˆ

1
?

3

˙

.

4. On voit bien que

ż 0

´8

px2 ` xqexdx “

„

px2 ´ x` 1qex
˙0

´8

“ 1.

5. C'est clair que
ż 1

0

1

| lnpxq|
dx “

ż `8

0

e´y

y
dy,



où l'on a fait la substitution y “ ´ lnpxq. Comme

ż 1

0

e´y

y
dy ě

ż 1

0

e´1

y
dy “ e´1 lim

εÑ0
rlnpyqs1ε

diverge (vers `8), l'intégrale demandée est aussi divergente.

6. On voit bien que
ż 1

´1

1
?

1´ x2
dx “

„

arcsinpxq

˙1

´1

“ π.

l

Exercice 70 Pour α P R, on dé�nit la fonction fα : Rą0 Ñ R via

fαpxq “
lnp1` xq

xα
.

Déterminer les valeurs de α telles que fα soit intégrable (sur Rą0).

Proof. On remarque d'abord que, comme fαpxq ě 0, pour tout x P Rą0, fα est intégrable
(sur Rą0) si et seulement si l'intégrale (sur Rą0) est bornée. Si β ą 0, lnp1 ` xq{xβ tend
vers zéro quand x tend vers `8. Cela implique qu'il existe C ą 0 tel que lnp1 ` xq ď xβ

pour tout x ě C. Sans perte de généralité on peut prendre C ą 1. En conséquence, si
α ą 1, on trouve que

lnp1` xq

xα
ď
xp1´αq{2

xα
“

1

xp3α´1q{2
,

pour tout x ě C. Comme p3α´ 1q{2 ą 1, on conclut que la dernière intégrale dans

ż `8

C

lnp1` xq

xα
dx ď

ż `8

C

1

xp3α´1q{2
dx

est bornée, ce qui implique que la première l'est aussi. Cela nous dit que, pour α ą 1,

fα est intégrable (sur Rą0) si et seulement si l'intégrale
ż C

0
lnp1 ` xq{xαdx converge. En

plus, comme lnp1 ` xq{x tend vers 1 quand x tend vers zéro, on voit qu'il existe δ ą 0
tel que 1{2 ă lnp1 ` xq{x ă 3{2 si x P s 0, δs. Sans perte de généralité on peut prendre

δ ă 1 ă C. Comme lnp1 ` xq{x est continue sur Rą0, l'intégrale
ż C

δ
lnp1 ` xq{xαdx

converge, ce qui nous dit que, pour α ą 1, fα est intégrable (sur Rą0) si et seulement si

l'intégrale
ż δ

0
lnp1` xq{xαdx converge. Alors,

ż δ

0

1

2xα´1
dx ď

ż δ

0

lnp1` xq

xα
dx ď

ż δ

0

3

2xα´1
dx.

Comme les première et dernière intégrales convergent si et seulement si α ă 2, on conclut
que fα est intégrable (sur Rą0) si α P s 1, 2 r , et elle diverge si α ě 2.

En outre, on voit bien que
lnp1` xq

xα
ě

lnp2q

xα
,

si x ě 1. Cela implique que
ż `8

0

lnp1` xq

xα
dx ě

ż `8

1

lnp1` xq

xα
dx ě

ż `8

1

lnp2q

xα
dx,



et comme la dernière intégrale diverge (vers `8) si α ď 1, alors, la première intégrale
aussi, ce qui nous dit que fα n'est pas intégrable (sur Rą0) si α ď 1. l

Exercice 71 Pour α P R, on dé�nit la fonction fα : RÑ R via

fαpxq “
1

px2 ` 1qα
.

1. Déterminer les valeurs de α telles que fα soit intégrable (sur R).
2. On note Iα l'intégrale de fα sur R pour les valeurs de α déterminées dans l'item

précédent. Établir une relation de récurrence entre les di�érentes valeurs Iα et en
déduire l'expression de In pour n P N˚.

3. Exprimer l'intégrale :

Jn “

ż `8

´8

dx

px2 ` 2px` qqn

en fonction de In, lorsque p et q sont deux réels véri�ant l'inégalité q ´ p2 ą 0. En
déduire l'expression de Jn pour n P N˚.

Proof.

1. On remarque d'abord que, comme fαpxq ě 0, pour tout x P R, fα est intégrable
(sur R) si et seulement si l'intégrale (sur R) est bornée. En outre, comme fαpxq est
une fonction paire, fα est intégrable sur R si et seulement si elle intégrable sur Rě0.

Comme fαpxq est continue sur R, l'intégrale
ż 1

0
fαpxqdx converge, ce qui nous dit

que, fα est intégrable (sur R) si et seulement si l'intégrale
ż `8

1
fαpxqdx converge.

Or,
1

2αx2α
ď

1

px2 ` 1qα
ď

1

x2α
,

si x ě 1. Si α ą 1{2, alors l'inégalité

ż `8

1

1

px2 ` 1qα
dx ď

ż `8

1

1

x2α
dx,

nous dit que la première intégrale est convergente, i.e. fα est intégrable sur R pour
α ą 1{2, tandis que, si α ď 1{2, alors l'inégalité

ż `8

1

1

px2 ` 1qα
dx ě

ż `8

1

1

2αx2α
dx,

nous dit que la première intégrale diverge, i.e. fα est n'est pas intégrable sur R pour
α ď 1{2.

2. On suppose désormais α ą 3{2. On voit bien que

Iα “

ż `8

´8

1

px2 ` 1qα
dx “

ż `8

´8

1` x2

px2 ` 1qα
dx´

ż `8

´8

x2

px2 ` 1qα
dx

“ Iα´1 `

„

x

2pα´ 1qpx2 ` 1qα´1

`8

´8

`

ż `8

´8

1

2p1´ αqpx2 ` 1qα´1
dx,



où l'on a fait une intégration par parties avec u “ x et v1 “ x{p1 ` x2qα (i.e.
v “ p1 ` x2q1´α{p2p1 ´ αqq) dans la dernière égalité. Comme α ą 3{2 le deuxième
opérande du dernier membre de l'équation précédente est nul. On conclut que

Iα “ Iα´1 `
Iα´1

2p1´ αq
“

2α´ 3

2α´ 2
Iα´1,

pour tout α ą 3{2, ou, de façon équivalente, Iα`1 “ p2α ´ 1qIα{p2αq, pour tout
α ą 1{2. En conséquence,

In “ I1

n´1
ź

m“1

2m´ 1

2m
“ π

n´1
ź

m“1

2m´ 1

2m
,

puisque

I1 “

ż `8

´8

1

x2 ` 1
dx “

„

arctanpxq

`8

´8

“ π.

3. C'est clair que

Jn “

ż `8

´8

dx

px2 ` 2px` qqn
“

ż `8

´8

dx
`

px` pq2 ` pq ´ p2q
˘n

“
1

pq ´ p2qn´1{2

ż `8

´8

dy

py2 ` 1qn
“

1

pq ´ p2qn´1{2
In,

où l'on a fait la substitution x` p “
a

q ´ p2y.

l

Exercice 72 Soit f : Rě0 Ñ R une fonction uniformément continue et intégrable (sur
Rě0). Montrer que

lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

Proof. On va procéder par l'absurde. Si la dernière limite n'est pas véri�ée, alors il existe
ε ą 0 et une suite croissante pxnqnPN P RN

ě0 qui converge vers `8 telle que fpxnq ą ε, pour
tout n P N. On suppose sans perte de généralité que xn`1 ą xn ` 2, pour tout n P N, et
x0 ą 1. Comme f est uniformément continue, il existe δ ą 0 tel que |fpxq ´ fpxnq| ă ε{2,
pour tout x P rxn´δ, xn`δs et tout n P N. On suppose sans perte de généralité que δ ă 1.
Cela implique que rxn´δ, xn`δsXrxm´δ, xm`δs “ H, si n ‰ m. L'inégalité triangulaire
nous dit que |fpxq| ą |fpxnq|´|fpxq´fpxnq| ą ε´ε{2 “ ε{2, pour tout x P rxn´δ, xn`δs
et tout n P N. En conséquence, si I “ \nPNrxn ´ δ, xn ` δs Ď Rě0, on voit que

ż `8

0
|fpxq|dx ě

ż

I
|fpxq|dx “

ÿ

nPN

ż xn`δ

xn´δ
|fpxq|dx ě

ÿ

nPN

ż xn`δ

xn´δ

ε

2
dx “

ÿ

nPN
δε,

ce qui implique que f n'est pas absolument convergente. l

Exercice 73 Soit f : Rě0 Ñ Rě0 une fonction continue par morceaux, décroissante
et intégrable (sur Rě0). Montrer que la fonction g : Rě0 Ñ R donnée par l'expression
gpxq “ xpfpxq ´ fpx ` 1qq est intégrable (sur Rě0) et calculer la valeur de son intégrale
sur Rě0.



Proof. Pour M ą 0, on note IM “

ż M

0
fpxqdx, avec limite I “

ż `8

0
fpxqdx, quand M

tend vers `8. On voit bien que

ż M

0
x
`

fpxq ´ fpx` 1q
˘

dx “

ż M

0
xfpxqdx´

ż M

0
xfpx` 1qdx

“

ż M

0
xfpxqdx´

ż M

0
px` 1qfpx` 1qdx`

ż M

0
fpx` 1qdx

“

ż M

0
xfpxqdx´

ż M`1

1
yfpyqdy `

ż M`1

1
fpyqdy

“

ż 1

0
xfpxqdx´

ż M`1

M
yfpyqdy `

ż M`1

1
fpyqdy

où l'on a fait la substitution y “ x ` 1. C'est clair que la première intégrale du dernier
membre converge, puisque xfpxq est une fonction continue par morceaux sur r0, 1s. En
outre, la dernière intégrale du dernier membre converge vers I ´ I1 quand M tend vers
`8. Il reste à démontrer que le deuxième opérande converge quand M tend vers `8. Or,

ż M`1

M
yfpyqdy ď fpMq

ż M`1

M
ydy “ fpMq

ˆ

M `
1

2

˙

.

L'inégalité
M

2
fpMq ď

ż M

M{2
fpyqdy

nous dit que MfpMq converge vers zéro quand M tend vers `8 et en conséquence, l'inté-

grale
ż M`1

M
yfpyqdy converge vers zéro quandM tend vers `8. Cela implique que la limite

de
ż M

0
xpfpxq´fpx`1qqdx quandM tend vers `8 existe et elle vaut

ż 1

0
xfpxqdx`I´I1.

l

Exercice 74

1. Montrer que, pour x P RzZπ et n P N :

1

2
`

n
ÿ

k“1

cosp2kxq “
sin

`

p2n` 1qx
˘

2 sinpxq
.

En déduire
ż π{2

0

sin
`

p2n` 1qx
˘

sinx
dx “

π

2
.

2. Véri�er que l'application f : r0, π{2s Ñ R dé�nie par

fpxq “

$

&

%

1

x
´

1

sinpxq
, si x ‰ 0,

0, si x “ 0,

est de classe C1. En déduire que

lim
nÑ`8

ż π{2

0

sin
`

p2n` 1qx
˘

x
“
π

2
.



3. En conclure que
ż `8

0

sinpxq

x
dx “

π

2
.

4. Montrer que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż nπ

pn´1qπ

sinpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě
2

nπ

pour tout n P N˚. En déduire que
ż `8

0
psinpxq{xqdx n'est pas absolument conver-

gente. On dit dans ce cas qu'elle est semi-convergente.

Proof.

1. On voit bien que

1

2
`

n
ÿ

k“1

cosp2kxq “ ´
1

2
` Re

ˆ n
ÿ

k“0

ei2kx
˙

“ ´
1

2
` Re

ˆ

eip2n`1qx ´ 1

ei2x ´ 1

˙

“ ´
1

2
` Re

ˆ

eip2n`1qx ´ e´ix

eix ´ e´ix

˙

“ ´
1

2
´

1

2 sinpxq
Re

ˆ

ipeip2n`1qx ´ e´ixq

˙

“ ´
1

2
´

1

2 sinpxq

´

´ sin
`

p2n` 1qx
˘

´ sinpxqq
¯

“
sin

`

p2n` 1qx
˘

2 sinpxq
,

pour x P RzZπ. En conséquence,
ż π{2

0

sin
`

p2n` 1qx
˘

sinx
dx “

ż π{2

0
dx` 2

n
ÿ

k“1

ż π{2

0
cosp2kxqdx

“
π

2
`

n
ÿ

k“1

„

sinp2kxq

k

π{2

0

“
π

2
.

2. C'est clair que f est C1 en tout point x P r0, π{2s di�érent de zéro. En plus,

f 1pxq “ ´
1

x2
`

cospxq

sinpxq2
,

si x P s 0, π{2s. En outre, la règle de Bernoulli-L'Hôpital nous dit que

f 1p0q “ lim
xÑ0

fpxq ´ fp0q

x
“ lim

xÑ0

sinpxq ´ x

x2 sinpxq
“ lim

xÑ0

cospxq ´ 1

2x sinpxq ` x2 cospxq

“ lim
xÑ0

´ sinpxq

p2´ x2q sinpxq ` 4x cospxq

“ lim
xÑ0

´ cospxq

´6x sinpxq ` p6´ x2q cospxq
“ ´

1

6
.

La même règle nous dit que

lim
xÑ0

f 1pxq “ lim
xÑ0

x2 cospxq ´ sin2pxq

x2 sin2pxq
“ lim

xÑ0

2x cospxq ´ x2 sinpxq ´ sinp2xq

2x sin2pxq ` x2 sinp2xq

“ lim
xÑ0

p2´ x2q cospxq ´ 4x sinpxq ´ 2 cosp2xq

2 sin2pxq ` 4x sinpxq ` 2x2 cosp2xq

“ lim
xÑ0

´6x cospxq ` px2 ´ 6q sinpxq ` 4 sinp2xq

p6´ 4x2q sinp2xq ` 12x cosp2xq

“ lim
xÑ0

px2 ´ 12q cospxq ` 8x sinpxq ` 8 cosp2xq

´32x sinp2xq ` p24´ 8x2q cosp2xq
“ ´

1

6
“ f 1p0q.



Cela implique que f est de classe C1. Le lemme de Riemann-Lebesgue nous dit alors
que

0 “ lim
nÑ`8

ż π{2

0
sin

`

p2n` 1qx
˘

fpxqdx “ lim
nÑ`8

ż π{2

0

sin
`

p2n` 1qx
˘

x
´
π

2
.

3. On voit bien que

ż πpn`1{2q

0

sinpyq

y
dy “

π{2

2

sin
`

p2n` 1qx
˘

x
,

où l'on a fait la substitution y “ p2n`1qx. Or, on remarque que l'on a déjà démontré
que la limite

lim
MÑ`8

ż M

0

sinpyq

y
dy

existe (voire l'exercice 4, (e)). Cela implique que

lim
nÑ`8

ż πpn`1{2q

0

sinpyq

y
dy “ lim

nÑ`8

π{2

2

sin
`

p2n` 1qx
˘

x
“
π

2
.

4. On voit bien que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż nπ

pn´1qπ

sinpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ż nπ

pn´1qπ
p´1qn`1 sinpxq

x
dx ě

1

nπ

ż nπ

pn´1qπ
p´1qn`1 sinpxqdx “

2

nπ
,

pour tout n P N˚. Comme

ż Nπ

0

| sinpxq|

x
dx “

N
ÿ

n“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż nπ

pn´1qπ

sinpxq

x
dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

N
ÿ

n“1

2

nπ
,

pour tout N P N˚, on conclut que
ż `8

0
psinpxq{xqdx n'est pas absolument conver-

gente.

l

Exercice 75 Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes ou absolument
convergentes :

(a)
ż `8

1

sinpxq
?
x` cospxq

dx, (b)
ż `8

1

sinpxq
?
x` sinpxq

dx.

Proof. On remarque d'abord que
?
x ` cospxq ‰ 0 et

?
x ` sinpxq ‰ 0, pour tout x ě 1.

C'est facile à voir que

lim
xÑ`8

sinpxq{p
?
x` cospxqq

sinpxq{
?
x

“ 1 et lim
xÑ`8

sinpxq{p
?
x` sinpxqq

sinpxq{
?
x

“ 1.

L'exercice 19 de la �che 6 dit que l'intégrale
ż `8

1
sinpxq{

?
xdx converge, mais la conver-

gence n'est pas absolue. L'exercice 4 implique alors que intégrales données sont convergentes
mais elles ne sont pas absolument convergentes. l

Exercice 76 Soient f et g des fonctions réelles continues par morceaux sur ra, b r et
supposons gpxq ą 0, pour tout x P ra, b r .



1. Montrer que si g est intégrable sur ra, b r alors

f “ obpgq ùñ

ż b

x
f “ ob

ˆ
ż b

x
g

˙

et

f „b g ùñ

ż b

x
f „b

ż b

x
g.

2. Montrer que si g est n'est pas intégrable sur ra, b r alors

f “ obpgq ùñ

ż x

a
f “ ob

ˆ
ż x

a
g

˙

et

f „b g ùñ

ż x

a
f „b

ż x

a
g.

Proof. Il s'agit d'un résultat du cours. l

Exercice 77 On considère la fonction f : RÑ R dé�nie par

fpxq “

ż `8

x

arctanptq

1` t2
dt.

Trouver un équivalent de fpxq de la forme C{xα (avec C P R et α ą 0) lorsque x tend vers
`8.

Proof. On voit bien que

fpxq “

ż `8

x

arctanptq

1` t2
dt “ lim

MÑ`8

„

arctan2ptq

2

M

x

“
π2

8
´

arctan2pxq

2
.

En outre,

lim
xÑ`8

fpxq

π{p2xq
“ lim

xÑ`8

π2 ´ 4 arctan2pxq

4π{x
“ lim

xÑ`8

2 arctanpxq{p1` x2q

π{x2
“ 1,

où l'on a utilisé la règle de Bernoulli-L'Hôpital. l

Exercice 78

1. Montrer la fonction Γppq “

ż `8

0
e´ttp´1dt est dé�nie et de classe C8 sur Rą0.

2. Montrer que, pour tout p ą 0, Γpp ` 1q “ pΓppq. En déduire la valeur Γpnq pour
n P N˚.

3. Montrer que

Γ

ˆ

1

2

˙

“ 2

ż `8

0
e´x

2
dx “

?
π

et en déduire les valeurs Γpn`
1

2
q pour n P N˚.

Proof.



1. On va montrer la convergence de l'intégrale

ż `8

0
e´ttp´1| lnnptq|dt “

ż 1

0
e´ttp´1| lnnptq|dt`

ż `8

1
e´ttp´1| lnnptq|dt,

pour tout n P N. Comme la fonction e´ttp´1| lnnptq| ą 0 pour tout t P Rą0, l'intégrale
est convergente si et seulement si elle est bornée. Si t P s 0, 1s, alors e´ttp´1| lnnptq| ď
tp´1| lnnptq|, ce qui dit que

ż 1

0
e´ttp´1| lnnptq|dt ď

ż 1

0
tp´1| lnnptq|dt.

On remarque que tα| lnnptq| converge vers zéro quand t tend vers 0, pour tout α ą 0
et n P N. Alors il existe δ ą 0 tel que tα| lnnptq| ă 1, pour tout t P s 0, δs. Soit
0 ă α ă p. Alors tp´1| lnnptq| ď tp´1´α, pour tout t P s 0, δs. Cela implique que les
intégrales

ż δ

0
tp´1| lnnptq|dt ď

ż δ

0
tp´1´αdt

convergent, puisque p´ 1´ α ą ´1. En outre, l'intégrale

ż 1

δ
tp´1| lnnptq|dt

converge, puisque tp´1| lnnptq| est continue sur rδ, 1s. On conclut que

ż 1

0
tp´1| lnnptq|dt

est convergente si p ą 0, ce qui implique que
ż 1

0
e´ttp´1| lnnptq|dt l'est aussi.

Par ailleurs, si t ě 1, on voit que e´ttp´1| lnnptq| ď e´t{2| lnnptq|. Cela implique que

ż `8

1
e´ttp´1| lnnptq|dt ď

ż `8

1
e´t{2| lnnptq|dt.

On remarque que e´t{4| lnnptq| converge vers zéro quand t tend vers `8, pour tout
n P N. Alors il existe C ą 1 tel que e´t{4| lnnptq| ă 1, pour tout t P RěC . Cela
implique que les intégrales

ż `8

C
e´t{2| lnnptq|dt ď

ż `8

C
e´t{4dt

convergent. En outre, l'intégrale

ż C

1
e´t{2| lnnptq|dt

converge, puisque e´t{2| lnnptq| est continue sur r1, Cs. On conclut que
ż `8

1
e´t{2| lnnptq|dt

est convergente, ce qui implique que
ż `8

1
e´ttp´1| lnnptq|dt l'est aussi. En consé-

quence,
ż `8

0
e´ttp´1dt converge.



Soit f : R2
ą0 Ñ R donnée par fpt, pq “ e´ttp´1. On voit que

Bnf

Bpn
pt, pq “ e´ttp´1 lnnptq.

D'après les majorations dans les paragraphes précédents, on voit que, pour tout
p ą 0, il existe un voisinage V de p tel que |e´ttp´1 lnnptq| est majorée par une
fonction intégrable. Le théorème de di�érentiation sous le signe de l'intégral nous dit
alors que Γ est de classe C8 et que

Γpnqppq “

ż `8

0
e´ttp´1 lnnptqdt.

2. On voit bien que

Γpp` 1q “

ż `8

0
e´ttpdt “ lim

MÑ`8

„

´ e´ttp
M

0

` p

ż `8

0
e´ttp´1dt “ pΓppq,

où l'on a fait une intégration par parties avec u “ tp et v1 “ e´t. Comme Γp1q “
ż `8

0
e´tdt “ 1, on conclut que Γpnq “ pn´ 1q!, pour tout n P N˚.

3. On voit bien que

Γ

ˆ

1

2

˙

“

ż `8

0
e´t
?
tdt “ 2

ż `8

0
e´x

2
dx “

?
π,

où l'on a fait la substitution t “ x2. D'après l'item précédent, on voit que

Γpn` 1{2q “
p2n´ 1q!!

?
π

2n
,

où l'on rappelle que p2n` 1q!! “ p2n´ 1q!!p2n` 1q et 1!! “ 1, pour tout n P N˚.
l

Exercice 79 On dé�nit la fonction F : Rą0 Ñ R via

F pxq “

ż `8

0

sinptq

x2 ` t2
dt.

1. Montrer que la fonction F est de classe C8.

2. Trouver les limites en 0 et en `8 de F .

3. Étudier le signe et les variations de F sur Rą0.
Indication : pour x ą 0 �xé, étudier la suite

un “

ż pn`1qπ

nπ

| sinptq|

x2 ` t2
dt.

Proof.

1. Soit f : R2
ą0 Ñ R donnée par fpt, xq “ sinptq{px2 ` t2q. Un argument par récurrence

simple nous dit que, pour tout n P N, il existe un polynôme Pn à coe�cients réels de
degré inférieur ou égal à n tel que

Bnf

Bxn
pt, xq “

Pnpxq sinptq

px2 ` t2qn`1
.



En conséquence,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bnf

Bxn
pt, xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|Pnpxq|

px2 ` t2qn`1
,

pour tout pt, xq P R2
ą0. Le théorème de di�érentiation sous le signe de l'intégral nous

dit alors que F est de classe C8.

2. Pour x ą 0, on voit bien que

F pxq “
1

x2

ż `8

0

sinptq

1` pt{xq2
dt “

1

x

ż `8

0

sinpxyq

1` y2
dy,

où l'on a fait la substitution y “ t{x. En conséquence,

|F pxq| ď
1

x

ż `8

0

1

1` y2
dy ď

π

2x
,

ce qui dit que la limite de F pxq quand x tend vers `8 est zéro.

Comme sinptq{t converge vers 1 quand t tend vers 0, il existe δ ą 0 tel que 1{2 ă
sinptq{t, pour tout t P Rą0 tel que t ď δ. Cela implique que

ż δ

0

sinptq

x2 ` t2
dt ě

ż δ

0

t

2px2 ` t2q
dt “

„

lnpx2 ` t2q

4

δ

0

“
ln
`

1` pδ{xq2
˘

4
.

On voit bien que le dernier membre diverge (vers `8) quand x tend vers zéro En
outre, on considère la fonction g : RěδˆRě0 Ñ R donnée par gpt, xq “ sinptq{px2`t2q.
On voit bien que |gpt, xq| ď 1{t2, pour tout x P Rě0, et 1{t2 est absolument intégrable
sur Rěδ. Le théorème de convergence dominée nous dit que

lim
xÑ0

ż `8

δ

sinptq

x2 ` t2
dt “

ż `8

δ

sinptq

t2
dt,

i.e. la limite de
ż `8

δ
sinptq{px2 ` t2qdt converge quand x tend vers zéro. En consé-

quence, la limite de F pxq “
ż `8

0
sinptq{px2 ` t2qdt diverge quand x tend vers zéro

3. Pour tout x P Rě0 et n P N, on considère

unpxq “

ż pn`1qπ

nπ

| sinptq|

x2 ` t2
dt ě 0.

On remarque que unpxq ě un`1pxq, pour tout x P Rě0 et n P N, puisque

un`1pxq “

ż pn`2qπ

pn`1qπ

| sinptq|

x2 ` t2
dt “

ż pn`1qπ

nπ

| sinpyq|

x2 ` y2 ` πpπ ` 2tq
dy

ď

ż pn`1qπ

nπ

| sinpyq|

x2 ` y2
dy “ unpxq,

où l'on a fait la substitution t “ y ` π. En conséquence,

F pxq “
`8
ÿ

n“0

p´1qnunpxq “
`8
ÿ

m“0

`

u2mpxq ´ u2m`1pxq
l jh n

ě0

˘

ě 0.



Par ailleurs, d'après le premier item on sait que

F 1pxq “ ´

ż `8

0

2x sinptq

px2 ` t2q2
dt.

Soit

vnpxq “

ż pn`1qπ

nπ

2x| sinptq|

px2 ` t2q2
dt ě 0

pour tout x P Rě0 et n P N. Le même argument que pour unpxq nous dit que
vnpxq ě vn`1pxq, pour tout x P Rě0 et n P N. Cela implique que

F 1pxq “ ´
`8
ÿ

n“0

p´1qnvnpxq “ ´
`8
ÿ

m“0

`

v2mpxq ´ v2m`1pxq
l jh n

ě0

˘

ď 0.

En conséquence, F est décroissante.

l

Exercice 80 On pose

Bpu, vq “

ż 1

0
tu´1p1´ tqv´1dt.

1. Pour quelles valeurs de pu, vq P R2 cette intégrale est-elle dé�nie ? On note D l'en-
semble de ces valeurs.

2. Montrer que

Bpu, vq “

ż `8

0

su´1

p1` squ`v
ds,

pour tout pu, vq P D.
3. Calculer Bp1{2, 1{2q.

4. Prouver que pu, vq P D si et seulement si pv, uq P D, et Bpv, uq “ Bpu, vq.

5. Montrer que, si pu, vq P D, alors pu` 1, vq, pu, v ` 1q P D et

Bpu, vq “ Bpu` 1, vq `Bpu, v ` 1q.

6. Au moyen d'une intégration par parties, prouver que

Bpu` 1, vq “
u

u` v
Bpu, vq,

pour tout pu, vq P D.
7. En déduire l'expression de Bpu`n, vq en fonction de Bpu, vq pour tout entier naturel

non nul n.

8. Calculer Bpn, pq, avec pn, pq P N˚ ˆ N˚.
9. Calculer Bp1{3, 2{3q.

Proof.

1. Comme tu´1p1 ´ tqv´1 ě 0 pour tout t P s 0, 1 r , l'intégrale qui dé�nit B est conver-
gente si et seulement si elle est majorée. C'est facile à véri�er que D “ R2

ą0. En e�et,
si u ď 0, alors

ż 1

0
tu´1p1´ tqv´1dt ě

ż 1

0
tu´1dt.

Comme la dernière intégrale diverge (vers `8), la première intégrale aussi. Le cas
de v ď 0 est analogue.



2. L'expression donnée suit de fait la substitution t “ s{ps ` 1q. On remarque que
l'application de Rě0 dans r0, 1 r donnée par s ÞÑ s{ps`1q est strictement croissante (et
donc bijective), di�érentiable, avec application réciproque t ÞÑ t{p1´tq di�érentiable.

3. La première partie de la question est triviale. En plus, c'est clair que

Bp1{2, 1{2q “

ż 1

0

1
a

tp1´ tq
dt “

ż 1

0

1
a

p1{4q ´ pt´ 1{2q2
dt “

ż 1

´1

1
a

p1´ x2
dx

“

„

arcsinpxq

1

´1

“ π,

où l'on a fait la substitution t´ 1{2 “ x{2.

4. La première partie de la question est triviale. Par ailleurs, on voit bien que

Bpu, vq “

ż 1

0
tu´1p1´ tqv´1dt “

ż 1

0
p1´ xqu´1xv´1dx “ Bpv, uq,

où l'on a fait la substitution x “ 1´ t.

5. La première partie de la question est triviale. D'ailleurs, c'est clair que

Bpu, vq “

ż 1

0
tu´1p1´ tqv´1dt “

ż 1

0
tu´1p1´ tqv´1

`

t` p1´ tq
˘

dt

“

ż 1

0
tup1´ tqv´1dt`

ż 1

0
tu´1p1´ tqvdt “ Bpu` 1, vq `Bpu, v ` 1q.

6. On voit bien que

Bpu` 1, vq “

ż 1

0
tup1´ tqv´1dt “ ´

1

v

„

tup1´ tqv
1

0

`
u

v

ż 1

0
tu´1p1´ tqvdt

“
u

v
Bpu, v ` 1q “

u

v

`

Bpu, vq ´Bpu` 1, vq
˘

,

où l'on a fait une intégration par parties avec fptq “ tu et g1ptq “ p1 ´ tqv´1 (i.e.
gptq “ ´p1´ tqv{v) et l'item précédent. En conséquence,

Bpu` 1, vq “
u

u` v
Bpu, vq.

7. C'est facile à véri�er par récurrence que

Bpu` n, vq “
n´1
ź

i“0

u` i

u` i` v
Bpu, vq,

pour tout n P N˚.
8. C'est facile à véri�er par récurrence que

Bpn, pq “
pn´ 1q!pp´ 1q!

pn` p´ 1q!
,

pour tout pn, pq P N˚ ˆ N˚.



9. D'après l'item (b), on voit bien que

Bp1{3, 2{3q “

ż `8

0

1
3
?
s2p1` sq

ds “ 3

ż `8

0

1

1` x3
dx

“

ż `8

0

ˆ

1

1` x
´

2x´ 1

2px2 ´ x` 1q
`

3{2

x2 ´ x` 1

˙

dx

“

ż `8

0

ˆ

1

1` x
´

2x´ 1

2px2 ´ x` 1q
`

3{2

px´ 1{2q2 ` 3{4

˙

dx

“ lim
MÑ`8

„

lnp1` xq ´
lnpx2 ´ x` 1q

2
`
?

3 arctan
´2x´ 1
?

3

¯

M

0

“ lim
MÑ`8

ˆ

ln
´ M ` 1
?
M2 ´M ` 1

¯

`
?

3 arctan
´2M ´ 1

?
3

¯

˙

`
π

2
?

3

“
2π
?

3
,

où l'on a fait la substitution s “ x3 et on a utilisé arctanp1{
?

3q “ π{6.

l

Exercice 81

1. Montrer que, pour tout x réel, les intégrales généralisées

ż `8

0

e´t cosptxq
?
t

dt,

ż `8

0

e´t sinptxq
?
t

dt et
ż `8

0

ep´1`ixqt

?
t

dt

convergent.

2. On dé�nit alors 2 applications u, v : RÑ R et une application z : RÑ C par

upxq “

ż `8

0

e´t cosptxq
?
t

dt, vpxq “

ż `8

0

e´t sinptxq
?
t

dt

et

zpxq “

ż `8

0

ep´1`ixqt

?
t

dt.

Étudier la parité des applications u et v et montrer que zpxq “ upxq ` ivpxq, pour
tout x P R.

3. On pose λ “ up0q. Montrer que λ ą 1´ e´1.

4. Montrer que les applications u, v et z sont continues.

5. Montrer que, pour tout réel x, l'intégrale généralisée
ż `8

0

?
tep´1`ixqtdt

converge.

6. Montrer que les applications u, v et z sont dérivables.

7. Prouver que

z1pxq “
´1

2px` iq
zpxq,

pour tout x P R.
Indication : on pourra utiliser une intégration par parties.



8. En déduire que les applications u, v et z sont indé�niment dérivables.

Proof.

1. Par dé�nition, l'intégrale sur Rą0 d'une fonction f : Rą0 Ñ C de la forme fpxq “
apxq ` ibpxq, avec a, b : Rą0 Ñ R, existe si et seulement si les intégrales de a et de
b sur Rą0 existent. En outre, par dé�nition, une fonction complexe f : Rą0 Ñ C est
intégrable si sa valeur absolue |f | : Rą0 Ñ Rě0 est intégrable. Il su�t alors d'étudier
la convergence de l'intégrale

ż `8

0

|ep´1`ixqt|
?
t

dt “

ż `8

0

e´t
?
t
dt “

ż 1

0

e´t
?
t
dt`

ż `8

1

e´t
?
t
dt. (14)

Comme e´t{
?
t ě 0 pour tout t ą 0, il su�t de montrer que ces intégrales sont

majorées. L'inégalité 1{
?
t ď 1 pour tout t ě 1 nous dit que
ż `8

1

e´t
?
t
dt ď

ż `8

1
e´tdt “ e´1.

En conséquence, la dernière intégrale dans (14) est convergente. Par ailleurs, si 0 ă
t ď 1, on voit que e´t{

?
t ď 1{

?
t, ce qui implique que

ż 1

0

e´t
?
t
dt ď

ż 1

0

1
?
t
dt “ 2.

En conséquence, l'avant-dernière intégrale dans (14) est convergente. Par conséquent,
les intégrales données sont absolument convergentes.

2. C'est clair que

up´xq “

ż `8

0

e´t cosp´txq
?
t

dt “

ż `8

0

e´t cosptxq
?
t

dt “ upxq

et

vp´xq “

ż `8

0

e´t sinp´txq
?
t

dt “ ´

ż `8

0

e´t sinptxq
?
t

dt “ ´vpxq.

L'égalité zpxq “ upxq ` ivpxq, pour tout x P R, est une conséquence de la dé�nition
d'intégrale.

3. On voit que

λ “ up0q “

ż `8

0

e´t
?
t
dt “

ż 1

0

e´t
?
t
dt`

ż `8

1

e´t
?
t
dt ą

ż 1

0
e´tdt “ 1´ e´1,

où l'on a utilisé que e´t{
?
t ě e´t si 0 ă t ď 1 et e´t{

?
t ą 0 si t ě 1.

4. La majoration |e´teitx|{
?
t ď e´t{

?
t et le théorème de convergence dominée nous

disent que z est une application continue, ce qui implique que u et v sont continues
aussi.

5. Il su�t alors d'étudier la convergence de l'intégrale
ż `8

0
|ep´1`ixqt|

?
tdt “

ż `8

0

?
te´tdt “

ż 1

0

?
te´tdt`

ż `8

1

?
te´tdt. (15)

Comme
?
te´t ě 0 pour tout t ą 0, il su�t de montrer que ces intégrales sont

majorées. L'inégalité
?
te´t ď e´t{2 pour tout t ě 1 nous dit que
ż `8

1

?
te´tdt ď

ż `8

1
e´t{2dt “ 2e´1{2



En conséquence, la dernière intégrale dans (15) est convergente. Par ailleurs, si 0 ă
t ď 1, on voit que e´t

?
t ď

?
t, ce qui implique que
ż 1

0

?
te´tdt ď

ż 1

0

?
tdt “

2

3
.

En conséquence, l'avant-dernière intégrale dans (15) est convergente. Cela nous dit
que la première 'intégrale dans (15) converge.

6. Soit f : Rą0 ˆ RÑ C donnée par fpt, xq “ ep´1`ixqt{
?
t. On remarque que

Bf

Bx
pt, xq “ iep´1`ixqt

?
t.

L'inégalité |iep´1`ixqt
?
t| ď

?
te´t et le théorème de di�érentiation sous le signe de

l'intégrale nous disent que z est une application di�érentiable, ce qui implique que u
et v sont di�érentiables aussi. En plus,

z1pxq “ i

ż `8

0
ep´1`ixqt

?
tdt.

7. Pour tout x P R, on voit bien que

zpxq “

ż `8

0

ep´1`ixqt

?
t

dt “ lim
MÑ`8

„

2ep´1`ixqt
?
t

M

0

´ 2p´1` ixq

ż `8

0
ep´1`ixqt

?
tdt

“ ´2ipi` xq

ż `8

0
ep´1`ixqt

?
tdt “ ´2pi` xqz1pxq,

où l'on a fait une intégration par parties avec fptq “ ep´1`ixqt et g1ptq “ 1{
?
t.

8. Il s'agit d'une conséquence directe de l'item précédent.

l

Exercice 82 On considère l'expression

fpxq “

ż `8

0

sinpxtq

1` t
dt.

Calculer le domaine de dé�nition de f (dans R) et l'ensemble des points de continuité. En
particulier, étudier

lim
xÑ0`

fpxq

et un équivalent de f en `8.

Proof. D'abord, on voit bien que fp0q “ 0. En outre, comme sin est une fonction impaire,
on voit que si x est dans le domaine de dé�nition de f , alors ´x aussi et fp´xq “ ´fpxq.
Pour x ‰ 0, on voit bien que

fpxq “

ż `8

0

sinpxtq

1` t
dt “

1

x

ˆ

1´

ż `8

0

cospxtq

p1` tq2
dt

˙

, (16)

où l'on a fait une intégration par parties avec uptq “ 1{p1 ` tq et v1ptq “ sinpxtq (i.e.
vptq “ ´ cospxtq{x). Comme

ż `8

0

| cospxtq|

p1` tq2
dt ď

ż `8

0

1

p1` tq2
dt “ 1,



la dernière intégrale dans (16) converge (absolument), ce qui implique que l'intégrale qui
dé�nit f converge. En conséquence, le domaine de dé�nition de f est R. On dé�nit l'ap-
plication g : RÑ R via

gpxq “

ż `8

0

cospxtq

p1` tq2
dt.

La majoration | cospxtq|{p1` tq2 ď 1{p1` tq2 et le théorème de convergence dominée nous
disent que g est continue sur R. Cela implique que f est continue en tout x ‰ 0. En plus,
le théorème de Riemann-Lebesgue nous dit que

lim
xÑ`8

fpxq

1{x
“ lim

xÑ`8
1´

ż `8

0

cospxtq

p1` tq2
dt “ 1,

i.e. f „ 1{x quand xÑ `8.

Pour étudier le comportement de f autour de zéro, comme f est impaire, il su�t de
considérer le cas x ą 0. On fait d'abord la substitution y “ tx et une intégration par
parties avec upyq “ 1{px`yq et v1pyq “ sinpyq (on a choisi vpyq “ 1´ cospyq), ce qui donne

fpxq “

ż `8

0

sinpxtq

1` t
dt “

ż `8

0

sinpyq

x` y
dy “

ż `8

0

1´ cospyq

px` yq2
dy.

Noter que l'intégrande de la dernière intégrale est une fonction non négative. En particulier
fpxq ą 0, pour tout x ą 0. On a�rme maintenant que la fonction non négative p1 ´
cospyqq{y2 est intégrable sur Rě0. En e�et, comme la limite de p1´ cospyqq{y2 est 2 quand

y tend vers zéro, l'intégrale
ż `8

0
p1 ´ cospyqq{y2dy converge si et seulement si

ż `8

1
p1 ´

cospyqq{y2dy converge. Or, l'inégalité p1 ´ cospyqq{y2 ď 2{y2 pour tout y ą 0 et le fait

que y ÞÑ 2{y2 est intégrable sur Rě1 nous disent que
ż `8

1
p1´ cospyqq{y2dy converge. Or,

on a l'inégalité p1 ´ cospyqq{px ` yq2 ď p1 ´ cospyqq{y2, pour tout y ą 0. Le théorème de
convergence dominée implique que la limite suivante existe et

lim
xÑ0

ż `8

δ

1´ cospyq

px` yq2
dy “

ż `8

δ

1´ cospyq

y2
dy.

Comme p1´ cospyqq{y2 est une fonction continue, non négative et non nulle, son intégrale
est strictement positive (en fait, on peut démontrer que cette intégrale vaut π{2). En
conséquence, la limite ` de f en 0` est strictement positive. Comme fp0q “ 0, on conclut
que f n'est pas continue en zéro. l

Exercice 83 On considère l'expression

fpxq “

ż `8

1

1

tx`1 ` t` 1
dt.

Calculer le domaine de dé�nition de f (dans R) et l'ensemble des points de continuité.

Proof. Comme 1{ptx`1` t` 1q ą 0 pour tout t ě 1, l'intégral dé�nissant f converge si et
seulement si elle est majorée. Si x ą 0, alors

ż `8

1

1

tx`1 ` t` 1
dt ď

ż `8

1

1

tx`1
dt “ lim

MÑ`8

„

´
1

txx

M

1

“
1

x
,



où l'on a utilisé que tx`1 ` t` 1 ě tx`1. Si x ď 0, alors tx`1 ` t` 1 ď 3t nous dit que

ż `8

1

1

tx`1 ` t` 1
dt ě

ż `8

1

1

3t
dt.

Comme la dernière intégrale diverge (vers `8), alors
ż `8

1
1{ptx`1` t`1qdt diverge aussi.

En conséquence, le domaine de dé�nition de f est Rą0.

Pour x0 ą 0, soient 0 ă a ă b tels que a ă x0 ă b. On voit bien que 1{ptx`1 ` t ` 1q ď
1{pta`1 ` t` 1q, qui est intégrable sur Rě1. Le théorème de convergence dominée nous dit
que f est continue en x0. En conséquence, f est continue sur Rą0. l

Exercice 84 Soit f : Rě0 Ñ R la fonction dé�nie par

fpxq “

ż `8

0

e´xt
2

1` t2
dt.

1. Montrer que f est continue et di�érentiable sur Rą0.

2. Calculer la limite de f en `8.

3. Trouver une équation di�érentielle (non triviale) véri�ée par f .

4. Montrer que f n'est pas di�érentiable en 0.

Proof.

1. On voit bien que e´xt
2
{p1 ` t2q ď 1{p1 ` t2q, pour tous x ě 0 et t ě 0. Comme

1{p1` t2q est intégrable sur Rě0, le théorème de convergence dominée nous dit que f
est continue sur R0. En outre, comme la dérivée partielle suivante existe, est continue
et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

B

Bx

ˆ

e´xt
2

1` t2

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´
t2e´xt

2

1` t2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď e´xt
2
,

le théorème de di�érentiation sous le signe de l'intégrale nous dit que f est dérivable
sur Rą0 et

f 1pxq “ ´

ż `8

0

t2e´xt
2

1` t2
dt,

pour tout x ą 0.

2. On voit bien que

0 ď fpxq “

ż `8

0

e´xt
2

1` t2
dt ď

ż `8

0
e´xt

2
dt “

1
?
x

ż `8

0
e´s

2
ds “

π

2
?
x
,

pour tout x ą 0, où l'on a fait la substitution s “
?
xt. Cela implique que

lim
xÑ`8

fpxq “ 0.

3. On voit bien que

f 1pxq “ ´

ż `8

0

t2e´xt
2

1` t2
dt “ ´

ż `8

0
e´xt

2
dt`

ż `8

0

e´xt
2

1` t2
dt “ ´

π

2
?
x
` fpxq,

pour tout x ą 0, où l'on a utilisé le calcul dans l'item précédent pour la première
intégrale dans l'avant-dernier membre.



4. C'est clair que

fpxq ´ fp0q

x
“

1

x

ż `8

0

e´xt
2
´ 1

1` t2
dt “

1
?
x

ż `8

0

e´s
2
´ 1

x` s2
ds,

pour tout x ą 0, où l'on a fait la substitution s “
?
xt. Comme e´s

2
´ 1 ď 0, pour

tout s ą 0, on voit que

|fpxq ´ fp0q|

x
“

1
?
x

ż `8

0

1´ e´s
2

x` s2
ds ě

1
?
x

ż `8

0

1´ e´s
2

1` s2
ds “

1
?
x

`

fp0q ´ fp1q
˘

,

si x ă 1. Cela implique que

lim
xÑ0`

|fpxq ´ fp0q|

x
“ `8,

i.e. la dérivée (latérale à droite) de f en zéro n'existe pas.

l

Exercice 85 Soit I un intervalle de R. On note E l'ensemble des fonctions continues
sur l'intérieur de I à valeurs réelles. On note L 1pIq l'ensemble des fonctions de E telles

que
ż

I
|fpxq|dx soit convergente. On note L 2pIq l'ensemble des fonctions de E telles que

ż

I
|fpxq|2dx soit convergente.

1. Montrer que L 1pIq est un sous-espace vectoriel de E. Pour f P L 1pIq, on pose

}f}1 “

ż

I
|fpxq|dx. Montrer que } }1 est une norme sur L 1pIq.

2. On suppose que }fn ´ f}1 Ñ 0. Est-ce que fn converge simplement vers f ?

3. On suppose que pfnqnPN est une suite de E qui converge simplement vers f . Est-ce
que pfnqnPN tend vers f pour la norme } }1 ?

4. Montrer que si f, g P L 2pIq et λ P R, alors f ` λg P L 2pIq et fg P L 1pIq. En

déduire que l'application donnée par pf, gq ÞÑ
ż

I
fpxqgpxqdx est un produit scalaire

sur L 2pIq.

5. pL 2pIq, } }2q est-il un espace de Hilbert ?

6. Calculer

inf
pa,bqPR2

ż `8

0
px2 ´ ax´ bq2e´2xdx.

7. Les espaces L 1pIq et L 2pIq sont-ils comparables (au sens de l'inclusion) ?

8. Sur L 1pIq XL 2pIq, les normes } }1 et } }2 sont-elles équivalentes ?

Proof.

1. Il s'agit d'un résultat du cours.

2. Non. Considérer par exemple I “ r0, 1s et la suite de fonctions suivante. Pour n P N,
on dé�nit fn : r0, 1s Ñ R par

fnpxq “

$

’

&

’

%

2n`1
`

x´ p2n ´ 1q{2n`1
˘

, si x P rp2n ´ 1q{2n`1, 1{2s,

´2n`1
`

x´ p2n ` 1q{2n`1
˘

, si x P r1{2, p2n ` 1q{2n`1s,

0, si x P r0, p2n ´ 1q{2n`1s Y rp2n ` 1q{2n`1, 1s.



C'est clair que fn est continue et
ż 1

0
fnpxqdx “ 1{2n`1, pour tout n P N, et p}fn}1qnPN

converge vers zéro, mais pfnqnPN ne converge pas vers la fonction nulle, puisque
fnp1{2q “ 1, pour tout n P N.

3. Non. La suite de fonctions dans l'exercice 8.2 est un contre-exemple.

4. C'est clair que si f P L 2pIq et λ P R, alors λf P L 2pIq. Par ailleurs, l'inégalité
ppa ` bq{2q2 ď pa2 ` b2q{2, pour tous a, b ě 0 nous dit que f ` g P L 2pIq, si f, g P
L 2pIq. Par ailleurs, ab ď pa2` b2q{2, pour tous a, b ě 0, nous dit que fg P L 1pIq, si

f, g P L 2pIq. Le fait que pf, gq ÞÑ
ż

I
fpxqgpxqdx est une forme bilinéaire symétrique

sur L 2pIq est trivial. En plus, si }f}2 “ 0, alors la restriction f |I˝ est la fonction
nulle.

5. L'espace pL 2pIq, } }2q n'est pas complet. En e�et, la suite pSn,gqnPN˚ dé�nie par

Sn,g “
n
ÿ

k“1

sinpkxq

k

dans l'exercice 7 de la �che 4 donne une suite de Cauchy dans l'espace L 2pr´π, πsq.
Par contre, la limite de pSn,gq dans pL

2pr´π, πsq, } }2q est la fonction non continue
g de l'exercice mentionné.

6. On voit bien que

inf
pa,bqPR2

ż `8

0
px2 ´ ax´ bq2e´2xdx “

„

e´2x

4

ˆ

p´a2 ` 2bqp2x2 ` 2x` 1q

` 2b2 ` ap4x3 ` 6x2 ` 6x` 3q ´ 2abp2x` 1q ´ 2x4 ´ 4x3 ´ 6x2 ´ 6x´ 3

˙`8

0

“
a2 ` 2b2 ` 2ab´ 3a´ 2b` 3

4
(17)

Le seul point critique de cette fonction est pa, bq “ p2,´1{2q, qui est un minimum
local strict (d'après le critère de la matrice hessienne). Comme la fonction (20) est
coercive, ce qui suit directement de la dernière expression, le minimum local est aussi
un minimum global.

7. Si I est une intervalle �ni, L 2pIq Ď L 1pIq. En e�et, comme la fonction constante
1I P L 2pIq, si f P L 2pIq, l'item (d) implique que f “ f.1I P L 1pIq. En plus, cela
nous dit aussi que }f}1 ď }1I}2}f}2, pour tout f P L 2pIq. Par contre, l'inclusion
L 1pIq Ď L 2pIq n'est pas véri�ée en général. Par exemple, si I “s 0, 1s, pour la
fonction f : I Ñ R donnée par t ÞÑ 1{

?
t on voit que f R L 2pIq mais f P L 1pIq.

En outre, si I est un intervalle in�ni, l'inclusion L 2pIq Ď L 1pIq n'est pas vraie en
général. Par exemple, si I “ Rą1, on voit que la fonction f : I Ñ R donnée par
t ÞÑ 1{t3{4 satisfait que f P L 2pIq mais f R L 1pIq.

8. Non. Considérer par exemple I “ r0, 1s et la suite de fonctions suivante. Pour n P N,
on pose fn : I Ñ R via fnpxq “ pn` 1qxn. C'est clair que fn P L 1pIq XL 2pIq, pour
tout n P N. Alors, }fn}1 “ 1, mais }fn}2 “ pn` 1q{

?
2n` 1, pour tout n P N.

l



5 Séries de Fourier

Exercice 86 La série de Fourier Soit E l'espace vectoriel des fonctions f : R Ñ C
continues par morceaux, périodiques de période 2π. On dé�nit l'application x , y : EˆEÑ C
par

xf, gy “

ż π

´π
fpxqgpxqdx.

1. Montrer que x , y est une forme hermitienne positive sur E. Est-elle dé�nie positive ?
2. Soit tχnunPZ P EZ la collection de fonctions donnée par χnpxq “ einx. Montrer que

xχn, χmy “ 2πδn,m,

pour tous n,m P Z, où δn,m “ 1 si n “ m et 0 si n ‰ m. Pour n P Z, on dé�nit les
coe�cients de Fourier exponentiels

cnpfq “
xf, χny

xχn, χny
“

1

2π

ż π

´π
fpxqe´inxdx. (FE)

On écrira cn si la fonction f est sous-entendue.

3. Soit tϕnunPZ P EZ la collection de fonctions donnée par ϕnpxq “ cospnxq si n P N˚,
ϕ0pxq “ 1 et ϕ´npxq “ ψnpxq “ sinpnxq si n P N˚. Montrer que

xϕ0, ϕ0y “ 2xϕn, ϕny “ 2π et xϕm, ϕm1y “ 0,

pour tout n P Z˚ et tous m,m1 P Z tels que m ‰ m1. On dé�nit les coe�cients de

Fourier trigonométriques

anpfq “
xf, ϕny

xϕn, ϕny
“

1

π

ż π

´π
fpxq cospnxqdx,

a0pfq “
xf, ϕ0y

xϕ0, ϕ0y
“

1

2π

ż π

´π
fpxqdx,

bnpfq “
xf, ϕ´ny

xϕ´n, ϕ´ny
“

1

π

ż π

´π
fpxq sinpnxqdx,

(FT)

pour tout n P N˚. On écrira plus simplement an ou bn si la fonction f est sous-
entendue.

4. Montrer que ϕ0 “ χ0, χn ` χ´n “ 2ϕn, χn ´ χ´n “ 2iϕ´n et ϕn ` iϕ´n “ χn, pour
tout n P N˚. En déduire une relation entre (FE) et (FT). En particulier, montrer que

Sf,npxq “ a0pfq `
n
ÿ

k“1

`

akpfq cospkxq ` bkpfq sinpkxq
˘

“

n
ÿ

k“´n

ckpfqe
ikx, (F)

pour tout n P N et x P R. On appelle (F) la série de Fourier partielle d'ordre n.

5. Montrer que si f |s´π,πr est une fonction paire (resp., impaire), alors bnpfq “ 0, pour
tout n P N˚ (resp., anpfq “ 0, pour tout n P N).

Proof. Il s'agit des résultats du cours, même si la solution suit directement des indications
détaillées dans l'exercice. l

Exercice 87 Les bases de Fourier sont totales



1. Pour f, g P E, on dé�nit f ˚ g : RÑ C par

pf ˚ gqpxq “

ż π

´π
fptqgpx´ tqdt.

Montrer que f ˚ g P E.
2. Pour tout n P N, on considère la fonction continue et périodique de période 2π donnée

par

Dn “
1

2π

m
ÿ

k“´m

χk.

(i) Montrer que Dn ˚ f “ Sf,n, pour tout n P N.
(ii) Montrer que

Dnpxq “
1

2π

sin
`

p2n` 1qx{2
˘

sinpx{2q
,

pour tout x P Rz2πZ et n P N.
(iii) Montrer que

ż π

´π
Dnpxqdx “ 1,

pour tout n P N.
3. Pour tout n P N, on considère la fonction continue et périodique de période 2π donnée

par

Kn “
1

2πn

n´1
ÿ

m“0

m
ÿ

k“´m

χk.

(i) Montrer que

Kn ˚ f “

řn´1
m“0 Sf,m
n

.

(ii) Montrer que

Knpxq “
1

2πn

sin2pnx{2q

sin2px{2q
,

pour tout x P Rz2πZ et n P N. En déduire que Knpxq ě 0, pour tout x P R.
(iii) Montrer que

ż π

´π
Knpxqdx “ 1,

pour tout n P N.
(iv) Montrer que, étant donnés ε ą 0 et 0 ă δ ă π, il existe N P N tel que

ż ´δ

´π
Knpxqdx`

ż π

δ
Knpxqdx ă ε,

pour tout n ě N .

4. Soit f P E et soit X Ď R une partie compacte telle que f |X soit continue. À partir
des items précédents, conclure que Kn ˚ f converge uniformément vers f sur X. En
déduire que l'espace vectoriel engendré par tχnunPZ P EZ (ou par tϕnunPZ P EZ) est
dense dans E muni de la semi-norme || ||2 associée à x , y.

5. Utiliser l'item précédent et le théorème de Bessel pour montrer que, si f P E satisfait
que cnpfq “ 0 pour tout n P Z, alors il existe F Ď s ´ π, π r �ni tel que f | s ´π,π r zF
est la fonction nulle.



Proof. Il s'agit des résultats du cours, même si la solution suit directement des indications
détaillées dans l'exercice. l

Exercice 88 Pour chaque item ci-dessous, on considérera la fonction f P E dont la
restriction de f à r´π, π r coïncide avec l'expression indiquée :
(a) x, (b) x2, (c) |x|, (d) sin2pxq, (e) | sinpxq|.
Calculer les coe�cients de Fourier trigonométriques respectifs.

Proof.

1. Comme x est une fonction impaire, alors an “ 0, pour tout n P N. En outre, c'est
facile à calculer

bn “
1

π

ż π

´π
x sinpnxqdx “

„

sinpnxq ´ nx cospnxq

πn2

π

´π

“
2p´1qn`1

n
,

pour tout n P N˚.
2. Comme x2 est une fonction paire, alors bn “ 0, pour tout n P N˚. En outre, c'est

facile à calculer

a0 “
1

2π

ż π

´π
x2dx “

„

x3

6π

π

´π

“
π2

3

et

an “
1

π

ż π

´π
x cospnxqdx “

„

pn2x2 ´ 2q sinpnxq ` 2nx cospnxq

πn3

π

´π

“
4p´1qn

n2
,

pour tout n P N˚.
3. Comme |x| est une fonction paire, alors bn “ 0, pour tout n P N˚. En outre, c'est

facile à calculer

a0 “
1

2π

ż π

´π
|x|dx “

1

π

ż π

0
xdx “

„

x2

2π

π

0

“
π

2

et

an “
1

π

ż π

´π
|x| cospnxqdx “

2

π

ż π

0
x cospnxqdx “ 2

„

nx sinpnxq ` cospnxq

πn2

π

0

“
2
`

p´1qn ´ 1
˘

πn2
,

pour tout n P N˚.
4. Comme sin2pxq est une fonction paire, alors bn “ 0, pour tout n P N˚. En outre, c'est

facile à calculer

a0 “
1

2π

ż π

´π
sin2pxqdx “

„

x

4π
´

sinp2xq

8π

π

´π

“
1

2
.

En plus,

a2 “
1

π

ż π

´π
sin2pxq cosp2xqdx “

„

´
x

4π
`

4 sinp2xq ´ sinp4xq

16π

π

´π

“ ´
1

2
,

tandis que

an “
1

π

ż π

´π
sin2pxq cospnxqdx “

„

sinpnxq

2nπ
´

sin
`

pn´ 2qx
˘

4pn´ 2qπ
´

sin
`

pn` 2qx
˘

4pn` 2qπ

π

´π

“ 0,

pour tout n P N˚zt2u.



5. Comme | sinpxq| est une fonction paire, alors bn “ 0, pour tout n P N˚. En outre,
c'est facile à calculer

a0 “
1

2π

ż π

´π
| sinpxq|dx “

1

π

ż π

0
sinpxqdx “

„

´ cospxq

π

0

“
2

π
.

En plus,

a1 “
1

π

ż π

´π
| sinpxq| cospxqdx “

2

π

ż π

0
sinpxq cospxqdx “

„

sinp2xq

π

π

0

“ 0,

tandis que

an “
1

π

ż π

´π
| sinpxq| cospnxqdx “

2

π

ż π

0
sinpxq cospnxqdx

“ 2

„

n sinpxq sinpnxq ` cospxq cospnxq

πpn2 ´ 1q

π

0

“ 2
1` p´1qn

πp1´ n2q
,

pour tout n P N˚zt1u.
l

Exercice 89

1. Soit f P E de classe C1. Montrer qu'il existe une constante C ą 0 telle que |cnpfq| ď
C{|n|, pour tout n P Z˚.

2. Soit f P E de classe C2. Montrer qu'il existe une constante C ą 0 telle que |cnpfq| ď
C{n2, pour tout n P Z˚.

3. Soit f P E telle que la série de Fourier Sf,n converge uniformément. Utiliser l'exercice
5 pour montrer que la limite uniforme de Sf,n est f .

4. Soit f P E qui satisfait qu'il existe C ą 0 telle que |cnpfq| ď C{n2, pour tout n P Z˚.
Montrer que la série de Fourier de f converge uniformément vers f . En déduire que
la série de Fourier de f converge uniformément vers f si f est de classe C2.

Proof.

1. Soit n P Z˚. On voit que

cnpfq “
1

2π

ż π

´π
fpxqe´inxdx “

„

fpxqe´inx

´in

π

´π

`
1

2niπ

ż π

´π
f 1pxqe´inxdx

“
1

2niπ

ż π

´π
f 1pxqe´inxdx,

où l'on a fait une intégration par parties et on a utilisé que f est continue. Soit C ą 0
telle que |f 1pxq| ă C, pour tout x P r´π, πs. Alors, |cnpfq| ď C{|n|, comme on voulait
démontrer.

2. Il s'agit du même type d'argument que celui dans l'item précédent, mais il faut
appliquer deux fois la méthode d'intégration par parties.

3. Soit f P E telle que la série de Fourier Sf,n converge uniformément et soit Sf la limite
uniforme. En particulier, Sf est une fonction continue. Pour tout m P Z on voit bien
que

cmpSf q “
1

2π

ż π

´π
Sf pxqe

´imxdx “ lim
nÑ`8

1

2π

ż π

´π
Sf,mpxqe

´imxdx

“ lim
nÑ`8

n
ÿ

p“´n

1

2π

ż π

´π
cppfqe

ipp´mqxdx “ lim
nÑ`8

cmpfq “ cmpfq.



D'après le dernier item de l'exercice 5, on voit que, comme f et Sf ont la même série
de Fourier, alors f “ Sf .

4. On suppose qu'il existe C ą 0 telle que |cnpfq| ď C{n2, pour tout n P Z˚. Alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

m“´n

cmpfqe
imx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

m“´n

|cmpfq||e
imx| ď |c0pfq| ` 2C

n
ÿ

m“1

1

n2
.

D'après le critère de Weierstrass la série de Fourier converge absolument et unifor-
mément. L'item précédent nous dit que la limite uniforme de la série est f . D'après
le troisième item de cet exercice, on conclut que la série de Fourier de f converge
uniformément vers f si f est de classe C2.

l

Exercice 90 Lemme de Riemann-Lebesgue Soit f : ra, bs Ñ R une fonction intégrable et
soit λ P R. On pose

Ipλq “

ż b

a
fpxqeiλxdx.

1. On suppose maintenant que f est de classe C1. Montrer que

ż b

a
fpxqeiλxdx “

fpbqeiλb

iλ
´
fpaqeiλa

iλ
´

1

iλ

ż b

a
f 1pxqeiλxdx. (18)

En déduire que λ ÞÑ λIpλq est bornée et, en particulier, Ipλq tend vers 0 quand λ
tend vers `8. En déduire les mêmes résultats pour f de classe C1 par morceaux.

2. En déduire le Lemme de Riemann-Lebesgue : pour toute fonction f intégrable,

lim
λÑ`8

Ipλq “ lim
λÑ`8

ż b

a
fpxqeiλxdx “ 0. (RL)

3. On suppose f décroissante et positive, montrer que λ ÞÑ λIpλq est bornée.

4. Soit F : RÑ C un fonction périodique de période ` ą 0 telle que F |r0,`s soit intégrable
et soit f : ra, bs Ñ C une fonction de classe C1. Montrer que pour tout ε ą 0 il existe
C ą 0 tel que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
F px` tqfptqeiλtdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε, (RL-U)

pour tout λ ą C et tout x P R.
Indication : réduire d'abord au cas où F satisfait que F |r0,`s est en escalier à partir
de prendre une approximation uniforme de F , puis démontrer le cas des fonctions en
escalier à partir de (18).

Proof. Il s'agit des résultats du cours, même si la solution suit directement des indications
détaillées dans l'exercice. l

Exercice 91 Convergence uniforme locale Soit f P E.
1. Montrer que les limites

lim
hÑ0`

fpx` hq et lim
hÑ0´

fpx` hq

existent. On les note fpx`q et fpx´q, respectivement. On pose Avf : R Ñ C via
Avf pxq “ pfpx`q ` fpx´qq{2. Montrer que Avf P E.



2. Soit X Ď R. On dit que f satisfait la condition de Lipschitz à gauche (resp., à

droite) sur X s'il existe C ą 0 et δ ą 0 tels que |fpx ´ hq ´ fpx´q| ď Ch (resp.,
|fpx ` hq ´ fpx`q| ď Ch), pour tous x P X et h P s 0, δs. Montrer que si X est un
point x et f P E est di�érentiable à gauche (resp., à droite) en x, alors elle satisfait
la condition de Lipschitz à gauche (resp., à droite) sur X.

3. Utiliser que Dn est paire pour montrer que

ż δ

´δ

`

fpx´ tq ´Avf pxq
˘

Dnptqdt “

ż δ

´δ

ˆ

fpx´ tq ` fpx` tq

2
´Avf pxq

˙

Dnptqdt

et en déduire que, si f satisfait la condition de Lipschitz (à gauche et à droite) sur
X, alors il existe δ, C,C 1 ą 0 tels que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż δ

´δ

`

fpx´ tq ´Avf pxq
˘

Dnptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď C

ż δ

´δ

|t{2|

| sinpt{2q|
dt ď δC 1,

pour tout x P X.

4. On continue avec les hypothèses de l'item précédent. Montrer que le lemme de
Riemann-Lebesgue uniforme (RL-U) implique que

ż ´δ

´π

`

fpx´ tq ´Avf pxq
˘

Dnptqdt et
ż π

δ

`

fpx´ tq ´Avf pxq
˘

Dnptqdt

convergent vers 0 quand n tend vers `8 uniformément pour x P X.

5. En déduire que si f P E satisfait la condition de Lipschitz (à gauche et à droite) sur
X, alors Sn,f “ Dn ˚ f converge uniformément vers Avf sur X.

6. En déduire le principe de localisation de Riemann : si f P E satisfait que f |ra,bs
est nulle, alors Sf,n converge uniformément vers 0 sur tout sous-intervalle fermé de
sa, b r .

Proof. Il s'agit des résultats du cours, même si la solution suit directement des indications
détaillées dans l'exercice. l

Exercice 92 Soient f, g P E les fonctions qui satisfont que f |r0,2π r coïncide avec pπ´xq
2{4

et g|r0,2π r coïncide avec pπ ´ xq{2

1. Montrer que les séries de Fourier trigonométriques de f et de g sont

π2

12
`

8
ÿ

k“1

cospkxq

k2
et

8
ÿ

k“1

sinpkxq

k
,

respectivement.

2. Montrer que la série de Fourier trigonométrique de f converge uniformément vers f .

3. Montrer que l'on peut di�érentier la série de Fourier trigonométrique de f terme à
terme sur tout intervalle de la forme rδ, 2π ´ δs, avec 0 ă δ ă π, et

π ´ x

2
“

8
ÿ

k“1

sinpkxq

k
,

pour tout x P s 0, 2π r .



Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 93 Soit f P E la fonction qui satisfait que f |r0,2π r coïncide avec eax, où
a P CziZ.

1. Calculer la série de Fourier exponentielle de f .

2. Soit x P s 0, 2π r . Montrer que

πeax “ pe2aπ ´ 1q

ˆ

1

2a
`

`8
ÿ

k“1

a cospkxq ´ k sinpkxq

k2 ` a2

˙

.

3. Soit x P s 0, 2π r et b P RzZ. Montrer que

π cospbxq “
sinp2bπq

2b
`

`8
ÿ

k“1

b sinp2bπq cospkxq ` k
`

cosp2bπq ´ 1
˘

sinpkxq

b2 ´ k2
.

En déduire que
bπ

sinpbπq
“ 1` 2b2

`8
ÿ

k“1

p´1qk

b2 ´ k2
.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 94 Le phénomène de Gibbs

1. Soit g P E la fonction de l'exercice 5 et soit ∆n : s 0, π rÑ R la fonction donnée
par ∆npxq “ Sg,npxq ´ gpxq, pour tout n P N. Montrer que Sg,np0q converge vers
Avgp0q “ 0 quand n tend vers `8.

2. Montrer que ∆n est di�érentiable et

∆1
npxq “

1

2
`

n
ÿ

k“1

cospkxq “
sin

`

p2n` 1qx{2
˘

2 sinpx{2q
,

pour tout x P s 0, π r . Conclure que les points critiques de ∆n sont de la forme xn,j “
jπ{pn`1{2q, pour j P t1, . . . , nu. Noter que xn,j converge vers 0` quand n tend vers
`8.

3. Montrer que

lim
nÑ`8

Sg,npxn,jq “

ż jπ

0

sinpxq

x
dx.

En déduire que

bj “ lim
nÑ`8

∆npxn,jq “

ż jπ

0

sinpxq

x
dx´

π

2
.

Indication : Considérer une somme de Riemann de sinpxq{x sur l'intervalle r0, jπs
associée à la subdivision tkjπ{pn` 1{2q : k P t1, . . . , nuu.

4. Montrer que la suite pbjqjPN est alternée et que p|bj |qjPN est strictement décroissante
(de limite 0). En conséquence, la valeur b1 » 0, 281 est maximale.

5. Soit f P E de classe C1 par morceaux et soit ty1, . . . , ynu Ď r0, 2π r l'ensemble
de discontinuités de saut de f |r0,2π r . On pose di “ pfpyi`q ´ fpyi´qq{π et f̃pxq “

fpxq´
n
ÿ

i“1

digpx´yiq, pour x P R. Noter que, comme f̃ est de classe C1 par morceaux



et continue, Sf̃ ,n converge uniformément vers f̃ . Utiliser le principe de localisation de
Riemann ainsi que les items précédents pour montrer qu'il existe une suite pxn,iqnPN
qui converge vers yi` telle que la limite de |Sf,npxn,iq ´ fpyi`q| quand n tend vers
`8 est b1di pour tout i P t1, . . . , nu.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

On dit que g satisfait le phénomène de Gibbs à droite (resp., à gauche) en x0 s'il existe
une suite pxnqnPN P RN telle que xn ą x0 (resp., xn ă x0) pour tout n P N et

sgnpdq
`

lim
nÑ`8

Sg,npxnq ´ gpx0`q
˘

ą 0
´

resp., sgnpdq
`

lim
nÑ`8

Sg,npxnq ´ gpx0´q
˘

ă 0
¯

.

Un résultat remarquable de la théorie de Fourier est que toute fonction g P E de classe C1

par morceaux satisfait le phénomène de Gibbs (à droite et à gauche) en toute discontinuité
de saut.



6 Intégrales curvilignes

Exercice 95 Donner la longueur de la courbe α : RÑ R2 donnée par

αptq “
´

a
`

2 cosptq ´ cosp2tq
˘

, a
`

2 sinptq ´ sinp2tq
˘

¯

,

où a ą 0.

Proof. C'est clair que α est périodique de période 2π, puisque les fonctiones sin et cos
son périodiques de période 2π. En outre, on a�rme que la la période minimale p ą 0 de
α est 2π. En e�et, si P est une période de α, alors P est aussi une période de la fonction
t ÞÑ }αptq}2 dé�nie sur R. Comme

}αptq}2 “ a
`

5´ 4 cosptq
˘

,

pour tout t P R, on voit que P doit être un multiple entier de 2π. Cela implique que la
longueur de la courbe dé�nie par α est

` “

ż 2π

0
}α1ptq}dt “

ż 2π

0
2
?

2a
a

1´ cosptqdt “

ż 2π

0
4a| sinpt{2q|dt “ 42a,

où } } est la norme euclidienne et l'on a utilisé les identités

cosp2tq cosptq ` sinp2tq sinptq “ cosptq et 1´ cosptq “ 2 sin2pt{2q.

l

Exercice 96 Soient a, b ą 0. Calculer la longueur de l'arc de la chainette y “ a coshpx{aq
compris entre le sommet p0, aq et le point pb, hq, où h “ a coshpb{aq.

Proof. La courbe indiquée est donnée par αptq “ pt, a coshpt{aqq. On voit bien que la
longueur demandée est

` “

ż b

0
}α1ptq}dt “

ż b

0

b

1` sinh2pt{aqdt “

ż b

0
coshpt{aqdt

“

„

a sinhpt{aq

b

0

“ a sinhpb{aq,

où } } est la norme euclidienne. l

Exercice 97 Calculer la longueur de la cardioïde décrite en polaires par r “ ap1`cospθqq,
où a ą 0.

Proof. C'est clair que la courbe indiquée α : R Ñ R2 est donnée par αpθq “ pap1 `
cospθqq cospθq, ap1` cospθqq sinpθqq. C'est clair que α est périodique de période 2π, puisque
les fonctiones sin et cos son périodiques de période 2π. En outre, vu que p2a, 0q “ αp0q ‰
αpπq “ p0, 0q, la période minimale de α est 2π. On voit bien que la longueur demandée est

` “

ż 2π

0
}α1ptq}dt “

ż 2π

0

?
2a
a

1` cosptqdt “

ż 2π

0
2a| cospt{2q|dt “ 8a,

où } } est la norme euclidienne et l'on a utilisé les identités

cosp2tq cosptq ` sinp2tq sinptq “ cosptq et 1` cosptq “ 2 cos2pt{2q.



l

Exercice 98 Soient A et B deux points de R2 tels que la distance entre A et B est a ą 0.
Sans perte de généralité on considère que A “ p0, 0q et B “ pa, 0q. Soit ϕ : r0, 1s Ñ R2

une courbe paramétrée du plan de classe C1 telle que ϕp0q “ A et ϕp1q “ B. On note ` la
longueur de la courbe paramétrée par ϕ.

1. Rappeler la formule permettant de calculer `.

2. Montrer que ` ě a. Est-ce étonnant ?

3. Montrer que ` “ a si et seulement s'il existe une fonction x : r0, 1s Ñ R monotone
telle que ϕptq “ pxptq, 0q, pour tout t P r0, 1s.

Proof.

1. On rappelle que

` “

ż 1

0
}ϕ1ptq}dt,

où } } est la norme euclidienne.

2. On écrit ϕptq “ pxptq, yptqq. Alors }ϕ1ptq} “
a

x1ptq2 ` y1ptq2 ě
a

x1ptq2 “ |x1ptq|.
Cela implique que

` “

ż 1

0
}ϕ1ptq}dt ě

ż 1

0
|x1ptq|dt ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0
x1ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |xp1q ´ xp0q| “ a.

3. On suppose qu'il existe une fonction x : r0, 1s Ñ R monotone telle que ϕptq “
pxptq, 0q, pour tout t P r0, 1s. Comme xp1q “ a ą xp0q “ 0, x est croissante et sa
dérivée est donc non négative. Alors,

` “

ż 1

0
}ϕ1ptq}dt “

ż 1

0
|x1ptq|dt “

ż 1

0
x1ptqdt “ xp1q ´ xp0q “ a.

Réciproquement, on suppose que ` “ a. Cela implique que

ż 1

0

`

}ϕ1ptq} ´ |x1ptq|
˘

dt “ 0.

Comme t ÞÑ }ϕ1ptq} ´ |x1ptq| est une fonction continue, non négative et son intégrale
est nulle, on conclut qu'elle est la fonction nulle. Cela implique que y1ptq “ 0, pour
tout t P s 0, 1 r . Comme yp0q “ 0, on conclut que yptq “ 0, pour tout t P r0, 1s, i.e.
ϕptq “ pxptq, 0q, pour tout t P r0, 1s. En outre, la condition ` “ a implique que

ż 1

0
|x1ptq|dt ě

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0
x1ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

ce qui dit en particulier que la dérivée de x est toujours non négative sur s 0, 1 r ou
toujours non positive sur s 0, 1 r . Comme xp1q “ a ą 0 “ xp0q, on conclut que x est
croissante.

l

Exercice 99 On va s'intéresser aux courbes de longueur minimale tracées sur la sphère

S2 “
 

px, y, zq P R3 : x2 ` y2 ` z2 “ 1
(

Ď R3



de rayon 1 et de centre O “ p0, 0, 0q. On appelle grand cercle de la sphère toute intersection
de la sphère avec un plan passant par O.

Soient A et B deux points de S2. Sans perte de généralité, on considère que A “ p0, 0, 1q
et B “ psinpψ0q, 0, cospψ0qq, avec 0 ď ψ0 ď π.

On considère une courbe tracée sur la sphère M : r0, 1s Ñ S2 donnée par

t ÞÑ pcospθptqq sinpψptqq, sinpθptqq sinpψptqq, cospψptqq

telle que les fonctions θ et ψ soient de classe C1, θp0q “ 0, ψp0q “ 0, θp1q “ 0 et ψp1q “ ψ0.
On a donc Mp0q “ A et Mp1q “ B. On note ` la longueur de la courbe paramétrée
précédente.

1. Montrer que

` “

ż 1

0

b

`

θ1ptq
˘2

sin2
`

ψptq
˘

`
`

ψ1ptq
˘2
dt.

2. En déduire que la longueur de ` est plus grande que la longueur de l'arc de cercle du
grand cercle tracé sur la sphère reliant A à B.

3. En déduire que pour tous points A,B sur la sphère, le chemin sur la sphère le plus
court reliant A à B est donné par l'arc de cercle reliant A à B d'un grand cercle de
la sphère.

Proof.

1. La formule de la longueur ` est un calcul directe.

2. C'est clair que

` “

ż 1

0

b

`

θ1ptq
˘2

sin2
`

ψptq
˘

`
`

ψ1ptq
˘2
dt ě

ż 1

0

b

`

ψ1ptq
˘2
dt “ ψ0,

qui est la longueur de l'arc de cercle du grand cercle tracé sur la sphère reliant A à
B.

3. On remarque que, étant donnés deux points A et B sur la sphère, on peut toujours
faire une rotation du repère de coordonnées pour tomber sur la situation décrite
dans l'énoncé pour A et B. La question est alors une conséquence directe de l'item
précédent.

l



7 Intégrales doubles

Exercice 100 Calculer les intégrales doubles

I “

ĳ

D

px` yq2

x2 ` y2 ` 1
dxdy et J “

ĳ

∆

px2 ` y2qdxdy,

où D “ tpx, yq P R2 : x2 ` y2 ď 1u et ∆ “ tpx, yq P R2 : x2 ` y2 ď 1, x ě 0, y ě 0u.

Proof. On voit bien que

I “

ĳ

D

px` yq2

x2 ` y2 ` 1
dxdy “

ż 1

0

ż 2π

0

r3 ` r2 sinp2θq

r2 ` 1
dθdr

“ 2π

ż 1

0

r3

r2 ` 1
dr `

ż 1

0

r

r2 ` 1
dr

„

´
cosp2θq

2

2π

0
l jh n

“0

“ 2π

„

r2

2
´

lnp1` r2q

2

1

0

“ π
`

1´ lnp2q
˘

,

et

J “

ĳ

∆

px2 ` y2qdxdy “

ż 1

0

ż π{2

0
r3dθdr “

π

2

„

r4

4

1

0

“
π

8
,

où l'on a fait le changement de variables des coordonnées polaires. l

Exercice 101 Soit T Ď R2 le triangle ayant pour sommets les points de coordonnées
p0, 0q, p1, 0q et p0, 1q. Montrer que

ĳ

T

e
x´y
x`y dxdy “

1

2
sinhp1q.

Proof. On considère le changement de variables F : R2 Ñ R2 donné par

F pu, vq “
´u` v

2
,
v ´ u

2

¯

.

C'est clair que F est bijectif, de classe C1 avec réciproque de classe C1. En plus, le déter-
minant de la matrice jacobienne de F est 1{2. Soit D “ tpu, vq P R2 : v P r0, 1s, |u| ď vu.
On voit bien aussi que F pDq “ T . En conséquence,

ĳ

T

e
x´y
x`y dxdy “

1

2

ĳ

D

eu{vdudv “
1

2

ż 1

0

ż v

´v
eu{vdudv “

1

2

ż 1

0

„

veu{v
v

´v

dv

“
1

2

ż 1

0

„

veu{v
v

´v

dv “ sinhp1q

ż 1

0
vdv “

sinhp1q

2
.

l

Exercice 102 Montrer que l'aire de la région bornée R comprise entre la droite y “ x
et la parabole y2 “ 2x vaut 2{3.



Proof. La région demandée est décrite par

R “ tpx, yq P R2 : x P r0, 2s, x ď y ď
?

2xu.

L'aire demandée est donnée par l'intégrale

ĳ

R

dxdy “

ż 2

0

ż

?
2x

x
dydx “

ż 2

0
p
?

2
?
x´ xqdx “

„

2
?

2
x3{2

3
´
x2

2

2

0

“
2

3
.

l

Exercice 103 Soit R “ tpx, yq P R2
ą0 : 1 ď xy ď 3, 1 ď x2 ´ y2 ď 4u. Calculer
ĳ

R

px2 ` y2qdxdy.

Indication : utiliser le changement de variables donné par t “ x2 ´ y2 et s “ xy.

Proof. L'indication équivaut à considérer le changement de variables F : Rą0 ˆRÑ R2
ą0

donné par

F ps, tq “

ˆ

d

t`
?
t2 ` 4s2

2
,

d

´t`
?
t2 ` 4s2

2

˙

.

C'est clair que F est bijectif, avec application réciproque G : R2
ą0 Ñ Rą0 ˆ R donnée par

Gpx, yq “ pxy, x2 ´ y2q.

En plus, F et G sont de classe C1. Le déterminant de la matrice jacobienne de F est
´1{p2

a

t2 ` 4s2q. Soit D “ tps, tq P R2
ą0 : s P r1, 3s, t P r1, 4su. On voit bien aussi que

F pDq “ R. Si l'on écrit fpx, yq “ x2` y2, alors pf ˝F qps, tq “
a

t2 ` 4s2. En conséquence,

ĳ

R

px2 ` y2qdxdy “

ĳ

D

?
t2 ` 4s2

2
?
t2 ` 4s2

dsdt “
1

2

ĳ

D

dsdt “ 3.

l

Exercice 104 Soit a ą 0 et H “ tpx, yq P R2 : x ě au. Montrer que

ĳ

H

e´px
2`y2qdxdy “ ae´a

2

ż `8

0

e´t
2

a2 ` t2
dt.

Indication : utiliser le changement de variables donné par x2 ` y2 “ t2 ` a2 et y “ sx.

Proof. Soit U “ tpx, yq P R2 : x ą 0, x2 ` y2 ą a2u. L'indication équivaut à considérer le
changement de variables F : Rˆ Rą0 Ñ U Ď Rą0 ˆ R donné par

F ps, tq “

ˆ

c

t2 ` a2

s2 ` 1
, s

c

t2 ` a2

s2 ` 1

˙

.

C'est clair que F est bijectif, avec application réciproque G : U Ď Rąa ˆ R Ñ R ˆ Rą0

donnée par
Gpx, yq “

`

y{x,
a

x2 ` y2 ´ a2
˘

.



En plus, F et G sont de classe C1. Soit D “ tps, tq P R ˆ Rą0 : t ą a|s|u. On voit vien
que F pDq “ H. Le déterminant de la matrice jacobienne de F est t{ps2 ` 1q. Si l'on écrit
fpx, yq “ e´px

2`y2q, alors pf ˝ F qps, tq “ e´a
2
e´t

2
. En conséquence,

ĳ

H

e´px
2`y2qdxdy “

ĳ

D

e´a
2
e´t

2
t

s2 ` 1
dsdt “ e´a

2

ż `8

0

ż t{a

´t{a
e´t

2
t

1

s2 ` 1
dsdt

“ e´a
2

ż `8

0
e´t

2
t

„

arctanpsq

t{a

´t{a

dt “ ´e´a
2

ż `8

0
arctanpt{aqp´2qte´t

2
dt

“ ´e´a
2

lim
MÑ`8

„

e´t
2

arctanpt{aq

`8

0
l jh n

“0

` e´a
2

ż `8

0

e´t
2

a2 ` t2
dt

“ ae´a
2

ż `8

0

e´t
2

a2 ` t2
dt,

où l'on a fait une intégration par parties avec uptq “ arctanpt{aq et v1ptq “ ´2te´t
2
(i.e.

vptq “ e´t
2
) dans la cinquième égalité. l

Exercice 105 Soit ε P s 0, 1 r et Aε “ tpx, yq P R2 : ε2 ď x2 ` y2 ď 1u.

1. Calculer

Iε “

ĳ

Aε

1
a

x2 ` y2
dxdy.

2. Montrer que la limite
lim
εÑ0`

Iε

existe. Conclure que la fonction px, yq ÞÑ 1{
a

x2 ` y2 est intégrable dans un voisinage
de l'origine et comparer avec la fonction x ÞÑ 1{|x|.

Proof.

1. On voit bien que

Iε “

ĳ

Aε

1
a

x2 ` y2
dxdy “

ż 2π

0

ż 1

ε
dθdr “ 2π

„

r

1

ε

“ 2πp1´ εq.

2. C'est clair alors que
lim
εÑ0`

Iε “ 2π.

Par contre,

ż ´ε

´1

1

|x|
dx`

ż 1

ε

1

|x|
dx “ 2

ż 1

ε

1

|x|
dx “ 2

„

lnp|x|q

1

ε

“ 2 lnp1{εq

diverge quand ε tend vers zéro.

l

Exercice 106 Montrer que l'intégrale de fpx, yq “ x sur le disque x2` y2´ 2x ď 0 vaut
π.



Proof. On voit bien que x2 ` y2 ´ 2x ď 0 équivaut à px ´ 1q2 ` y2 ď 1. On dé�nit
R “ tpx, yq P R2 : px´ 1q2 ` y2 ď 1u. On considère le changement de variables F pu, vq “
pu` 1, vq. Soit R1 “ tpu, vq P R2 : u2` v2 ď 1u. C'est clair que F est bijectif, de classe C1,
avec réciproque de classe C1, le déterminant de la matrice jacobienne est 1, et F pR1q “ R.
Alors,

ĳ

R

xdxdy “

ĳ

R1

pu` 1qdudv “

ż 1

0

ż 2π

0
pr cospθq ` 1qrdθdr

“

ż 1

0

ˆ

r2

„

sinpθq

2π

0
l jh n

“0

` 2πr

˙

dr “ π

„

r2

1

0

“ π,

où l'on a utilisé le changement de variables des coordonnées polaires. l

Exercice 107 On note ∆ “ r0, 1s2 et pour tout entier n P N on pose

In “

ĳ

∆

pxyqndxdy

1` xy
.

1. Déterminer
lim

nÑ`8
In.

2. En déduire la valeur de
ĳ

∆

dxdy

1` xy
.

Proof.

1. Soit fn : ∆ Ñ R la fonction donnée par fnpx, yq “ pxyq
n{p1` xyq, pour n P N. C'est

clair que fn est intégrable sur ∆, pour tout n P N, puisqu'il s'agit de la restriction
de la fonction continue sur un compact. Soit gn “ fn|∆˝ , où ∆˝ est l'intérieur de ∆.
On remarque d'abord que

In “

ĳ

∆˝

pxyqndxdy

1` xy
,

pour tout n P N. C'est clair que gn converge simplement vers la fonction nulle de ∆˝.
En outre, |gnpx, yq| ď g0 “ 1{p1` xyq, pour tout px, yq P ∆˝, et g0 “ 1{p1` xyq est
intégrable sur ∆˝. Le théorème de convergence dominée nous dit que

lim
nÑ`8

In “ lim
nÑ`8

ĳ

∆˝

pxyqndxdy

1` xy
“

ĳ

∆˝

0dxdy “ 0.

2. On voit bien que

In “

ĳ

∆

pxyqndxdy

1` xy
“

ĳ

∆

p1` xyqpxyqndxdy

1` xy
´

ĳ

∆

pxyqn`1dxdy

1` xy

“

ĳ

∆

xnyndxdy ´ In`1 “
1

pn` 1q2
´ In`1,



pour tout n P N. Un argument par récurrence simple nous dit que

In “ p´1qnI0 ` p´1qn
n
ÿ

m“1

p´1qm

m2
,

pour tout n P N. Comme la limite de In est zéro quand n tend vers `8, on conclut
que

ĳ

∆

dxdy

1` xy
“ I0 “

`8
ÿ

m“1

p´1qm`1

m2
“

`8
ÿ

k“1

1

p2k ` 1q2
´

`8
ÿ

k“1

1

p2kq2

“

`8
ÿ

m“1

1

m2
´ 2

`8
ÿ

k“1

1

p2kq2
“

1

2

`8
ÿ

m“1

1

m2
“
π2

12
,

où l'on a utilisé que
`8
ÿ

m“1

1

m2
“
π2

6

(voir l'exercice 7 de la �che 4).

l

Exercice 108 Calculer l'aire de D “ tpx, yq P R2 : |x| ď x2 ` y2 ď 1u et l'intégrale
ĳ

D

dxdy

1` x2 ` y2
.

Proof. On note d'abord que px, yq P D si et seulement si p´x, yq P D. Il su�t donc de
déterminerDXpRě0ˆRq. Soit px, yq P D avec x ě 0. Cela veut dire que x ď x2`y2 ď 1, i.e.
x2`y2 ď 1 et x ď x2`y2. La dernière condition est équivalente à p1{2q2 ď px´1{2q2`y2.
En conséquence,

D “ B̄1p0, 0qz
`

B1{2p1{2, 0q YB1{2p´1{2, 0q
˘

,

où Brpx0, y0q “ tpx, yq P R2 : px ´ x0q
2 ` py ´ y0q

2 ă r2u est la boule ouverte de centre
px0, y0q et rayon r ą 0 et B̄rpx0, y0q est son adhérence. L'aire de D est par conséquent
π ´ 2πp1{2q2 “ π{2.

x

1
‚

y

1‚

‚
p0, 0q



Par ailleurs,
ĳ

D

dxdy

1` x2 ` y2
“

ĳ

B̄1p0,0q

dxdy

1` x2 ` y2
´

ĳ

B1{2p1{2,0q

dxdy

1` x2 ` y2

´

ĳ

B1{2p´1{2,0q

dxdy

1` x2 ` y2

“

ĳ

B̄1p0,0q

dxdy

1` x2 ` y2
´ 2

ĳ

B1{2p1{2,0q

dxdy

1` x2 ` y2
,

puisque la fonction 1` x2 ` y2 est invariante sous la transformation px, yq ÞÑ p´x, yq.

C'est facile à véri�er que

ĳ

B̄1p0,0q

dxdy

1` x2 ` y2
“

ż 1

0

ż 2π

0

rdθdr

1` r2
“ π

„

lnp1` r2q

1

0

“ π lnp2q.

En outre, si l'on utilise des coordonnées polaires centrées autour du p1{2, 0q (i.e. x “
r cospθq ` 1{2 et y “ r sinpθq) on trouve que

ĳ

B1p1{2,0q

dxdy

1` x2 ` y2
“

ż 1{2

0

ż 2π

0

dθdr

cospθq ` r ` 5{p4rq
“

ż 1{2

0

2π
b

`

r ` 5{p4rq
˘2
´ 1

dr

“

ż 1{2

0

8πr
?

16r4 ` 24r2 ` 25
dr “

ż 1

0

π
?
s2 ` 6s` 25

ds “

ż 1

3{4

π
?
t2 ` 1

ds

“ π

„

ln
´

ˇ

ˇt`
a

1` t2
ˇ

ˇ

¯

1

3{4

“ π
`

lnp1`
?

2q ´ lnp2q
˘

,

où l'on a utilisé l'identité
ż 2π

0

dθ

a` cospθq
“

2π
?
a2 ´ 1

,

pour tout a ą 1 (voir l'exercice 15 de la �che 0) dans la deuxième égalité, et la substitution
s “ 4r2 dans la quatrième égalité et la substitution t “ ps` 3q{4 dans la cinquième.

En conséquence,
ĳ

D

dxdy

1` x2 ` y2
“ π lnp2q ´ 2π

`

lnp1`
?

2q ´ lnp2q
˘

“ 3π lnp2q ´ 2π lnp1`
?

2q.

l

Exercice 109 Calculer l'aire A de l'intérieur de l'ellipse
´x

a

¯2
`

´y

b

¯2
ď 1

au moyen du changement de variables x “ au cospvq et y “ bu sinpvq.

Proof. Soit E “ tpx, yq P R2 : px{aq2 ` py{bq2 ă 1u. On voit bien que

A “

ĳ

E

dxdy “

ż 1

0

ż 2π

0
a b u dvdu “ 2πab

ż 1

0
vdv “ πab

„

v2

1

0

“ πab.



l

Exercice 110 Soit D “ tpx, yq P R2 : |x| ď 1, |y| ď x2u. Représenter D, calculer son aire
et l'intégrale

ĳ

D

px2 ´ yqdxdy.

Proof. L'aire de D est donnée par

ĳ

D

dxdy “

ż 1

´1

ż x2

´x2
dydx “

ż 1

´1
2x2dx “ 2

„

x3

3

1

´1

“
4

3
.

Par ailleurs,

ĳ

D

px2 ´ yqdxdy “

ż 1

´1

ż x2

´x2
px2 ´ yqdydx “

ż 1

´1

„

2x2y ´ y2

2

x2

´x2

“ 2

ż 1

´1
x4dx “ 2

„

x5

5

1

´1

“
4

5
.

l

Exercice 111 Pour n P N˚ et R ě 0, soit ωnpRq le volume de la boule

B̄npRq “
 

px1, . . . , xnq P Rn : x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

2
n ď R2

(

Ď Rn

de rayon R. Le but de cet exercice est de calculer ωnpRq.

1. Montrer que ωnpRq “ Rnωnp1q, pour tout R ě 0 et n P N˚.
2. Redémontrer les formules classiques

ω1pRq “ 2R,ω2pRq “ πR2 et ω3pRq “
4

3
πR3.

3. On suppose désormais n ě 2. Soit g : Rn Ñ R la fonction indicatrice de B̄np1q et soit
Rn´2 “ r´1, 1sn´2 Ď Rn´2. On écrit x “ x1 et y “ x2. Montrer que

ωnp1q “

ż 1

´1

ż 1

´1

ˆ
ż

Rn´2

gpx, y, x3, . . . , xnqdx3 . . . dxn

˙

dxdy.

4. Montrer que, si x2 ` y2 ą 1, gpx, y, x3, . . . , xnq “ 0, tandis que, si x2 ` y2 ď 1, la
fonction px3, . . . , xnq ÞÑ gpx, y, x3, . . . , xnq (avec x et y �xes) coïncide avec la fonction
indicatrice de la boule B̄n´2p

a

1´ x2 ´ y2q. En déduire que
ż

Rn´2

gpx, y, x3, . . . , xnqdx3 . . . dxn “ p1´ x
2 ´ y2qpn´2q{2ωn´2p1q,

et en conséquence

ωnp1q “ ωn´2p1q

ĳ

B̄2p1q

`

1´ x2 ´ y2
˘pn´2q{2

dxdy.



5. Utiliser le changement de variables des coordonnées polaires pour calculer la dernière
intégrale. En déduire que

ω2np1q “
πn

n!
et ω2n´1p1q “

2nπn´1

p2n´ 1q!!
,

pour tout n P N˚, où l'on rappelle que p2n´ 1q!! “ p2n´ 3q!!.p2n´ 1q et 1!! “ 1.

6. Montrer que

ωnp1q “
πn{2

Γp1` n{2q
,

pour tout n P N˚.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l

Exercice 112

1. L'intégrale J “
ż `8

0
e´x

2
dx est-elle convergente ?

2. Pour a ą 0, on pose Da “ r0, as ˆ r0, as, ∆a “ tpx, yq P R2
ě0 : x2 ` y2 ď a2u,

Qpaq “

ĳ

Da

fpxqfpyqdxdy et Cpaq “
ĳ

∆a

fpxqfpyqdxdy,

où fpxq “ e´x
2
. Encadrer Qpaq à l'aide de la fonction Cpaq. En déduire la valeur de

J .

Proof.

1. On sait que la limite de e´x
2
p1` x2q est zéro quand x tend vers `8. Cela implique

qu'il existe M ą 0 tel que e´x
2
p1 ` x2q ď 1 pour tout x ě M . En outre, comme

e´x
2
p1 ` x2q est continue, elle est bornée sur r0,M s, i.e. il existe C 1 ą 0 tel que

e´x
2
p1`x2q ď C 1 pour tout x P r0,M s. Soit C “ maxp1, C 1q ą 0. Alors e´x

2
p1`x2q ď

C 1 pour tout x P Rě0. En conséquence,

J “

ż `8

0
e´x

2
dx ď C

ż `8

0

1

1` x2
dx.

Comme e´x
2
est une fonction positive, on conclut que l'intégrale J est convergente.

2. Comme ∆a Ď Da Ď ∆?
2a et e

´x2 est une fonction positive,

Cpaq ď Qpaq ď Cp
?

2aq.

Or,

Cpaq “

ĳ

∆a

fpxqfpyqdxdy “

ż π{2

0

ż a

0
e´r

2
rdrdθ “

π

2

„

´
e´r

2

2

a

0

“
πp1´ e´a

2
q

4
,

et

Qpaq “

ĳ

Da

fpxqfpyqdxdy “

ż a

0
e´x

2
dx

ż a

0
e´y

2
dy “

ˆ
ż a

0
e´x

2
dx

˙2

,



pour tout a ą 0. En particulier,

lim
aÑ`8

Cpaq “
π

8
et lim

aÑ`8
Qpaq “ J2.

En conséquence,

π

4
“ lim

aÑ`8
Cpaq ď lim

aÑ`8
Qpaq “ J2 ď lim

aÑ`8
Cp
?

2aq “
π

4
,

et J “
?
π{2.

l

Exercice 113 Montrer que

Bpu, vq “
ΓpuqΓpvq

Γpu` vq
,

pour tout pu, vq P D (voir les exercices 30 et 32 de la �che 3).

Proof. On sait que

ΓpuqΓpvq “

ż `8

0

ż `8

0
e´t´ssu´1tv´1dsdt.

On considère le changement de variables donné par l'application F : Rą0ˆs 0, 1 rÑ R2
ą0

dé�nie par F px, yq “ pxp1 ´ yq, xyq. C'est clair que F est bijectif et de classe C1 avec
réciproque de classe C1. Le déterminant de la matrice jacobienne de F est x. En outre, si
fps, tq “ e´t´stu´1sv´1, on voit bien que pf ˝ F qpx, yq “ e´xxu`v´2p1 ´ yqu´1yv´1. Cela
implique que

ΓpuqΓpvq “

ż `8

0

ż `8

0
e´t´stu´1sv´1dtds

“

ż 1

0

ż `8

0
e´xxu`v´1p1´ yqu´1yv´1dxdy “ Γpu` vqBpu, vq.

l

Exercice 114 Soit c ą 0. Déterminer le volume du simplexe de Rn donné par

∆npcq “
 

px1, . . . , xnq P Rn : xi ě 0, x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ď c
(

.

Proof. On voit bien que
ż

∆npcq
dxn . . . dx1 “

ż c

0

ż x1

0
. . .

ż xn´3

0

ż xn´2

0

ż xn´1

0
dxndxn´1dxn´2 . . . dx2dx1

“

ż c

0

ż x1

0
. . .

ż xn´3

0

ż xn´2

0
xn´1dxn´1dxn´2 . . . dx2dx1

“

ż c

0

ż x1

0
. . .

ż xn´3

0

x2
n´2

2
dxn´2 . . . dx2dx1 “

cn

n!
.

l

Exercice 115 Intégrales de Fresnel On pose

I “

ż `8

0
cospt2qdt et J “

ż `8

0
sinpt2qdt.



1. Soient

I 1 “

ż `8

0

cospsq
?
s
ds et J 1 “

ż `8

0

sinpsq
?
s
ds.

Montrer que I “ I 1{2 et J “ J 1{2.

2. Montrer que I et J sont bien dé�nies.

3. En utilisant ?
π

2
“

ż `8

0
e´x

2
dx,

montrer que
1
?
t
“

2
?
π

ż `8

0
e´tx

2
dx,

pour tout t ą 0.

4. Justi�er que
ż `8

0

ˆ
ż B

A
eite´tx

2
dt

˙

dx “

ż B

A

ˆ
ż `8

0
eite´tx

2
dx

˙

dt,

pour tous 0 ă A ă B. En déduire que
ż B

A

eit
?
t
dt “

2
?
π

ż `8

0

ˆ
ż B

A
eite´tx

2
dt

˙

dx.

5. Montrer par passage à la limite que
ż `8

0

eit
?
t
dt “

2
?
π

ż `8

0

i` u2

1` u4
du.

6. En déduire que

I “ J “
1

2

c

π

2
.

Proof.

1. On voit bien que I 1{2 et J 1{2 s'obtiennent de I et J , respectivement, à partir de la
substitution s “ t2.

2. D'après l'item précédent il su�t de montrer que I 1 et J 1 convergent, ou, de façon
équivalente, il su�t de montrer que l'intégrale

K 1 “

ż `8

0

eis
?
s
ds

converge. On remarque qu'il ne s'agit pas de convergence absolue dans ce cas (K 1

ne converge pas absolument). Comme eis{
?
s est absolument intégrable sur s 0, 1s,

puisque |eis|{
?
s “ 1{

?
s est absolument intégrable sur s 0, 1s, il su�t de démontrer

que

K2 “

ż `8

1

eis
?
s
ds

converge. Or, une intégration par parties avec upsq “ 1{
?
s et v1psq “ eis nous dit

que

K2 “

ż `8

1

eis
?
s
ds “ lim

MÑ`8

„

eis

i
?
s

M

1

`
1

2i

ż `8

1

eis
?
s3
ds “ iei `

1

2i

ż `8

1

eis
?
s3
ds.

Comme |eis|{
?
s3 “ 1{

?
s3 est absolument intégrable sur Rą1, on conclut que K2

converge. En conséquence, I et J convergent.



3. On voit bien que

2
?
π

ż `8

0
e´tx

2
dx “

2
?
π
?
t

ż `8

0
e´y

2
dy “

1
?
t
,

où l'on a fait la substitution y “
?
tx.

4. On note que l'application x ÞÑ eite´tx
2
est absolument intégrable sur Rą0, pour tout

t P Rą0, et l'application t ÞÑ
ż `8

0
|eite´tx

2
|dx est intégrable sur rA,Bs. La première

identité de cet item est alors une conséquence du théorème de Fubini. En plus,

2
?
π

ż `8

0

ˆ
ż B

A
eite´tx

2
dt

˙

dx “
2
?
π

ż B

A

ˆ
ż `8

0
eite´tx

2
dx

˙

dt

“
2
?
π

ż B

A
eit

ˆ
ż `8

0
e´tx

2
dx

˙

dt “

ż B

A

eit
?
t
dt.

5. On voit que
ż B

A
eite´tx

2
dt “

„

etpi´x
2q

pi´ x2q

B

A

“
eBpi´x

2q ´ eApi´x
2q

pi´ x2q
(19)

et sa valeur absolue est majorée par pe´Bx
2
` e´Ax

2
q{|i ´ x2|, qui est majorée par

2{|i´x2|, qui est intégrable sur Rą0. La limite simple de (19) quand A tend vers zéro
et B tend vers `8 est 1{pi ´ x2q “ pi ` x2q{p1 ` x4q. En conséquence, le théorème
de convergence dominée nous dit que

ż `8

0

eit
?
t
dt “

2
?
π

lim
AÑ0

lim
BÑ`8

ż `8

0

ˆ
ż B

A
eite´tx

2
dt

˙

dx “
2
?
π

ż `8

0

i` x2

1` x4
dx.

6. Comme les racines de 1` u4 sont les racines primitives de l'unité d'ordre 4, on voit
que

u4 ` 1 “ pu´ ζqpu´ ζ3qpu´ ζ5qpu´ ζ7q,

où ζ “ e2πi{8 “ eiπ{4. Comme ζ7 “ ζ̄ et ζ5 “ ζ̄3, on conclut que

u4 ` 1 “ pu´ ζqpu´ ζ̄qpu´ ζ3qpu´ ζ̄3q “ pu2 ´ 2 Repζqu` 1qpu2 ´ 2 Repζ3qu` 1qq

“ pu2 ´
?

2u` 1qpu2 `
?

2u` 1q,

où l'on a utilisé que Repζq “ cospπ{4q “
?

2{2 et Repζ3q “ cosp3π{4q “ ´
?

2{2. En
outre, on peut véri�er que

1

u4 ` 1
“ ´

1

4
?

2

2u´
?

2

pu2 ´
?

2u` 1q
`

1

4
?

2

2u`
?

2

pu2 `
?

2u` 1q

`
1

4
?

2

?
2

pu2 ´
?

2u` 1q
`

1

4
?

2

?
2

pu2 `
?

2u` 1q
.

En conséquence,

ż `8

0

1

1` u4
du “ lim

MÑ`8

1

4
?

2

„

ln

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u2 `
?

2u` 1

u2 ´
?

2u` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

` 2 arctanp
?

2u´ 1q ` 2 arctanp
?

2u` 1q

M

0

“
π

2
?

2
.



De façon analogue, on trouve que

u2

u4 ` 1
“

1

4
?

2

2u´
?

2

pu2 ´
?

2u` 1q
´

1

4
?

2

2u`
?

2

pu2 `
?

2u` 1q

`
1

4
?

2

?
2

pu2 ´
?

2u` 1q
`

1

4
?

2

?
2

pu2 `
?

2u` 1q
.

et
ż `8

0

u2

1` u4
du “ lim

MÑ`8

1

4
?

2

„

ln

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u2 ´
?

2u` 1

u2 `
?

2u` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˙

` 2 arctanp
?

2u´ 1q ` 2 arctanp
?

2u` 1q

M

0

“
π

2
?

2
.

Cela implique que I 1 “ J 1 “
a

π{2 et

I “ J “
1

2

c

π

2
.

l

Exercice 116 Soient AR “ r0, Rs ˆ r0, Rs et DR “ tpx, yq P R2
ą0 : x2 ` y2 ď R2u.

Calculer les limites des intégrales
ĳ

AR

sin
`

x2 ` y2
˘

dxdy et
ĳ

DR

sin
`

x2 ` y2
˘

dxdy

quand R tend vers `8, si elles existent.

Proof. On voit bien que
ĳ

DR

sin
`

x2 ` y2
˘

dxdy “

ż R

0

ż π{2

0
sinpr2qrdθdr “

π

4

„

´ cospr2q

R

0

“
π

4

`

1´ cospR2q
˘

,

ce qui implique que

lim
RÑ`8

ĳ

DR

sin
`

x2 ` y2
˘

dxdy

n'existe pas.

Par ailleurs,
ĳ

AR

sin
`

x2 ` y2
˘

dxdy “

ż R

0

ż R

0

´

sin
`

x2
˘

cos
`

y2
˘

` sin
`

y2
˘

cos
`

x2
˘

¯

dxdy

“ 2

ż R

0

ż R

0
sin

`

x2
˘

cos
`

y2
˘

dxdy

“ 2

ˆ
ż R

0
sin

`

x2
˘

dx

˙ˆ
ż R

0
cos

`

y2
˘

dy

˙

.

L'exercice précédent nous dit que la limite quand R tend vers `8 existe et elle vaut
2.I.J “ π{4. l

Exercice 117 Calcul d'intégrales doubles à l'aide de lignes de niveau



1. Soit ∆ Ď R2 un fermé et F : ∆ Ñ R une fonction continue. Soient a ď b deux réels
�xes. On suppose que Ω “ tpx, yq P ∆ : a ď F px, yq ď bu est un compact de R2.

Pour tout k P ra, bs, on dé�nit Ωk “ tpx, yq P ∆ : a ď F px, yq ď ku. On considère les
fonctions A, I : ra, bs Ñ R données par

Apkq “

ĳ

Ωk

dxdy et Ipkq “
ĳ

Ωk

F px, yqdxdy.

On suppose que la fonction A est dérivable sur ra, bs avec dérivée continue. Montrer
que I est dérivable de dérivée I 1pkq “ kA1pkq. En déduire que

Ipbq “

ĳ

Ω

F px, yqdxdy “

ż b

a
I 1pkqdk.

2. On va considérer l'application suivante. Calculer

ĳ

Ω

ˆ

x2

α2
`
y2

β2

˙

dxdy et
ĳ

D

dxdy

p1` x` yq3
,

où

Ω “
 

px, yq P R2 : x2{α2 ` y2{β2 ď 1
(

et D “
 

px, yq P R2
ě0 : x` y ď 1

(

.

Proof.

1. On écrit
Ipk ` hq ´ Ipkq

h
“

ť

Ωk`hzΩ
˝
k
F px, yqdxdy

h
.

Comme

k
Apk ` hq ´Apkq

h
“ k

ť

Ωk`hzΩ
˝
k
dxdy

h
ď

ť

Ωk`hzΩ
˝
k
F px, yqdxdy

h

ď pk ` hq

ť

Ωk`hzΩ
˝
k
dxdy

h
“ pk ` hq

Apk ` hq ´Apkq

h
,

On conclut que la limite de pIpk ` hq ´ Ipkqq{h converge vers kA1pkq quand h tend
vers zéro. En conséquence, I est dérivable et I 1pkq “ kA1pkq, pour tout k P ra, bs. La
dernière égalité est une conséquence immédiate.

2. Pour la première intégrale on aura ∆ “ R2, F px, yq “ px{αq2`py{βq2 et ra, bs “ r0, 1s.
Or, on sait que

AΩpkq “

ĳ

Ωk

dxdy “ παβk

(voir l'exercice 7). En conséquence, A1Ωpkq “ παβ est une fonction constante. D'après
l'item précédent, on conclut que

ĳ

Ω

ˆ

x2

α2
`
y2

β2

˙

dxdy “

ż 1

0
παβkdk “

παβ

2
.



En outre, pour la deuxième intégrale on aura ∆ “ R2
ě0, F px, yq “ 1{p1` x` yq3 et

ra, bs “ r1{8, 1s. C'est facile à voir que

ADpkq “

ĳ

Dk

dxdy “
1
3
?
k
´

1

2
3
?
k2
.

En conséquence, A1Dpkq “ pk´5{3 ´ k´4{3q{3. D'après l'item précédent, on conclut
que

ĳ

D

dxdy

p1` x` yq3
“

ż 1

1{8

k´2{3 ´ k´1{3

3
dk “

1

8
.

l

Exercice 118 Montrer que

´
1

2
“

ż 1

0

ż 1

0

x´ y

px` yq3
dxdy ‰

ż 1

0

ż 1

0

x´ y

px` yq3
dydx “

1

2
.

Y a-t-il une contradiction avec le théorème de Fubini ?

Proof. On voit bien que

ż 1

0

ż 1

0

x´ y

px` yq3
dxdy “

ż 1

0

ż 1

0

ˆ

1

px` yq2
´

2y

px` yq3

˙

dxdy

“

ż 1

0

„

´
1

x` y
`

y

px` yq2

1

0

dy

“ ´

ż 1

0

1

p1` yq2
dy “

„

1

1` y

1

0

“ ´
1

2
,

tandis que

ż 1

0

ż 1

0

x´ y

px` yq3
dydx “ ´

ż 1

0

ż 1

0

ˆ

1

px` yq2
´

2x

px` yq3

˙

dydx

“ ´

ż 1

0

„

´
1

x` y
`

x

px` yq2

1

0

dx

“

ż 1

0

1

p1` xq2
dx “ ´

„

1

1` x

1

0

“
1

2
.

Il n'y a aucune contradiction avec le théorème de Fubini. Pour le voir, on note f :
r0, 1s2ztp0, 0qu Ñ R l'application fpx, yq “ px ´ yq{px ` yq3 et fy celle donnée par x ÞÑ
px´ yq{px` yq3. Pour tout y P s 0, 1s, l'application |fy| donnée par x ÞÑ |px´ yq{px` yq3|

est intégrable sur r0, 1s. Par contre, l'application y ÞÑ
ż 1

0
|fypxq|dx n'est pas intégrable. En

e�et,

ż 1

0

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x´ y

px` yq3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dxdy ě

ż 1

0

ż y

0

|x´ y|

px` yq3
dxdy “

ż 1

0

ż y

0

y ´ x

px` yq3
dxdy

“

ż 1

0

„

1

x` y
´

y

px` yq2

y

0

dy “

ż 1

0

1

4y
dy

diverge. l



Exercice 119 Dans cet exercice, on s'intéresse à la transformée de Fourier F de la

fonction Gaussienne
f : R Ñ R

x ÞÑ e´πx
2 .

1. En appliquant le théorème de Fubini, montrer que

ż `8

´8

ż `8

´8

e´πpx
2`y2qdxdy “

ˆ
ż `8

´8

fpxqdx

˙2

.

2. En déduire la valeur de
ż `8

´8

fpxqdx.

3. Soit
F : R Ñ R

ξ ÞÑ

ż `8

´8

e´πx
2
e´2πixξdx

.

(a) Montrer que F est dérivable et que, pour tout ξ P R,

F 1pξq “ i

ż `8

´8

f 1pxqe´2πixξdx.

(b) Montrer que
ż `8

´8

f 1pxqe´2πixξdx “ 2πiξ

ż `8

´8

fpxqe´2πixξdx

(c) En déduire que F pξq “ e´πξ
2
pour tout ξ P R.

Exercice 120 Soit P un rectangle de R2. On appelle partie pavable de P toute réunion
�nie de rectangles inclus dans P . On note P l'ensemble des parties pavables de P .

1. Montrer que si A1 et A2 appartiennent à P, alors A1 Y A2 appartient à P et P zA1

aussi. Faire des dessins. Montrer de plus que tout élément de P peut s'écrire comme
réunion �nie de rectangles deux à deux disjoints.

2. Soit X une partie de R2 incluse dans P . On note

J`pXq “ inf
 

mespAq : A P P, X Ď A
(

et J´pXq “ sup
 

mespAq : A P P, A Ď X
(

.

Montrer que J`pXq ě I`p1Xq et J´pXq ď I´p1Xq.
3. Montrer que si v est un fonction en escalier telle que v ě 1X , alors il existe A P P tel

que v ě 1A ě 1X . En déduire que J`pXq “ I`p1Xq. De manière analogue, montrer
que J´pXq “ I´p1Xq.

4. Montrer que X est cubable si et seulement si J`pXq “ J´pXq. Si X est cubable,
alors mespXq “ J`pXq “ J´pXq.

5. X est négligeable si pour tout ε ą 0, il existe A P P tel que X Ď A et mespAq ď ε.
Montrer qu'un ensemble négligeable est cubable de mesure nulle.

6. Soit ϕ : r0, 1s Ñ R2 telle que il existe M ě 0 tel que

}ϕpsq ´ ϕptq}8 ďM |s´ t|,

pour tout s, t P r0, 1s. Montrer que ϕpr0, 1sq est négligeable.

7. Soit D une partie fermée de P telle que la frontière de D soit donnée par une courbe
C1 par morceaux. Notons X la frontière de D. Soit ε ą 0. D'après la question
précédente, il existe A P P tel que X Ď A et mespAq ď ε. Alors P zA est une réunion
de rectangles R1, . . . , RN .



Montrer par un raisonnement par l'absurde et en utilisant un argument de connexité
que, pour tout i, Ri Ď D ou Ri Ď P zD.

En déduire qu'il existe I Ď t1, . . . , Nu tel que

ď

iPI

Ri Ď D Ď
ď

iPI

Ri YA.

Montrer que D est cubable.

Proof. La solution suit directement des indications détaillées dans l'exercice. l



8 Espaces probabilisés, variables aléatoires discrètes

8.1 Espaces de probabilité

Exercice 121 Soit P une probabilité sur pN,PpNqq, où l'on rappelle que, étant donné
un ensemble Ω, PpΩq “ tA : A Ď Ωu. Montrer que Pptnuq tend vers 0 quand n tend vers
`8.

Proof. D'après la dé�nition d'espace probabilisé, on voit bien que

1 “ PpNq “ P
ˆ

ğ

nPN
tnu

˙

“
ÿ

nPN
P
`

tnu
˘

.

Comme la dernière série est (absolument) convergente, Pptnuq tend vers 0 quand n tend
vers `8. l

Exercice 122 S oit pΩ,A ,Pq un espace de probabilité et soient A,B P A . Montrer que
PpAXBq ď minpPpAq,PpBqq.

Proof. Il su�t de montrer que, étant donnés A,C P A tels que C Ď A, alors PpCq ď PpAq.
En e�et, comme A “ C \ pAzCq, alors PpCq ` PpAzCq “ PpAq, ce qui nous dit que
PpCq ď PpAq, vu que PpAzCq ě 0. l

Exercice 123 On a un alphabet de 5 lettres ta, b, c, d, eu et on considère l'ensemble des
mots de 25 lettres. On tire au hasard un mot dans cet ensemble. Quelle est la probabilité
qu'il comporte 5 a, 5 b, 5 c, 5 d et 5 e ?

Proof. L'univers de l'espace probabilisé est Ω “ ta, b, c, d, eu25, avec tribu PpΩq. Cet
espace est équiprobable, i.e. la probabilité P est dé�nie classiquement par

PpAq “
#pAq

#pΩq
,

pour tout A Ď Ω. C'est clair que #pΩq “ 525. Pour tout x̄ “ px1, . . . , x25q P Ω et ` P
ta, b, c, d, eu, on dé�nie I`px̄q “ ti P rr1, 25ss : xi “ `u et N`px̄q “ #pI`px̄qq, où l'on rappelle
que rri, jss “ tn P Z : i ď n ď ju, pour tout i, j P Z. L'évènement demandé est donné par

E “
 

x̄ P Ω : N`px̄q “ 5, pour tout ` P ta, b, c, d, eu
(

.

Pour n P N et X un ensemble, on écrit PnpXq “ tA : A Ď X et #pAq “ nu. On voit bien
que l'application ϕ : E Ñ P5prr1, 25ssq5 donnée par

ϕpx̄q “
`

Iapx̄q, Ibpx̄q, Icpx̄q, Idpx̄q, Iepx̄q
˘

est injective, avec image formée par les uplets pJa, Jb, Jc, Jd, Jeq PP5prr1, 25ssq5 tels que
ğ

`Pta,b,c,d,eu

J` “ rr1, 25ss.

C'est clair que l'image de ϕ a cardinal 25!{p5!q5, et en conséquence

PpEq “
25!

p5!q5525
.

l



Exercice 124 On fait 2 lancers avec trois dés. Quelle est la probabilité d'avoir les mêmes
résultats si

1. les dés sont de trois couleurs di�érentes ? (Dans ce cas le résultat d'un lancer est un
triplet donnant le résultat de chaque dé)

2. les dés sont indiscernables ? (Dans ce cas le résultat d'un lancer est l'ensemble des
résultats avec leur multiplicité, par exemple deux 1 et un 5)

Proof.

1. L'univers de l'espace probabilisé est Ωa “ rr1, 6ss
6, avec tribu PpΩaq. Cet espace est

équiprobable. C'est clair que #pΩaq “ 66. Un élément px̄, ȳq “ px1, x2, x3, y1, y2, y3q P

Ωa (i.e. x̄, ȳ P rr1, 6ss
3) représente la situation où le i-ème dé a la face marquée par xi

au premier lancer et yi au deuxième lancer. L'évènement demandé est donné par

Ea “
 

px̄, ȳq P Ωa : x̄ “ ȳ
(

.

On voit bien que l'application ϕ : Ea Ñ rr1, 6ss3 donnée par

ϕpx̄, ȳq “ x̄

est bijective. En conséquence #pEaq “ 63 et

PpEaq “
1

63
.

2. On dé�nit X “ tx̄ “ px1, . . . , x6q P N6 :
6
ÿ

i“1

xi “ 3u. Pour compter les éléments x̄ de

X, on divise en trois cas (disjoints) :

(i) il existe i P rr1, 6ss tel que xi “ 3 ;

(ii) il existe i P rr1, 6ss tel que xi “ 2 ;

(iii) pour tout i P rr1, 6ss, xi ď 1.

On a Ci “ 6 éléments dans le cas (i), Cii “ 6.5 “ 30 éléments dans le cas (ii) et
Ciii “ 6!{p3!3!q “ 20 dans le dernier. On considère X muni de la tribu PpXq. Par
contre, il ne s'agit pas d'un espace équiprobable, si l'on veut qu'il modélise le tirage
de 3 dés indiscernables : la probabilité P1ptx̄uq d'un élément x̄ dans le cas (i) est 1{63,
celle d'un élément x̄ dans (ii) est 3{63 et la probabilité d'un élément x̄ du type (iii)
est 1{62. On véri�e bien que

ÿ

x̄PX

P1
`

tx̄u
˘

“ Ci
1

63
` Cii

3

63
` Ciii

1

62
“ 1.

L'univers de l'espace probabilisé est Ωb “ X ˆX, avec tribu PpΩbq. La probabilité
Pptpx̄, ȳquq de px̄, ȳq P Ωb est P1ptx̄uqP1ptȳuq. L'évènement demandé est donné par

Eb “
 

px̄, ȳq P Ωb : x̄ “ ȳ
(

.

Dans ce cas, on trouve

PpEbq “ P
ˆ

ď

x̄PX

 

px̄, x̄q
(

˙

“
ÿ

x̄PX

P1
`

tx̄u
˘2
“ Ci

´ 1

63

¯2
`Cii

´ 3

63

¯2
`Ciii

´ 1

62

¯2
“

83

3.64
.

l

Exercice 125 Après avoir bien mélangé un jeu de 52 cartes, on en fait une pile.



1. Quelle est la probabilité que le 2 de c÷ur soit à la dernière place ?

2. Quelle est la probabilité que l'as de pique se trouve au dessus de l'as de c÷ur ?

3. Quelle est la probabilité que l'as de pique soit au dessus de l'as de c÷ur et que celui-ci
soit au dessus de l'as de carreau ?

4. Quelle est la probabilité que l'as de pique et l'as de trè�e ne soient pas adjacents ?

Proof. On suppose que les cartes son numérotées de 1 à 52 : par exemple, l'as de pique
est le 1, l'as de c÷ur est le 2, l'as de carreau est le 3, l'as de trè�e est le 4, le 2 de pique est
le 5, le 2 de pique est le 6, etc. La position d'une carte dans la pile est déterminée de façon
relative à la table sur laquelle la pile est posée, la première position étant celle du dessous et
la dernière celle du dessus. L'univers de l'espace probabilisé est Ω “ S52 “ tσ : rr1, 52ss Ñ
rr1, 52ss : σ est bijectifu, avec tribu PpΩq. Cet espace est équiprobable. L'élément σ P Ω
représente la situation où la i-ème carte est dans la σpiq-ème position dans la pile. C'est
clair que #pΩq “ 52!.

1. L'évènement demandé est donné par

Ea “
 

σ P Ω : σp6q “ 52
(

.

C'est clair que #pEaq “ 51!, ce qui implique que

PpEaq “
1

52
.

2. L'évènement demandé est donné par

Eb “
 

σ P Ω : σp1q ą σp2q
(

.

On voit bien que l'application ϕ : Eb Ñ ΩzEb donnée par

ϕpσq “ σ ˝ p12q

est bijective, où p12q P Ω est la transposition qui envoie 1 dans 2 et 2 dans 1. En
conséquence

#pΩq “ #pEbq `#pΩzEbq “ 2#pEbq,

ce qui implique que

PpEbq “
1

2
.

3. L'évènement demandé est donné par

Ec “
 

σ P Ω : σp1q ą σp2q ą σp3q
(

.

Pour tout τ P S3, on dé�ni l'application τ˚ : Ec Ñ Ω donnée par

τ˚pσq “ σ ˝ τ.

On voit bien qu'elle est injective. Soit Eτc l'image de τ˚. On note que Eτc “ Ec, si
τ P S3 est l'identité, et que #pEτc q “ #pEcq, pour tout τ P S3. De plus,

ğ

τPS3

Eτc “ Ω,

ce qui implique que #pΩq “ #pS3q.#pEq “ 6#pEq. En conséquence

PpEcq “
1

6
.



4. L'évènement complémentaire à l'évènement Ed demandé est donné par

ΩzEd “
 

σ P Ω : |σp1q ´ σp4q| “ 1
(

.

Soit Ω1 “ tσ : rr2, 52ss Ñ rr2, 52ss : σ est bijectifu. C'est clair que #pΩ1q “ 51!. On
considère l'application ϕ1 : ΩzEd Ñ Ω1 donnée par

ϕ1pσqpiq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

σpiq ` 1, si σpiq ď min
`

σp1q, σp4q
˘

,

σp4q, si i “ 4 et σp1q ă σp4q,

σp4q ` 1, si i “ 4 et σp1q ą σp4q,

σpiq, si σpiq ą max
`

σp1q, σp4q
˘

,

pour tout i P rr2, 52ss. Soit l'application ϕ2 : ΩzEd Ñ t˘1u donnée par ψpσq “
sgnpσp1q ´ σp4qq. On voit bien que l'application ϕ : ΩzEd Ñ Ω1 ˆ t˘1u dé�nie via
ϕpσq “ pϕ1pσq, ϕ2pσqq est bijective. Cela implique que #pΩzEdq “ 2.51!, ce qui nous
dit que

PpEdq “ 1´
2

52
“

25

26
.

l

Exercice 126 Premier problème du chevalier de Méré Quel est le plus probable : jouant
avec un dé, obtenir au moins une fois 6 en 4 coups, ou bien jouant avec deux dés (discer-
nables), obtenir au moins une fois un double 6 en 24 coups ?

Proof. L'univers de l'espace probabilisé dans la première situation est Ω1 “ rr1, 6ss
4, avec

tribu PpΩ1q. Cet espace est équiprobable. C'est clair que #pΩ1q “ 64. Un élément x̄ “
px1, . . . , x4q P Ω représente la situation où l'on a obtenu la face marquée par xi au i-ème
lancer. L'évènement complémentaire à l'évènement E1 demandé est donné par

Ω1zE1 “ rr1, 5ss
4.

En conséquence #pΩ1zE1q “ 54 et

PpE1q “ 1´
54

64
.

L'univers de l'espace probabilisé dans la deuxième situation est Ω2 “ rr1, 6ss
48, avec tribu

PpΩ2q. Cet espace est équiprobable. C'est clair que #pΩ2q “ 648. Un élément x̄ “

px1, . . . , x48q P Ω représente la situation où l'on a obtenu la face marquée par x2i´1 au
i-ème lancer pour le premier dé et la face marquée par x2i au i-ème lancer pour le deuxième
dé. L'évènement complémentaire à l'évènement E2 demandé est donné par

Ω2zE2 “ X24,

où X “ rr1, 6ss2ztp6, 6qu. Comme #pXq “ 35, #pΩ2zE2q “ 3524 et

PpE2q “ 1´
3524

3624
.

Un calcul simple nous dit que PpE1q ą PpE2q. l

Exercice 127 Second problème du chevalier de Méré Le chevalier de Méré avait posé à
Pascal le problème suivant : deux joueurs jouent à un jeu de hasard en plusieurs parties ;



celui qui, le premier, a gagné trois parties emporte la totalité de l'enjeu. On considère que
la probabilité de gagner une partie est la même pour chaque joueur . Si les joueurs doivent
arrêter le jeu alors qu'il ne manque au premier joueur, pour l'emporter, qu'une partie, et
au second que deux parties, comment doit-on répartir équitablement l'enjeu ?

Proof. On note A et B les deux joueurs. On suppose que le joueur A a gagné deux parties
et que B a gagné une seule partie. Les possibles façons de �nir le jeu seraient : A, BA et
BB, où l'on écrit les lettres qui correspondent au joueur qui a gagné. La probabilité de A est
1{2, celle de BA est 1{4 et celle de BB est 1{4. Alors, la probabilité totale de l'évènement
�le joueur A a emporté l'enjeu� est 3{4, tandis que probabilité totale de l'évènement �le
joueur B a emporté l'enjeu� est 1{4. Une façon équitable de faire la répartition de l'enjeu
serait alors 75% pour A et 25% pour B. l

Exercice 128 Problème des anniversaires Quelle est la probabilité pour que n personnes
prises au hasard aient toutes des jours d'anniversaire di�érents ? On supposera que tous les
jours de naissance sont équiprobables et on ne tiendra pas compte des années bissextiles.

Proof. L'univers de l'espace probabilisé est Ω “ rr1, 365ssn, avec tribu PpΩq. Cet espace est
équiprobable. C'est clair que #pΩq “ 365n. Un élément x̄ “ px1, . . . , xnq P Ω représente la
situation où l'anniversaire de la i-ème personne est le xi-ème jour de l'année. L'évènement
demandé est donné par

E “ tx̄ P Ω : xi ‰ xj , pour tout i ‰ ju.

C'est clair que #pEq “ 0, si n ą 365, et #pEq “ 365!{p365´nq!, si n ď 365. Cela nous dit
que PpEq “ 0 si n ą 365, et

PpEq “ 1´
365!

p365´ nq!365n
.

si n ď 365. l

Exercice 129 Formule de Poincaré, problème des rencontres

1. Soit pΩ,A ,Pq un espace probabilisé et soient A1, . . . , An P A des événements. Mon-
trer que, si A désigne la réunion de ces n événements, alors

PpAq “
n
ÿ

k“1

p´1qk`1
ÿ

i1ă¨¨¨ăik

PpAi1 X ¨ ¨ ¨ XAikq.

2. On tire sans remise n boules numérotées de 1 à n. Déterminer la probabilité pn pour
qu'il existe un entier k tel que la boule portant le numéro k soit tirée au tirage numéro
k.

3. Déterminer la limite de pn quand n tend vers l'in�ni.

Proof.

1. On va procéder par récurrence sur n. Si n “ 1, il n'y a rien à démontrer. On sup-
pose que l'identité de Poincaré est véri�é pour toute réunion de n éléments. Soient



A1, . . . , An`1 P A des événements, et soit B “ Yni“1Ai. Alors,

P
ˆ n`1

ď

i“1

Ai

˙

“ PpB YAn`1q “ PpBq ` PpAn`1q ´ PpB XAn`1q

“

n
ÿ

k“1

p´1qk`1
ÿ

i1ă¨¨¨ăik

PpAi1 XAi2 X . . .XAikq ` PpAn`1q

´

n
ÿ

k“1

p´1qk`1
ÿ

i1ă¨¨¨ăik

PpAi1 XAi2 X . . .XAik XAn`1q

“

n`1
ÿ

k1“1

p´1qk
1`1

ÿ

j1ă¨¨¨ăjk1

PpAj1 X ¨ ¨ ¨ XAjk1 q,

où l'on a utilisé que

B XAn`1 “

n
ď

i“1

pAi XAn`1q

ainsi que l'hypothèse de la récurrence dans la troisième égalité. Dans la dernière
égalité on a utilisé que les opérandes dans la dernière somme avec jk1 ă n ` 1 (et
donc forcément k1 ď n) correspondent précisément aux opérandes dans la première
somme du quatrième membre, PpAn`1q correspond au cas k1 “ 1 et jk1 “ n ` 1,
et que les opérandes dans la dernière somme avec k1 ą 1 et jk1 “ n ` 1 coïncident
exactement avec les opérandes avec k “ k1 ´ 1 et pi1, . . . , ikq “ pj1, . . . , jkq dans la
dernière somme du quatrième membre.

2. L'univers de l'espace probabilisé est Ωn “ Sn, avec tribu PpΩnq. Cet espace est
équiprobable. C'est clair que #pΩnq “ n!. Un élément σ P Ωn représente la situation
où l'on obtient la boule σpiq au i-ème tirage. Soit Ai “ tσ P Ωn : σpiq “ iu, pour
tout i P rr1, nss. L'évènement demandé est donné par

En “
n
ď

i“1

Ai.

C'est facile à voir que #pAi1 X¨ ¨ ¨XAikq “ pn´kq!, pour tous 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik ď n.
D'après la formule de Poincaré, on trouve alors que

pn “ PpEnq “
n
ÿ

k“1

p´1qk`1
ÿ

i1ă¨¨¨ăik

pn´ kq!

n!
“

n
ÿ

k“1

p´1qk`1

ˆ

n
k

˙

pn´ kq!

n!
“

n
ÿ

k“1

p´1qk`1

k!
.

3. On voit bien que

lim
nÑ`8

pn “ ´ lim
nÑ`8

n
ÿ

k“1

p´1qk

k!
“ 1´ e´1.

l

Exercice 130 Balles et paniers On a r P N˚ balles et n paniers numérotés de 1 à n, avec
n ě 2. On répondra aux questions dans les deux cas suivants :

(C1) Les r balles sont discernables (par exemple, parce qu'elles sont de couleurs di�é-
rentes).

(C2) Les r balles sont indiscernables.



1. Quel est le nombre de répartitions possibles (un panier peut contenir plusieurs
balles) ? On suppose qu'on a équiprobabilité.

2. Quelle est la probabilité pk qu'un panier �xé (par exemple, le premier panier) contienne
exactement k balles, pour k P rr0, rss. Étudier aussi la monotonie de la suite ppkqkPt0,...,ru.

3. On suppose que n et r tendent vers l'in�ni et que r{n tend vers λ. Montrer que
chaque terme pk admet une limite et calculer celle-ci.

Proof.

1. L'univers de l'espace probabilisé pour le cas (C1) est Ω1 “ tf : rr1, rss Ñ rr1, nssu,
avec tribu PpΩ1q. Par ailleurs, l'univers de l'espace probabilisé pour le cas (C2) est

Ω2 “ tpx1, . . . , xnq P Nn :
n
ÿ

i“1

xi “ ru, avec tribu PpΩ2q. Les deux espaces sont

équiprobables. C'est clair que #pΩ1q “ nr, tandis que

#pΩ2q “

ˆ

r ` n´ 1
r

˙

.

2. On suppose désormais que le panier �xé, qui contient précisément k balles, est le
premier. L'évènement demandé pour le cas (C1) est

E1 “

"

f P Ω1 : #
´

f´1
`

t1u
˘

¯

“ k

*

.

C'est facile à voir que

#pE1q “

ˆ

r
k

˙

pn´ 1qr´k,

ce qui nous dit que

pk,1 “ PpE1q “

ˆ

r
k

˙

pn´ 1qr´k

nr
.

L'évènement demandé pour le cas (C2) est

E2 “
 

px1, . . . , xnq P Ω2 : x1 “ k
(

.

C'est facile à voir que

#pE2q “

ˆ

r ´ k ` n´ 2
r ´ k

˙

,

ce qui nous dit que

pk,2 “ PpE2q “
r!pr ´ k ` n´ 2q!pn´ 1q

pr ´ kq!pr ` n´ 1q!
.

En conséquence,
pk`1,1

pk,1
“

pr ´ kq

pk ` 1qpn´ 1q
,

et
pk`1,2

pk,2
“

r ´ k

r ´ k ` n´ 2
,

pour k P rr0, r´1ss. Cela nous dit que, pour k P rr0, r´1ss, pk`1,1 ě pk,1 si et seulement
si k ď pr ´ n` 1q{n, et pk`1,2 ď pk,2.



3. La formule de Stirling (voir l'exercice 11 de la �che 1) et un calcul long mais élémen-
taire nous disent que

lim
n, r Ñ `8

r{nÑ λ

pk,1 “
e´λ

k!λk
et lim

n, r Ñ `8

r{nÑ λ

pk,2 “
λk

p1` λqk`1
.

l

Exercice 131 Problème du scrutin Lors d'un vote opposant deux candidats A et B, A
obtient a voix et B obtient b voix. On suppose que a ă b. Quelle est la probabilité pour
qu'au cours du dépouillement, B ait toujours été strictement en tête ?
Indication : représenter le dépouillement par un chemin du plan constitué de segments
horizontaux ou verticaux de longueur 1 joignant l'origine au point de coordonnées pa, bq et
compter le nombre de chemins situés strictement au dessus de la diagonale.

Proof. L'univers de l'espace probabilisé est

Ω “
!

x̄ “ px1, . . . , xa`bq P tu, ru
a`b : #

`

ti : xi “ uu
˘

“ b
)

,

avec tribu PpΩq. Cet espace est équiprobable. C'est clair que

#pΩq “
pa` bq!

a!b!
.

Pour x̄ P Ω et i P rr1, a ` bss, on dé�nit Nu,ipx̄q “ #ptj P rr1, iss : xj “ uuq et Nr,ipx̄q “
#ptj P rr1, iss : xj “ ruq. Noter que Nu,ipx̄q `Nr,ipx̄q “ i. L'évènement complémentaire de
l'évènement demandé E est

ΩzE “
!

x̄ P Ω : il existe i P rr1, a` bss tel que Nu,ipx̄q “ Nr,ipx̄q
)

.

Pour x̄ P ΩzE, on dé�nit

ιpx̄q “ min
!

i P rr1, a` bss : Nu,ipx̄q “ Nr,ipx̄q
)

.

C'est clair que ιpx̄q est pair. On dé�nit l'application ϕ : ΩzE Ñ ΩzE via ϕpx̄q “ ȳ avec

yi “

$

’

&

’

%

r, si xi “ u et i ď ιpx̄q,

u, si xi “ r et i ď ιpx̄q,

xi, si i ą ιpx̄q.

On laisse au lecteur la véri�cation simple du fait que ϕ est une application bijective. En
outre, on dé�nit F “ tx̄ P ΩzE : x1 “ ru et G “ tx̄ P ΩzE : x1 “ uu. On note que ϕ
établit une bijection entre F et G, et

F “
!

x̄ P Ω : x1 “ r
)

.

Cela implique que #pΩzEq “ 2#pF q. Par ailleurs, c'est facile à voir que

#pF q “
pa` b´ 1q!

pa´ 1q!b!
,

ce qui implique que

#pEq “
pa` b´ 1q!pb´ aq

a!b!
et PpEq “

pb´ aq

pa` bq
.

l



8.2 Probabilités conditionnelles et indépendance

Exercice 132 Indépendance de deux évènements Soit pΩ,A ,Pq un espace probabilisé
et soient A,B P A deux évènements. Soient A et B les tribus engendrées par A et B,
respectivement, i.e. A “ tH, A,ΩzA,Ωu et B “ tH, B,ΩzB,Ωu. Montrer que A et B sont
indépendants si et seulement si pour tout C P A et pour toutD P B, PpCXDq “ PpCqPpDq.

Proof. C'est clair que, si pour tout C P A et pour tout D P B, PpC X Dq “ PpCqPpDq,
alors A et B sont indépendants. On va démontrer la réciproque. On suppose alors que A
et B sont indépendants. Si C est l'ensemble vide, alors

PpC XDq “ PpHq “ 0 “ 0.PpDq “ PpHqPpDq “ PpCqPpDq,

et de même si D est l'ensemble vide. Si C est Ω, alors

PpC XDq “ PpDq “ PpΩqPpDq “ PpCqPpDq,

et de même si D est Ω. Si tC,Du “ tA,Bu, le résultat PpC X Dq “ PpCqPpDq suit
directement de l'indépendance de A et de B. Si tC,Du “ tA,ΩzBu, alors

PpC XDq “ P
`

AzpAXBq
˘

“ PpAq ´ PpAXBq “ PpAq ´ PpAqPpBq
“ PpAq

`

1´ PpBq
˘

“ PpCqPpDq.

Le même argument montre le cas tC,Du “ tB,ΩzAu. Finalement, le cas tC,Du “
tΩzA,ΩzBu est donné par

PpC XDq “ P
`

ΩzpAYBq
˘

“ 1´ PpAYBq “ 1´ PpAq ´ PpBq ` PpAXBq
“ 1´ PpAq ´ PpBq ` PpAqPpBq “

`

1´ PpAq
˘`

1´ PpBq
˘

“ PpCqPpDq.

l

Exercice 133 Indépendance d'une famille d'évènements Soit pΩ,A ,Pq un espace proba-
bilisé. Considérons les propriétés suivantes

(P1) les événements pAiq1ďiďn P A n sont indépendants ;

(P2) pour toute famille pBiq1ďiďn P A n telle que Bi P tAi,ΩzAiu,

P
ˆ

č

1ďiďn

Bi

˙

“
ź

1ďiďn

PpBiq;

(P3) pour toute famille pBiq1ďiďn P A n telle que Bi P tH, Ai,ΩzAi,Ωu,

P
ˆ

č

1ďiďn

Bi

˙

“
ź

1ďiďn

PpBiq.

Montrer que les propriétés (P1), (P2) et (P3) sont équivalentes.

Proof. Il s'agit d'une conséquence immédiate de l'exercice précédent et d'un argument par
récurrence. l

Exercice 134 Soit pΩ,A ,Pq un espace probabilisé et soit pAnqnPN P A N une suite
d'évènements indépendants.



1. Montrer que

P
ˆ

ď

kPN
Ak

˙

“ 1´ lim
NÑ`8

N
ź

k“0

PpΩzAkq.

2. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) PpYkPNAkq “ 1 ;

(ii)
`8
ÿ

k“0

lnpPpΩzAkqq diverge ;

(iii)
`8
ÿ

k“0

PpAkq diverge.

Proof.

1. On remarque d'abord que la dé�nition de probabilité nous dit que

P
ˆ

ď

kPN
Ak

˙

“ lim
NÑ`8

P
ˆ N
ď

k“0

Ak

˙

. (20)

Par ailleurs,

P
ˆ N
ď

k“0

Ak

˙

“ P
ˆ

Ωz
´

Ωz
´

N
ď

k“0

Ak

¯¯

˙

“ P
ˆ

Ωz
´

N
č

k“0

pΩzAkq
¯

˙

“ 1´ P
ˆ N
č

k“0

pΩzAkq

˙

“ 1´
N
ź

k“0

PpΩzAkq,

(21)

d'après l'exercice précédent. Le résultat suit de prendre la limite quand N tend vers
`8 et (20).

2. Les identités dans (21) nous disent que la condition (i) est équivalente à

lim
NÑ`8

N
ź

k“0

PpΩzAkq “ 0, (iv)

ce qui est équivalent à

lim
NÑ`8

N
ÿ

k“0

ln
`

PpΩzAkq
˘

“ lim
NÑ`8

N
ÿ

k“0

ln
`

1´ PpAkq
˘

“ ´8. (v)

Cela nous dit en particulier que les conditions (i) et (ii) sont équivalentes. En outre,
l'inégalité lnp1´xq ď ´x, pour tout x P r0, 1 r , nous dit que (iii) implique (ii), tandis
que la l'inégalité lnp1 ´ xq ě ´2x, pour tout x P r0, 1{2s, nous dit que (ii) implique
(iii). La preuve de ces deux inégalités suit de montrer les mêmes inégalités pour les
dérivées respectives et que les fonctions initiales coïncident en x “ 0.

l

Exercice 135 Dans une usine d'écrous, trois machines A, B et C produisent 25%, 35%
et 40% du total de la production, respectivement. Elles produisent 5%, 4% et 2% de pièces
défectueuses, respectivement. Un écrou est tiré au hasard et s'avère défectueux. Quelle est
la probabilité qu'il ait été produit par la machine A ? B ? ou C ?



Proof. Soit A (resp., B, C ) l'évènement �l'écrou tiré au hasard a été produit par la
machine A (resp., B, C)� et soit D l'évènement �l'écrou tiré au hasard est défectueux�.
Alors PpA q “ 0, 25, PpBq “ 0, 35 et PpC q “ 0, 4. L'énoncé dit aussi que PpD |A q “ 0, 05,
PpD |Bq “ 0, 04 et PpD |C q “ 0, 02. Pour simpli�er, on va écrire A1 “ A , A2 “ B et
A3 “ C . Les probabilités demandées sont données par la formule de Bayes

PpAi|Dq “
PpD |AiqPpAiq

ř3
j“1 PpD |AjqPpAjq

,

pour tout i P t1, 2, 3u. Cela nous donne

PpA |Dq » 0, 36, PpB|Dq » 0, 41 et PpC |Dq » 0, 23.

l

Exercice 136 Une urne contient n boules noires et n boules rouges. On tire deux par
deux sans remise, toutes les boules de l'urne. Quelle est la probabilité d'obtenir à chaque
tirage deux boules de couleurs di�érentes ?

Proof. On peut supposer sans perte de généralité que les boules sont numérotées de 1 à
2n, les boules impaires sont noires et les boules paires sont rouges. On suppose en plus que
pour chaque tirage de deux boules, on tire d'abord une boule et après une autre boule.
L'univers de l'espace probabilisé est

Ω “ S2n,

avec tribu PpΩq. Un élément σ P S2n représente la situation où l'on a tiré la σpiq-ème
boule au i-ème tirage. Pour chaque n P Z, on note n̄ P Z{2Z la classe de n. Cet espace est
équiprobable. C'est clair que

#pΩq “ p2nq!.

L'évènement demandé est

E “
!

σ P Ω : tσp2j ´ 1q, σp2jqu “ t0̄, 1̄u, pour tout j P rr1, nss
)

.

C'est facile à voir que #pEq “ n!22n, ce qui nous dit que

PpEq “
2nn!2

p2nq!
.

l

Exercice 137 On dispose de N`1 urnes numérotées de 0 à N . L'urne numéro k contient
k boules rouges et N ´ k boules noires. On tire une des urnes avec équiprobabilité, puis
on procède avec cette urne à une série de n tirages avec remise.

1. Calculer la probabilité d'avoir choisi l'urne numéro 1 sachant qu'on a tiré n boules
rouges.

2. Calculer la probabilité de tirer n boules rouges.

3. Calculer la probabilité de tirer une boule rouge au tirage n` 1 sachant qu'on a déjà
tiré n boules rouges.

4. Déterminer les limites des probabilités précédentes quand N Ñ `8.

Proof. Pour k P rr0, N ss, on note Uk l'évènement �on tire la k-ème urne�, et pour n P N, on
note Rn l'évènement �on a obtenu n boules rouges lors de n tirages (avec remise)�. L'énoncé
nous dit que PpUkq “ 1{pN ` 1q et PpRn|Ukq “ pk{Nqn.



1. Dans ce cas, la formule de Bayes nous dit que

PpU1|Rnq “
PpRn|U1qPpU1q

řN
k“0 PpRn|UkqPpUkq

“
1

řN
k“0 k

n
.

2. La probabilité demandé est PpRnq, que l'on calcule à partir de

PpRnq “
N
ÿ

k“0

PpRn|UkqPpUkq “
1

N ` 1

N
ÿ

k“0

´ k

N

¯n
.

3. La probabilité demandé est précisément PpRn`1|Rnq. Par dé�nition Rn`1 X Rn “
Rn`1, ce qui nous dit que

PpRn`1|Rnq “
PpRn`1 XRnq

PpRnq
“

PpRn`1q

PpRnq
“

1

N

řN
k“0 k

n`1

řN
k“0 k

n
.

4. C'est clair que

lim
NÑ`8

PpU1|Rnq “ lim
NÑ`8

1
řN
k“0 k

n
“ 0,

tandis que

lim
NÑ`8

PpRnq “ lim
NÑ`8

1

N ` 1

N
ÿ

k“0

´ k

N

¯n
“

ż 1

0
xndx “

1

n` 1
.

Finalement,

lim
NÑ`8

PpRn`1|Rnq “ lim
NÑ`8

1

N

řN
k“0 k

n`1

řN
k“0 k

n
“
n` 1

n` 2
.

l

Exercice 138 Soit pΩ,A ,Pq un espace probabilisé et soient A1, . . . , An P A des événe-
ments indépendants. On suppose que PpAkq “ pk. Quelle est la probabilité p qu'aucun de
ces événements ne soit réalisé ? Montrer que

p ď e´
řn
k“1 pk .

Proof. D'après l'exercice 8.2, on voit bien que

p “ P
ˆ n
č

k“0

pΩzAkq

˙

“

n
ź

k“0

PpΩzAkq “
n
ź

k“0

`

1´ PpAkq
˘

“

n
ź

k“0

`

1´ pk
˘

.

L'inégalité 1´ x ď e´x, pour x P r0, 1s, nous dit que

p ď e´
řn
k“1 pk .

l

Exercice 139 P our tout entier n ě 2 �xé, soit Pn la probabilité uniforme sur l'ensemble
t1, . . . , nu et soit DPn Ď t1, . . . , nu l'ensemble des diviseurs premiers de n. Pour tout
diviseur m de n désignons par Am le sous-ensemble de t1, . . . , nu formé des multiples de
m.



1. Montrer que PnpAmq “ 1{m.

2. Montrer que les Ap, où p parcourt les diviseurs premiers de n, sont des événements
indépendants dans l'espace probabilisé pt1, . . . , nu,Pnq.

3. En déduire que l'ensemble des entiers de t1, . . . , nu premiers avec n a une probabilité

ź

pPDPn

ˆ

1´
1

p

˙

.

En déduire le cardinal de l'ensemble des entiers de t1, . . . , nu premiers avec n. Re-
trouver ainsi une formule d'Euler.

4. On considère maintenant l'espace pN˚,PpN˚qq. Soit s ą 1.

(i) Montrer qu'il existe λs P R tel que

Ps
`

tnu
˘

“
λs
ns

dé�nisse une probabilité sur pN˚,PpN˚qq.
(ii) Soit pour m P N˚, Am “ tn P N˚ : m|nu. Montrer que PspAmq “ 1{ms.

(iii) Montrer que les Ap, où p parcourt l'ensemble N P des nombres premiers, sont
des événements indépendants dans pN˚,PpN˚q,Psq.

(iv) Montrer que
`8
ÿ

n“1

1

ns
“

1
ś

pPN P

´

1´ 1
ps

¯ .

(v) Existe t-il une probabilité Q sur pN˚,PpN˚qq telle que pour tout m ě 1,
QpAmq “ 1{m ?

Proof.

1. Le résultat suit directement des identités

rr1, nss “
m´1
ğ

k“0

pAm ` kq et #pAm ` kq “ #pAmq,

pour tout k P rr0,m´ 1ss, où Am ` k “ tx` k : x P Amu.

2. Il su�t de démontrer que Ap X Aq “ Apq, pour tous p, q P N diviseurs de n avec
PGCDpp, qq “ 1, ce qui suit de la dé�nition.

3. La probabilité demandé suit directement de l'égalité

tm P rr1, nss : PGCDpm,nq “ 1u “
č

pPDPn

`

rr1, nsszAp
˘

,

qui est un conséquence des dé�nitions. Le cardinal de l'ensemble des entiers de
t1, . . . , nu premiers avec n est alors

ϕpnq “ #
`

tm P rr1, nss : PGCDpm,nq “ 1u
˘

“ n
č

pPDPn

`

rr1, nsszAp
˘

.



4. (i) On remarque d'abord que la série

`8
ÿ

n“1

1

ns

converge absolument pour s ą 1. Soit λ´1
s la somme de cette série. Alors,

`8
ÿ

n“1

Ps
`

tnu
˘

“

`8
ÿ

n“1

λs
ns
“ λs

`8
ÿ

n“1

1

ns
“ 1.

(ii) On voit bien que

Ps
`

Am
˘

“

`8
ÿ

k“1

λs
msks

“
λs
ms

`8
ÿ

k“1

1

ks
“

1

ms
.

(iii) Il su�t de démontrer que ApXAq “ Apq, pour tous p, q P N avec PGCDpp, qq “
1, ce qui suit de la dé�nition.

(iv) Le résultat suit directement de l'identité

č

pPN P

pN˚zApq “ t1u,

ainsi que de l'exercice 8.2.

(v) Non. S'il existait une telle probabilité Q, alors l'exercice 8.2 nous dirait que

Qp
`8
ď

n“n0

Anq “ 1,

pour tout n0 P N˚. En outre, pour tout élément N P N˚, il existe n0 P N˚ tel que
N R An, pour tout n ě n0. En conséquence, QptNuq “ 0, pour tout N P N˚, ce
qui est absurde.

l

8.3 Variables discrètes

Exercice 140 Comment jouer à pile ou face avec une pièce biaisée ? On considère une
pièce ayant une probabilité p P s 0, 1 r de tomber sur face (F). La probabilité de tomber sur
pile (P) est donc 1´ p. On lance la pièce deux fois. Si on obtient FP, on pose X “ 1 et si
on obtient PF, on pose X “ 0. Dans les deux autres cas, on recommence jusqu'à obtenir
FP ou PF et on dé�nit alors X comme précédemment. Déterminer la loi de X.

Proof. L'univers de l'espace probabilisé est

Ω “
ď

nPN
tPP, FF un ˆ tFP, PF u,

avec tribu PpΩq. On a décidé d'exclure les éléments

ω P tPP, FF uN,



puisque, de façon intuitive, la probabilité de l'évènement qu'ils dé�nissent est nulle. En
e�et, notre intuition nous dit qu'il faut dé�nir P : PpΩq Ñ Rě0 comme la seule application
σ-additive telle que

P
´

 

pω0, FP q
(

¯

“ P
´

 

pω0, PF q
(

¯

“ p1`2|ω0|p1´ pq1`2pn´|ω0|q,

pour tout ω0 “ pw1, . . . , wnq P tPP, FF u
n et n P N, où

|ω0| “ #
´

 

i P rr1, nss : wi “ FF
(

¯

.

Il su�t de montrer que P est une probabilité, i.e. PpΩq “ 1. On voit bien que

PpΩq “
ÿ

ωPΩ

P
`

tωu
˘

“
ÿ

nPN

ÿ

ω0PtPP,FF un

˜

P
´

 

pω0, FP q
(

¯

` P
´

 

pω0, PF q
(

¯

˙

“ 2
ÿ

nPN

ÿ

ω0PtPP,FF un

p1`2|ω0|p1´ pq1`2pn´|ω0|q

“ 2
ÿ

nPN

n
ÿ

k“0

ˆ

n
k

˙

p1`2kp1´ pq1`2pn´kq “ 2pp1´ pq
ÿ

nPN

n
ÿ

k“0

ˆ

n
k

˙

p2kp1´ pq2pn´kq

“ 2pp1´ pq
ÿ

nPN

`

p2 ` p1´ pq2
˘n
“ 2pp1´ pq

ÿ

nPN

`

1´ 2pp1´ pq
˘n

“
2pp1´ pq

1´
`

1´ 2pp1´ pq
˘ “ 1,

i.e. P est une probabilité.

On pose

ΩFP “
ď

nPN
tPP, FF un ˆ tFP u et ΩPF “

ď

nPN
tPP, FF un ˆ tPF u.

C'est clair que PpΩFP q “ PpΩPF q “ 1{2. En e�et, si l'on considère l'application ϕ :
Ω Ñ Ω donnée par ϕpω0, PF q “ pω0, FP q et ϕpω0, FP q “ pω0, PF q, pour tout ω0 P

YnPNtPP, FF u
n. C'est clair que ϕ est bijectif (ϕ´1 “ ϕ), ϕpΩPF q “ ΩFP et que PpϕpXqq “

PpXq, pour tout X Ď Ω.

La variable aléatoire X est dé�nie par

Xpω0, FP q “ 1 et Xpω0, PF q “ 0,

pour tout ω0 P YnPNtPP, FF u
n. On veut calculer pXpaq “ PpX “ aq, pour tout a P R, i.e.

pXpaq “ Pptω P Ω : Xpωq “ auq. Si a R t0, 1u, pXpaq “ 0. En outre,

pXp0q “ PpΩPF q “ 1{2 et pXp1q “ PpΩFP q “ 1{2.

l

Exercice 141 Lancer de pièces On lance une pièce 5 fois. On appelle X le nombre de
faces obtenus. On appelle Y le nombre de sous-suites maximales de faces dans le 5-uplet
de résultat (par exemple, FFPFP comporte deux sous-suites maximales de faces, FPFPF
en comporte 3). On appelle Z la longueur de la plus grande sous-suite maximale de faces.
Donner les lois de X, Y , Z, pX,Y q, pX,Zq, pY, Zq et pX,Y, Zq.



Proof. L'univers de l'espace probabilisé est

Ω “ tP, F u5,

avec tribu PpΩq. On note x̄ “ px1, . . . , x5q un élément de Ω, où xi P tP, F u. Cet espace
est équiprobable. C'est clair que #pΩq “ 25.

La variable aléatoire X est dé�nie par

Xpx̄q “ #
`

ti P rr1, 5ss : xi “ F u
˘

.

On voit bien que pXpaq “ Pptω P Ω : Xpωq “ auq “ 0, si a P Rzrr0, 5ss. En outre,

pXp0q “ pXp5q “
1

25
, pXp1q “ pXp4q “

5

25
, et pXp2q “ pXp3q “

1

25

ˆ

5
2

˙

.

On dit que x̄ P Ω admet une sous-suite maximale de faces de longueur n P rr1, 5ss qui
commence en i P rr1, 6´ nss si

(i) xi`j´1 “ F , pour tout j P rr1, nss,

(ii) i “ 1, ou i ą 1 et xi´1 “ P ,

(iii) i` n ą 5, ou i` n ď 5 et xi`n “ P .

On appelle l'indice i ci-dessus le début d'une sous-suite maximale de faces de x̄. Soit Dnpx̄q
l'ensemble des débuts des sous-suites maximales de faces de longueur n de x̄ P Ω. La
variable aléatoire Y est donnée par

Y px̄q “ #

ˆ 5
ď

n“1

Dnpx̄q

˙

,

tandis que

Zpx̄q “ max

ˆ

tn P rr1, 5ss : Dnpx̄q ‰ Hu Y t0u

˙

.

On voit bien que pY pbq “ 0, si b P Rzrr0, 3ss,

pY p0q “ pY p3q “
1

25
et pY p1q “ pY p2q “

15

25
.

C'est clair que pZpcq “ 0, si c P Rzrr0, 5ss,

pZp0q “ pZp5q “
1

25
, pZp1q “

12

25
, pZp2q “

11

25
, pZp3q “

5

25
et pZp4q “

2

25
.

Par rapport au ppX,Y qpa, bq “ Pptω P Ω : Xpωq “ a et Y pωq “ buq, on voit bien que
ppX,Y qpa, bq “ 0, si pa, bq R prr1, 5ss ˆ rr1, 3ssztp0, 0quq ou b ą 3´ |a´ 3|,

ppX,Y qp0, 0q “ ppX,Y qp3, 3q “
1

25
, ppX,Y qpa, 1q “

6´ a

25
,

ppX,Y qp2, 2q “ ppX,Y qp3, 2q “
6

25
et ppX,Y qp4, 2q “

3

25
,

pour tout a P rr1, 5ss.

Par rapport au ppX,Zqpa, cq “ Pptω P Ω : Xpωq “ a et Zpωq “ cuq, on voit bien que
ppX,Zqpa, cq “ 0, si pa, bq R prr1, 4ss ˆ rr1, 4ssztp0, 0q, p5, 5quq ou a ă c ă a´ 2,

ppX,Zqp0, 0q “ ppX,Zqp3, 1q “ ppX,Zqp4, 2q “
1

25
, ppX,Y qpa, aq “

6´ a

25
,

ppX,Zqp2, 1q “ ppX,Zqp3, 2q “
6

25
et ppX,Zqp4, 3q “

2

25



pour tout a P rr1, 5ss.

Par rapport au ppY,Zqpb, cq “ Pptω P Ω : Y pωq “ b et Zpωq “ cuq, on voit bien que
ppY,Zqpb, cq “ 0, si pb, cq R prr1, 2ss ˆ rr1, 3ssztp0, 0q, p3, 1q, p1, 4q, p1, 5quq,

ppY,Zqp0, 0q “ ppY,Zqp3, 1q “
1

25
, ppX,Y qp1, cq “

6´ c

25
, ppY,Zqp2, 3q “

2

25
,

ppX,Zqp2, 1q “
6

25
et ppX,Zqp2, 2q “

7

25
,

pour tout c P rr1, 5ss.

Finalement, on rappelle que

ppX,Y,Zqpa, b, cq “ P
´

 

ω P Ω : Xpωq “ a, Y pωq “ b et Zpωq “ c
(

¯

.

On voit bien que ppX,Y,Zqpa, b, cq “ 0, sauf dans les cas suivants :

ppX,Y,Zqp0, 0, 0q “ ppX,Y,Zqp4, 2, 2q “ ppX,Y,Zqp3, 3, 1q “
1

25
, ppX,Y,Zqpa, 1, aq “

6´ a

25
,

ppX,Y,Zqp3, 2, 2q “ ppX,Y,Zqp1, 2, 1q “
6

25
et ppX,Y,Zqp4, 2, 3q “

2

25
,

pour tout a P rr1, 5ss. l

Exercice 142 La variable aléatoireX suit la loiBp2n, pq. Déterminer la loi de Y “ |X´n|.

Proof. C'est clair que le rang de Y est rr0, nss, et que tY “ ku “ tX “ n´kuYtX “ n`ku,
pour tout k P rr0, nss. Cela implique que

P
`

tY “ 0u
˘

“ P
`

tX “ nu
˘

“

ˆ

2n
n

˙

pnp1´ pqn

et

P
`

tY “ ku
˘

“ P
`

tX “ n´ku
˘

`P
`

tX “ n`ku
˘

“

ˆ

2n
n´ k

˙

`

pn´kp1´pqn`k`pn`kp1´pqn´k
˘

,

pour tout k P rr1, nss. l

Exercice 143 La variable aléatoire N suit la loi uniforme sur rr1, nss, avec n ě 2 entier.
Déterminer la loi de X “ cospNπq.

Proof. Soit m “ tn{2u la partie entière de n{2. C'est clair que le rang de X est t˘1u, et
que tX “ 1u “ Ymk“1tN “ 2ku. Cela implique que

P
`

tX “ 1u
˘

“

m
ÿ

k“1

P
`

tN “ 2ku
˘

“
m

n
et P

`

tX “ ´1u
˘

“ 1´ P
`

tX “ 1u
˘

“
n´m

n
.

l

Exercice 144

1. Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé �ni. On dé�nit les variables
aléatoires X` “ maxpX, 0q et X´ “ maxp´X, 0q.

(i) Exprimer X et |X| à l'aide de X` et X´.



(ii) En déduire l'inégalité |ErXs| ď Er|X|s.

2. On suppose que X est à valeurs dans t´1, 0, 1u et on dé�nit α “ ErXs et β “ Er|X|s.

(i) Montrer que |α| ď β ď 1.

(ii) Déterminer la loi de X à l'aide de α et β.

Proof.

1. (i) C'est clair que X “ X` ´X´ et |X| “ X` `X´.

(ii) On voit bien que
ˇ

ˇErXs
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇErX`´X´s
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇErX`s´ErX´s
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇErX`s
ˇ

ˇ`
ˇ

ˇErX´s
ˇ

ˇ “ ErX`s`ErX´s “ Er|X|s.

2. (i) L'inégalité |α| ď β est précisément |ErXs| ď Er|X|s. En outre, comme |X| ď 1,
on conclut que Er|X|s ď 1, i.e. β ď 1.

(ii) On voit bien que β “ Er|X|s “ PptX “ 1uq`PptX “ ´1uq et que α “ ErXs “
PptX “ 1uq ´ PptX “ ´1uq. Cela nous dit que

P
`

tX “ 1u
˘

“
α` β

2
,P

`

tX “ 1u
˘

“
β ´ α

2
et P

`

tX “ 0u
˘

“ 1´ β.

l

Exercice 145 Une urne renferme des boules blanches et des boules noires en proportions
respectives p et 1´ p avec 0 ă p ă 1. On e�ectue des tirages avec remise. Soit n P N˚ �xé.
On note Xn la variable aléatoire donnée par le nombre de tirages nécessaires à l'obtention
de la n-ème boule blanche.

1. Quelle est la loi de X1 ? Calculer la fonction génératrice G1 de X1.

2. On pose Y1 “ X1 et Yn “ Xn ´Xn´1 pour tout n ą 1. Montrer que

(i) Pour tout n ě 0, la variable aléatoire Yn a même loi que X1.

(ii) Pour tout n ą 0, Xn´1 est indépendante de Yn
3. En déduire la fonction génératrice Gn de Xn. Que vaut ErXns ?

4. Déterminer la loi de Xn. Comparer PpXn “ kq et PpXn “ k`1q. Tracer le diagramme
en bâtons de la loi de Xn.

Proof.

1. C'est clair que X1 suit une loi géométrique avec paramètre p, i.e. PptX1 “ kuq “
pp1 ´ pqk´1 si k P N˚, et zéro sinon. En conséquence, sa fonction génératrice est
donnée par

G1ptq “
`8
ÿ

k“1

P
`

tX1 “ ku
˘

tk “
p

1´ p

`8
ÿ

k“1

pt´ ptqk “
pt

pt´ t` 1
.

2. (i) Il s'agit d'une conséquence directe de l'énoncé.

(ii) Il s'agit d'une conséquence directe de l'énoncé.

3. Comme Xn “ Xn´1 ` Yn, et les variables aléatoires Xn´1 et Yn sont indépendantes,
on conclut que Gn est le produit des fonctions génératrices de Xn´1 et de Yn, i.e.
Gnptq “ Gn´1ptqG1ptq, vu que Yn a la même loi que X1. Cela implique que Gnptq “
G1ptq

n, pour tout n P N˚. En conséquence, d'après l'égalité ErXns “ G1np1q, on
trouve que

ErXns “
n

p
.



4. Comme Xn a la fonction génératrice d'une variable aléatoire qui suit la loi de Pascal
avec paramètres n et p, on voit bien que le rang de Xn est Něn et

P
`

tXn “ ku
˘

“

ˆ

k ´ 1
n´ 1

˙

pkp1´ pqk´n,

pour tout k P Něn. C'est clair que PptXn “ k ` 1uq{PptXn “ kuq “ pp1´ pqk{pk ´
n ` 1q, pour tout k P Něn. On laisse le diagramme en bâtons de la loi de Xn au
lecteur.

l

Exercice 146 Loi sans mémoire Soit T une variable aléatoire à valeurs dans N telle que

P
`

tT ě n` ku|tT ě nu
˘

“ P
`

tT ě ku
˘

,

pour tous n, k P N. Déterminer la loi de T .

Proof. Soit fpnq “ PptT ě kuq, pour tout n P N. Comme le rang de T est N, fp0q “ 1.
L'inclusion tT ě mu Ď tT ě nu, pour tous n,m P N tels que n ď m, nous dit que
f : NÑ r0, 1s est une fonction décroissante. Cela implique que, si fpn0q “ 0 pour n0 P N˚,
alors fpmq “ 0, pour tout entier m ě n0.

Si fp1q “ 0, alors fpnq “ 0 pour n P N˚, i.e. T suit une loi uniforme sur t0u. Bien
que la dé�nition standard de la probabilité conditionnelle PptT ě n ` ku|tT ě nuq n'ait
pas de sens a priori, car PptT ě nuq “ 0 pour tout n P N˚, on peut considérer que
PptT ě nu|tT ě nuq “ 1 est une propriété qui devrait être véri�ée pour tout n P N même
si PptT ě nuq “ 0.

On suppose désormais que fp1q ‰ 0. D'abord, on va démontrer que fpnq ‰ 0, pour tout
n P N˚. On suppose alors que tn P N˚ : fpnq “ 0u ‰ H et soit n0 “ mintn P N˚ : fpnq “
0u. C'est clair que n0 ą 1. On va montrer que fpn0q ‰ 0, ce qui est absurde. En e�et, on
a tT ě n0u Ď tT ě 1u et

fpn0q “ P
`

tT ě n0u
˘

“ P
`

tT ě n0u X tT ě 1u
˘

“ P
`

tT ě n0u|tT ě 1u
˘

P
`

tT ě 1u
˘

“ P
`

tT ě pn0 ´ 1q ` 1u|tT ě 1u
˘

P
`

tT ě 1u
˘

“ P
`

tT ě n0 ´ 1u
˘

P
`

tT ě 1u
˘

“ fpn0 ´ 1qfp1q ‰ 0,

car fpn0´1q, fp1q ‰ 0. En conséquence, fpnq ‰ 0 pour tout n P N. Dans ce cas, la propriété
indiquée dans l'énoncé équivaut à dire que fpn`mq “ fpnqfpmq, pour tous n,m P N. En
e�et, comme tT ě n`mu Ď tT ě nu pour tous n,m P N, alors

fpmq “ P
`

tT ě mu
˘

“ P
`

tT ě n`mu|tT ě nu
˘

“
P
`

tT ě n`mu X tT ě nu
˘

P
`

tT ě nu
˘

“
P
`

tT ě n`mu
˘

P
`

tT ě nu
˘ “

fpn`mq

fpnq
.

En conséquence, fpnq “ fp1qn, pour tout n P N˚. On remarque que fp1q P s 0, 1 r , puisque
le cas fp1q “ 1 implique que fpnq “ 1, pour tout n P N, mais la limite de fpnq vaut zéro
quand n tend vers `8. Si α “ fp1q P s 0, 1 r , alors

P
`

tT “ nu
˘

“ P
`

tT ě nu
˘

´ P
`

tT ě n` 1u
˘

“ αnp1´ αq,

pour tout n P N. Il s'agit d'une variable aléatoire qui suit la loi géométrique avec paramètre
1´ α. l



Exercice 147 Boules Une urne contient N boules dont N1 portent le numéro 1, N2

portent le numéro 2 et N3 portent le numéro 3. On fait un tirage de n boules avec remise.
Soit Xi le nombre de boules tirées qui portent le numéro i et X “ pX1, X2, X3q.

1. Donner la loi de X.

2. Donner la loi de Xi pour 1 ď i ď 3.

3. Donner la loi de pX1, X2q.

4. On note Yr la variable aléatoire valant 1 si l'on tire une boule portant le numéro 1
au r-ème tirage et 0 sinon. On note Zr la variable aléatoire valant 1 si on tire une
boule portant le numéro 2 au r-ème tirage et 0 sinon.

(i) Exprimer X1, X2 et X3 en fonction des pYrq1ďrďn et des pZrq1ďrďn.

(ii) Calculer l'espérance de X1, la variance de X1 et la covariance de pX1, X2q.

Traiter les mêmes questions pour un tirage sans remise.

Proof.

1. Pour la cas avec remise, le même argument que pour le calcul de la fonction de masse
d'une variable aléatoire qui suit la loi binomiale nous dit que

P
`

tX “ px1, x2, x3qu
˘

“
n!

x1!x2!x3!

ˆ

N1

N

˙x1ˆN2

N

˙x2ˆN3

N

˙x3

,

pour tout px1, x2, x3q P N3 tel que x1`x2`x3 “ n. Pour la cas sans remise, le même
argument que pour le calcul de la fonction de masse d'une variable aléatoire qui suit
la loi hypergéométrique nous dit que

P
`

tX “ px1, x2, x3qu
˘

“

ˆ

N1

x1

˙ˆ

N2

x2

˙ˆ

N3

x3

˙

ˆ

N
n

˙ ,

pour tout px1, x2, x3q P N3 tel que x1 ` x2 ` x3 “ n et xi ď Ni, pour tout i P rr1, 3ss.

2. Pour la cas avec remise, on voit bien que Xi suit une loi binomiale avec paramètres
n et Ni{N , pour tout i P rr1, 3ss, i.e. le rang de Xi est rr0, nss et

P
`

tXi “ xiu
˘

“

ˆ

n
xi

˙ˆ

Ni

N

˙x1ˆN ´Ni

N

˙n´xi

,

pour tout xi dans le rang de Xi. Pour la cas sans remise, on voit bien que Xi suit
une loi hypergéométrique avec paramètres N , Ni et n, pour tout i P rr1, 3ss, i.e. le
rang de Xi est rrmaxpNi ` n´N, 0q,minpNi, nqss et

P
`

tXi “ xiu
˘

“

ˆ

Ni

xi

˙ˆ

N ´Ni

n´ xi

˙

ˆ

N
n

˙ ,

pour tout xi dans le rang de Xi.

3. On va donner simultanément la réponse pour les cas avec et sans remise. Comme
X3 “ n´X1 ´X2, on voit bien que

P
`

tpX1, X2q “ px1, x2qu
˘

“ P
`

tX “ px1, x2, n´ x1 ´ x2qu
˘

,

pour tout px1, x2q P N2 tel que px1, x2, n´ x1 ´ x3q soit dans le rang de X.



4. (i) On voit bien que

X1 “

n
ÿ

r“1

Yr et X2 “

n
ÿ

r“1

Zr.

En outre, X3 “ n´X1´X2. Cette réponse est valable pour les cas avec et sans
remise.

(ii) Pour le cas avec remise, comme X1 suit une loi binomiale avec paramètres n et
N1{N , on trouve que

ErX1s “ n
N1

N
et VarrX1s “ n

N1pN ´N1q

N2
.

Pour le cas sans remise, comme X1 suit une loi hypergéométrique avec para-
mètres N , Ni et n, on trouve que

ErX1s “ n
N1

N
et VarrX1s “ n

N1pN ´N1qpN ´ nq

N2pN ´ 1q
.

Pour calculer la covariance dans les deux cas, on utilise que CovpX1, X2q “

ErX1X2s´ErX1sErX2s, donc il su�t de calculer ErX1X2s. Pour cela, on utilise
que, dans les deux cas,

ErX1X2s “

n
ÿ

r“1

n
ÿ

s“1

ErYrZss “
ÿ

r, s P rr1, nss
r ‰ s

ErYrZss,

où l'on a utilisé que YrZr “ 0, pour tout r P rr1, nss. Par ailleurs,

ErYrZss “ P
`

tYrZs “ 1u
˘

“ P
`

tYr “ 1u X tZs “ 1u
˘

“ P
`

tYr “ 1u
˘

P
`

tZs “ 1u
˘

“ ErYrsErZss,

pour tous r ‰ s, où l'on a utilisé que les évènements tYr “ 1u et tZs “ 1u
sont indépendants si r ‰ s. Pour calculer ErYrs et ErZss, on utilise que les
variables aléatoires Yr sont indépendantes et ont la même loi, et de même pour
les variables aléatoires Zs. En conséquence,

ErX1s “

n
ÿ

r“1

ErYrs “ nErYrs et ErX2s “

n
ÿ

s“1

ErZss “ nErYss,

pour tous r, s P rr1, nss. Cela implique que ErYrs “ N1{N et ErZss “ N2{N ,
pour tous r, s P rr1, nss. En conséquence,

ErX1X2s “ npn´ 1q
N1N2

N2
,

ce qui nous donne que

CovpX1, X2q “ ErX1X2s ´ ErX1sErX2s “ ´n
N1N2

N2
.

Cette réponse est valable pour les cas avec et sans remise.

l

Exercice 148 Loi du maximum observé Une urne contient N balles numérotées de 1 à
N . On e�ectue n tirages avec remise. Soit X le plus grand nombre tiré lors des n tirages.



1. Donner la fonction de répartition de X.

2. Donner la loi de X.

3. Calculer ErXs et donner un équivalent de ErXs quand N Ñ `8

Proof.

1. On voit bien que l'univers de l'espace probabilisé est Ω “ rr1, N ssn, avec tribu PpΩq.
Cet espace est équiprobable. On voit bien que #pΩq “ Nn et que l'évènement de-
mandé est tX ď ku “ rr1, kssn, pour tout k P rr1, N ss. Cela nous dit que

P
`

tX ď ku
˘

“

ˆ

k

N

˙n

,

pour tout k P rr1, N ss.

2. C'est clair que

P
`

tX “ ku
˘

“ P
`

tX ď ku
˘

´ P
`

tX ď k ´ 1u
˘

“
kn ´ pk ´ 1qn

Nn
,

pour tout k P rr1, N ss, et zéro sinon.

3. On voit bien que

ErXs “
n
ÿ

k“1

kP
`

tX “ ku
˘

“

n
ÿ

k“1

k
kn ´ pk ´ 1qn

Nn

“

n
ÿ

k“1

kn`1 ´ pk ´ 1qn`1 ´ pk ´ 1qn

Nn
“ N ´

n
ÿ

k“1

ˆ

k ´ 1

N

˙n

.

Cela implique que ErXs est équivalent à N quand N Ñ `8

l

Exercice 149 Clés Un homme possède n clés et veut ouvrir une porte. Une seule parmi
les clés dont il dispose ouvre la porte. Il essaie les clés au hasard. Trouver l'espérance et la
variance du nombre d'essais nécessaires si :

1. les clés qui ne marchent pas sont remises avec les autres ;

2. les clés qui ne marchent pas sont mises de coté.

Proof.

1. Dans ce cas X suit une loi géométrique avec paramètre 1{n et, en conséquence,

ErXs “ n et VarrXs “ npn´ 1q.

2. C'est clair que le rang de X est rr1, nss. Dans ce cas, on voit bien que

P
`

tX “ 1u
˘

“
1

n
.

On suppose désormais que k P rr2, nss. Dans ce cas, la loi de X est déterminée par le
même argument que l'on utilise pour calculer la valeur d'une loi géométrique en k en
remplaçant la valeur de la loi binomiale avec paramètres k´1 et 1{n en 0 par une loi
hypergéométrique avec paramètres n, 1 et k´1 en 0. Plus précisément, si k P rr2, nss,
soit A l'évènement �On n'a pas tiré la clé qui ouvre la porte lors des premiers k ´ 1



essais�. Alors tX “ ku Ď A et A “ tY “ 0u pour Y une variable aléatoire qui suit
une loi hypergéométrique avec paramètres n, 1 et k ´ 1, ce qui nous dit que

PpAq “ P
`

tY “ 0u
˘

“

ˆ

1
0

˙ˆ

n´ 1
k ´ 1

˙

ˆ

n
k ´ 1

˙ .

En conséquence,

P
`

tX “ ku
˘

“ P
`

tX “ ku XA
˘

“ P
`

tX “ ku|A
˘

PpAq

“
1

n´ k ` 1

ˆ

1
0

˙ˆ

n´ 1
k ´ 1

˙

ˆ

n
k ´ 1

˙ “
1

n
,

pour tout k P rr2, nss. Cela implique que X suit une loi uniforme sur rr1, nss. En
conséquence,

ErXs “
n` 1

2
et VarrXs “

n2 ´ 1

12
.

l

Exercice 150 Poisson(s) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois
de Poisson de paramètre a et b.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire S “ X ` Y .

2. Déterminer la probabilité conditionnelle PptX “ ku|tS “ nuq pour tout couple pn, kq
d'entiers naturels.

3. (Facultatif) Soit r ě 1 un entier et pXkqk“1,...,r`1 des variables aléatoires indépen-
dantes de lois de Poisson de paramètres respectifs ak. Donner la loi conditionnelle de
pX1, . . . , Xrq sachant tX1 ` ¨ ¨ ¨ `Xr`1 “ nu, pour tout n P N.

Proof.

1. Comme S “ X`Y , et les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on conclut
que la fonction génératrice GS de S est le produit des fonctions génératrices GX de
X et GY de Y , i.e. GSptq “ GXptqGY ptq. Dans ce cas, GXptq “ eapt´1q et GY ptq “
ebpt´1q, ce qui nous dit que GSptq “ epa`bqpt´1q, i.e. S est une variable aléatoire de
loi de Poisson de paramètre a` b.

2. On voit bien que

P
`

tX “ ku|tS “ nu
˘

“
P
`

tX “ ku X tS “ nu
˘

P
`

tS “ nu
˘ “

P
`

tX “ ku X tY “ n´ ku
˘

P
`

tS “ nu
˘

“
P
`

tX “ ku
˘

P
`

tY “ n´ ku
˘

P
`

tS “ nu
˘ “

ˆ

n
k

˙

akbn´k

pa` bqn
,

pour tout k P rr0, nss et zéro sinon, où l'on a utilisé que X et Y sont indépendantes.

3. D'après le premier item, on voit bien que S` “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` X` est une variable
aléatoire de loi de Poisson de paramètre s` “ a1 ` ¨ ¨ ¨ ` a`, pour tout ` P rr0, r ` 1ss.



Soit X̄ “ pX1, . . . , Xrq. Pour x̄ “ px1, . . . , xrq P Nr, on pose |x̄| “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xr. On
veut calculer

P
`

tX̄ “ x̄u|tSr`1 “ nu
˘

“
P
`

tX̄ “ x̄u X tT “ nu
˘

P
`

tSr`1 “ nu
˘ “

P
`

tX̄ “ x̄u X tXr`1 “ n´ |x̄|u
˘

P
`

tSr`1 “ nu
˘

“
P
`

tX̄ “ x̄u
˘

P
`

tXr`1 “ n´ |x̄|u
˘

P
`

tSr`1 “ nu
˘ “

n!

pn´ |x̄|q!
śr
i“1 xi!

a
n´|x̄|
r`1

śr
i“1 a

xi
i

snr`1

,

pour tout x̄ “ px1, . . . , xrq P Nr tel que |x̄| ď n, et zéro sinon, où l'on a utilisé que
pXkqk“1,...,r`1 sont indépendantes.

l

Exercice 151 Loi jointe On e�ectue une suite in�nie de lancers indépendants d'un dé
équilibré. On numérote les lancers à partir de 1. On dé�nit X comme le numéro du premier
lancer qui donne 6 et Y comme le nombre de 5 obtenus avant d'obtenir le premier 6.

1. Déterminer la loi du couple pX,Y q.

2. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant l'événement tX “ nu.

3. Déterminer la loi de Y .

Proof.

1. On voit bien que l'univers de l'espace probabilisé est Ω “ YnPN˚Ωn, avec tribu PpΩq,
où Ωn “ rr1, 5ss

n´1 ˆ t6u, pour tout n P N˚. On écrit ā “ pa1, . . . , anq P Ωn. On voit
bien que Pptāuq “ 1{6n, Xpāq “ n et Y pāq “ #pti P rr1, nss : ai “ 5uq, si ā P Ωn.
Noter que #pΩnq “ 5n´1 et Ωn “ tX “ nu, pour tout n P N˚. C'est facile a voir que

P
`

tpX,Y q “ px, yqu
˘

“

ˆ

x´ 1
y

˙

4x´1´y

6x
,

pour tous x P N˚ et y P rr0, x´ 1ss, et zéro sinon.

2. On voit bien que

P
`

tY “ yu|tX “ nu
˘

“
P
`

tpX,Y q “ pn, yqu
˘

P
`

tX “ nu
˘ “

ˆ

n´ 1
y

˙

4n´1´y

5n´1
,

pour tout y P rr0, n´ 1ss.

3. C'est clair que

P
`

tY “ yu
˘

“

`8
ÿ

x“y`1

P
`

tpX,Y q “ px, yqu
˘

“
1

4y`1

`8
ÿ

x“y`1

ˆ

x´ 1
y

˙ˆ

4

6

˙x

,

pour tout y P N.
l

Exercice 152 Espérance discrète Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. Montrer
que X admet une espérance si et seulement si la série

`8
ÿ

n“0

P
`

tX ą nu
˘



converge et que

ErXs “
`8
ÿ

n“0

P
`

tX ą nu
˘

.

Proof. C'est clair que X admet une espérance si et seulement si la série

`8
ÿ

n“0

nP
`

tX “ nu
˘

converge et que

ErXs “
`8
ÿ

n“0

nP
`

tX “ nu
˘

.

Soit an “ PptX “ nuq, pour n P N, et An,m “
m
ÿ

k“n

ak, pour tous n ď m entiers positifs.

On pose aussi An “ PptX ą nuq, pour n P N. Noter que pAnqnPN est décroissante et que
An`1,m “ Pptm ě X ą nuq “ An ´Am. Alors,

N
ÿ

n“0

nan “
N
ÿ

n“1

nan “
N
ÿ

n“1

An,N “
N
ÿ

n“1

pAn ´AN q “ ´NAN `
N
ÿ

n“1

An,

pour tout N P N˚.

Si
`8
ÿ

n“0

An converge, alors NAN tend vers zéro quand N tend vers `8. Cela suit du fait

que, si une série
`8
ÿ

n“0

bn converge et pbnqnPN P RN
ě0 est décroissante, alors

nb2n`1 ď nb2n ď
2n
ÿ

k“n

bk

converge vers zéro. En conséquence, la série
`8
ÿ

n“0

nan converge, i.e. X admet une espérance,

et elle a la même limite que ErXs “
`8
ÿ

n“0

An.

Réciproquement, si la série
`8
ÿ

n“0

nan converge, i.e. X admet une espérance, alors

NAN “ N
`8
ÿ

n“N`1

an “
`8
ÿ

n“N`1

Nan ď
`8
ÿ

n“N`1

nan

tend vers zéro quand N tend vers `8. En conséquence, la série
`8
ÿ

n“0

An converge et elle a

la même limite que ErXs “
`8
ÿ

n“0

nan. l

Exercice 153 Lois géométriques Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes
de lois géométriques de paramètres respectifs a et b. Soit Z “ minpX,Y q et U “ |X ´ Y |.



1. Déterminer PptX ě nuq et PptZ ě nuq, pour tout n P N˚. Préciser la loi de Z.

2. Calculer PptU “ 0uq. Déterminer la loi de U .

3. Montrer que Z et U sont indépendantes.

Proof.

1. On voit bien que

P
`

tX ě nu
˘

“

`8
ÿ

k“n

P
`

tX “ ku
˘

“

`8
ÿ

k“n

pp1´ pqk´1 “ p1´ pqn´1,

pour tout n P N˚. En outre,

P
`

tZ ě nu
˘

“ P
`

tX ě nu X tY ě nu
˘

“ P
`

tX ě nu
˘

P
`

tY ě nu
˘

“ p1´ pq2pn´1q,

pour tout n P N˚, où l'on a utilisé que X et Y sont indépendantes. Cela implique
que

P
`

tZ “ nu
˘

“ P
`

tZ ě nu
˘

´ P
`

tZ ě n` 1u
˘

“ p1´ pq2pn´1q ´ p1´ pq2n

“ pp1´ pq2pn´1qp2´ pq,

pour tout n P N˚.
2. C'est clair que

P
`

tU “ 0u
˘

“

`8
ÿ

n“1

P
`

tX “ nu X tY “ nu
˘

“

`8
ÿ

n“1

P
`

tX “ nu
˘

P
`

tY “ nu
˘

“

`8
ÿ

n“1

p2p1´ pq2pn´1q “
p

2´ p
,

où l'on a utilisé que X et Y sont indépendantes. En plus, le rang de U est N et

P
`

tU “ ku
˘

“

`8
ÿ

n“1

P
`

tX “ n` ku X tY “ nu
˘

` P
`

tX “ nu X tY “ n` ku
˘

“

`8
ÿ

n“1

P
`

tX “ n` ku
˘

P
`

tY “ nu
˘

` P
`

tX “ nu
˘

P
`

tY “ n` ku
˘

“ 2
`8
ÿ

n“1

p2p1´ pq2pn´1q`k “
2pp1´ pqk

2´ p
,

pour tout k P N˚.
3. On voit bien que

P
`

tU “ 0, Z “ nu
˘

“ P
`

tX “ n, Y “ nu
˘

“ p2p1´ pq2pn´1q “
p

2´ p
pp1´ pq2pn´1qp2´ pq

“ P
`

tU “ 0u
˘

P
`

tZ “ nu
˘

et

P
`

tU “ m,Z “ nu
˘

“ P
`

tX “ n, Y “ m` nu
˘

` P
`

tX “ m` n, Y “ nu
˘

“ 2p2p1´ pqm`2pn´1q “
2pp1´ pqm

2´ p
pp1´ pq2pn´1qp2´ pq

“ P
`

tU “ mu
˘

P
`

tZ “ nu
˘

,

pour tous m,n P N˚.



l

Exercice 154 Jeu de cartes On considère un jeu de n cartes numérotées de 1 à n. On
mélange bien ce jeu. Rappeler comment modéliser cette expérience. On suppose qu'on met
les cartes en un paquet, la première position étant celle du dessus et la dernière celle du
dessous. Pour 1 ď k ď n, on note Xk la variable aléatoire valant 1 si la carte portant le
numéro k est à la k-ème position et 0 sinon.

1. Donner la loi de Xk.

2. Donner la loi de pXj , Xkq si k ‰ j.
Indication : calculer d'abord PppXj , Xkq “ p1, 1qq.

3. Soit Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn. Que représente Sn ? Calculer l'espérance et la variance de
Sn.

4. Calculer PpSn ‰ 0q. Calculer la limite précédente quand n tend vers l'in�ni.
Indication : utiliser la formule de Poincaré avec les événements tXk “ 1u.

5. (Question di�cile) Donner la loi de Sn. Déterminer la limite quand n tend vers l'in�ni
de PpSn “ kq (k étant �xé).

Proof. On voit bien que l'univers de l'espace probabilisé est Ω “ Sn, avec tribu PpΩq,
où σ P Ω représente la con�guration où la i-ème carte est dans σpiq-ème position. Il s'agit
d'un espace équiprobable. C'est clair que Xkpσq “ 1 si σpkq “ k et zéro sinon, pour tout
k P rr1, nss et σ P Ω.

1. On voit bien

P
`

tXk “ 1u
˘

“
pn´ 1q!

n!
“

1

n
et P

`

tXk “ 0u
˘

“ 1´ P
`

tXk “ 1u
˘

“
n´ 1

n
,

pour tout k P rr1, nss, et zéro sinon.

2. Soient j, k P rr1, nss avec j ‰ k. Le rang de pXj , Xkq est t0, 1u
2. C'est facile à voir que

P
`

tpXj , Xkq “ p1, 1qu
˘

“
pn´ 2q!

n!
“

1

npn´ 1q
.

En outre,

P
`

tpXj , Xkq “ p1, 0qu
˘

“ P
`

tpXj , Ykq “ p0, 1qu
˘

“
pn´ 2q!pn´ 2q

n!
“
pn´ 2q

npn´ 1q

et

P
`

tpXj , Xkq “ p0, 0qu
˘

“ 1´ P
`

tpXj , Xkq “ p1, 1qu
˘

´ 2P
`

tpXj , Ykq “ p0, 1qu
˘

“
n2 ´ 3n` 3

npn´ 1q
.

3. C'est clair que Sn est la variable aléatoire qui représente la quantité de cartes qui
sont bien ordonnées dans la pile. On voit bien que

ErSns “
n
ÿ

i“1

ErXis “

n
ÿ

i“1

P
`

tXi “ 1u
˘

“ n
1

n
“ 1.



En outre, comme VarrSns “ ErS2
ns ´ ErSns

2, il su�t de calculer ErS2
ns. Or,

ErS2
ns “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

ErXiXjs “
ÿ

i, j P rr1, nss
i ‰ j

ErXiXjs `

n
ÿ

i“1

ErXiXis

“
ÿ

i, j P rr1, nss
i ‰ j

P
`

tpXj , Xkq “ p1, 1qu
˘

`

n
ÿ

i“1

ErXis “ npn´ 1q
1

npn´ 1q
` n

1

n
“ 2,

où l'on a utilisé que X2
i “ Xi. En conséquence, VarrSns “ 2´ 12 “ 1.

4. C'est clair que le rang de Sn est rr0, nss. Comme tSn ě 1u “ Yni“1tXi “ 1u, la formule
de Poincaré nous dit que

P
`

tSn ě 1u
˘

“

n
ÿ

k“1

ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

p´1qk`1P
`

tXi1 “ ¨ ¨ ¨ “ Xik “ 1u
˘

“

n
ÿ

k“1

ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

p´1qk`1 pn´ kq!

n!
“

n
ÿ

k“1

p´1qk`1

ˆ

n
k

˙

pn´ kq!

n!

“

n
ÿ

k“1

p´1qk`1

k!
.

En conséquence,
lim

nÑ`8
P
`

tSn ě 1u
˘

“ 1´ e´1.

5. On note d'abord que

P
`

tSn “ 0u
˘

“ 1´ P
`

tSn ě 1u
˘

“

n
ÿ

k“0

p´1qk

k!
.

La limite de PptSn “ 0uq quand n tend vers `8 est alors e´1. Pour tout S Ď rr1, nss,
on pose

AS “
č

iPS

tXi “ 1u

et, pour k P N˚ avec k ď n,

Ak “
 

AS : S Ď rr1, nss et #pSq “ k
(

.

On remarque que le cardinal de Ak est n!{pk!pn´ kq!q et

tSn ě ku “
ď

APAk

A.

La formule de Poincaré nous dit alors que

P
`

tSn ě ku
˘

“

n
ÿ

`“k

ÿ

APA`

p´1q``1PpAq “
n
ÿ

`“k

ÿ

APA`

p´1q``1 pn´ `q!

n!

“

n
ÿ

`“k

p´1q``1

ˆ

n
`

˙

pn´ `q!

n!
“

n
ÿ

`“k

p´1q``1

`!
,

pour k P N˚ avec k ď n. Cela implique que

P
`

tSn “ ku
˘

“ P
`

tSn ě ku
˘

´ P
`

tSn ě k ` 1u
˘

“
p´1qk`1

k!
,



pour tout k P N˚ avec k ď n. En particulier,

lim
nÑ`8

P
`

tSn “ ku
˘

“
p´1qk`1

k!
,

pour tout k P N˚.

l

Exercice 155 La médiane Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R. Un réel m est
une médiane de X si PpX ď mq ě 1{2 et PpX ě mq ě 1{2.

1. Montrer qu'une médiane existe toujours mais qu'on a pas toujours unicité.

2. Expliquer comment on trouve une médiane sur l'histogramme ou sur le graphe de la
fonction de répartition.

3. En utilisant l'inégalité de Tchebychev, montrer que si X admet une espérance µ et
un écart type σ, pµ´mq2 ď σ2, où m est une médiane de X.

4. Comparer espérance et médiane dans les exemples suivants : loi uniforme sur t1, ¨ ¨ ¨ , nu,
loi binomiale de paramètre pn, pq, loi géométrique de paramètre p et loi de Poisson
de paramètre λ.

Proof.

1. Soit FX : RÑ r0, 1s la fonction de répartition de F , i.e. FXpxq “ PptX ď xuq, pour
tout x P R. Pour y P r0, 1s, on dé�nit Ay “ tx P R : FXpxq ě yu “ F´1

X pry, 1sq et
GX : r0, 1s Ñ R via GXpyq “ inf Ay. Comme la fonction FX est continue à droite,
on voit bien que Ay possède un minimum et GXpyq est ce minimum. Cela nous dit
que FXpGXpyqq ě y, i.e.

P
`

tX ď GXpyqu
˘

ě y, (22)

pour tout y P r0, 1s.

En outre, on a�rme que

P
`

tX ě GXpyqu
˘

ě 1´ y, (23)

pour tout y P r0, 1s. En e�et, si x ă GXpyq, alors FXpxq ă y, vu que GXpyq est le
minimum de Ay. Pour n P N˚, on pose xn “ GXpyq´1{n, ce qui dit que FXpxnq ă y,
i.e.

P
`

tX ď xnu
˘

ă y, (24)

pour tout n P N˚. On voit bien que la suite des évènements ptX ď xnuqnPN˚ est
croissante au sens large et que

`8
ď

n“1

tX ď xnu “ tX ă GXpyqu,

ce qui nous dit que

lim
nÑ`8

P
`

tX ď xnu
˘

“ P
`

tX ă GXpyqu
˘

.

En outre, (24) implique que

lim
nÑ`8

P
`

tX ď xnu
˘

ď y,



ce qui nous dit que PptX ă GXpyquq ď y, d'où (23) suit directement.
Les identités (22) et (23) nous disent que GXp1{2q est une médiane de X. Pour
montrer que l'on n'a pas d'unicité de médiane, considérer par exemple la variable
aléatoire X de loi uniforme sur rr1, 2ss. On voit bien que tout élément dans l'intervalle
r1, 2s est une médiane de X. C'est facile à montrer que l'ensemble de médianes
MX Ď R de X est un intervalle de R : il su�t de montrer que si m1 ă m2 sont deux
médianes de X alors m P rm1,m2s est aussi une médiane de X, ce qui est immédiat
de la dé�nition. On dé�nit (habituellement) la médiane mX de X comme le milieu
de l'intervalle MX .

2. On peut prendre le minimum de A1{2 “ tx P R : FXpxq ě 1{2u “ F´1
X pr1{2, 1sq.

3. Pour le démontrer, on montre d'abord l'inégalité de Markov, i.e. si Y est une variable
aléatoire à valeurs dans Rě0, alors

P
`

tY ě cu
˘

ď
ErY s

c
, (Mar)

pour tout c ą 0. On fait la preuve dans le cas discrète. Soit RY Ď Rě0 le rang de Y .
Alors,

ErY s “
ÿ

yPRY

yP
`

tY “ yu
˘

ě
ÿ

y P RY
y ě c

yP
`

tY “ yu
˘

ě c
ÿ

y P RY
y ě c

P
`

tY “ yu
˘

“ cP
`

tY ě cu
˘

.

Soit α ě 0. On pose Z “ X ´ µ` α et Y “ Z2. L'inégalité (Mar) nous donne que

P
`

tX ´ µ ě cu
˘

“ P
`

tZ ě c` αu
˘

ď P
`

tY ě pc` αq2u
˘

ď
ErY s

pc` αq2
“
σ2 ` α2

pc` αq2
,

pour tout c ą 0. Comme l'inégalité précédente est valable pour tout α ě 0, elle est
en particulier vraie pour u “ σ2{c, ce qui implique que

P
`

tX ´ µ ě cu
˘

ď
σ2

c2 ` σ2
,

pour tout c ą 0, ou, de façon équivalente, l'inégalité de Cantelli, i.e.

P
`

tX ´ µ ě Cσu
˘

ď
1

C2 ` 1
, (Can)

pour tout C ą 0.
Or, si l'on utilise (Can) avec C “ 1, on trouve que

P
`

tX ě µ` σu
˘

ď
1

2
.

Si l'on remplace X par ´X (et µ par ´µ), on trouve que

P
`

tX ď µ´ σu
˘

ď
1

2
.

Cela nous dit que toute médiane m de X est dans l'intervalle rµ ´ σ, µ ` σs et en
conséquence |m´ σ| ď σ, i.e. pm´ σq2 ď σ2.

4. Si X suit une loi uniforme sur t1, ¨ ¨ ¨ , nu, alors µ “ mX “ pn` 1q{2. Si X suit une
loi binomiale de paramètre pn, pq, alors µ “ np et mX “ tnpu ou mX “ rnps. Si X
suit une loi géométrique de paramètre p, alors µ “ 1{p et m “ r´ lnp2q{ lnp1 ´ pqs.
Finalement, si X suit une loi de Poisson de paramètre λ, alors µ “ λ et m »

tλ` 1{3´ 0.02{λu.



l

Exercice 156 L'urne de Pólya Soient a ě 0, b ě 0 et c ě 0 des entiers avec a ` b ě 1.
Une urne contient a boules rouges et b boules noires. Si l'on tire une boule, on remet dans
l'urne c boules de la couleur de la boule tirée (le cas du tirage avec remise simple est donnée
par c “ 1 et celui du tirage sans remise par c “ 0).

1. Calculer la probabilité qu'au deuxième tirage, on tire une boule rouge.

2. Calculer la probabilité qu'au troisième tirage, on tire une boule rouge.

3. On note Xi la variable aléatoire valant 1 si l'on tire une boule rouge au tirage numéro
i et 0 sinon. Les variables X1 et X2 sont-elles indépendantes ?

4. Que représente la variable aléatoire Si “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xi ?

5. Soit k P N tel que PptSi “ kuq ą 0. Calculer PptXi`1 “ 1u|tSi “ kuq.

6. En utilisant la formule des probabilités totales montrer que

P
`

tXi`1 “ 1u
˘

“
pc´ 1qErSis ` a

a` b` ipc´ 1q
.

En déduire la valeur de PptXi “ 1uq.

Proof.

1. Soient Rn et Nn l'évènement �extraire un boule rouge au n-ème tirage� et �extraire
un boule noire au n-ème tirage�, pour n P N˚. C'est facile à voir que

P
`

R2

˘

“ P
`

R2|R1

˘

P
`

R1

˘

` P
`

R2|N1

˘

P
`

N1

˘

“
a` c´ 1

a` b` c´ 1

a

a` b
`

a

a` b` c´ 1

b

a` b
“

a

a` b
.

2. On voit bien que

P
`

R3

˘

“ P
`

R3|R2 XR1

˘

P
`

R2 XR1

˘

` P
`

R3|N2 XR1

˘

P
`

N2 XR1

˘

` P
`

R3|R2 XN1

˘

P
`

R2 XN1

˘

` P
`

R3|N2 XN1

˘

P
`

N2 XN1

˘

“
a` 2pc´ 1q

a` b` 2pc´ 1q

a` c´ 1

a` b` c´ 1

a

a` b
`

a` c´ 1

a` b` 2pc´ 1q

b

a` b` c´ 1

a

a` b

`
a` c´ 1

a` b` 2pc´ 1q

a

a` b` c´ 1

b

a` b
`

a

a` b` 2pc´ 1q

b` c´ 1

a` b` c´ 1

b

a` b

“
a

a` b
.

3. Les variables X1 et X2 ne sont pas indépendantes si c ‰ 1 et b ‰ 0, puisque

P
`

tX1 “ X2 “ 1u
˘

“
a` c´ 1

a` b` c´ 1

a

a` b
‰

a

a` b

a

a` b
“ P

`

tX1 “ 1u
˘

P
`

tX2 “ 1u
˘

.

4. Il s'agit de la quantité de boules rouges que l'on a tirée lors de i tirages.

5. On voit bien que

P
`

tSi “ ku
˘

“

ˆ

i
k

˙
śk´1
`“0

`

a` `pc´ 1q
˘
śi´k´1
m“0

`

b`mpc´ 1q
˘

śi´1
n“0

`

a` b` npc´ 1q
˘

et

P
`

tXi`1 “ 1, Si “ ku
˘

“

ˆ

i
k

˙
śk
`“0

`

a` `pc´ 1q
˘
śi´k´1
m“0

`

b`mpc´ 1q
˘

śi
n“0

`

a` b` npc´ 1q
˘



pour tout k P rr0, iss, si c ě 1, et k P rrmaxp0, i´bq,minpi, aqss si c “ 0. Les probabilités
respectives sont nulles sinon. Cela nous dit que

P
`

tXi`1 “ 1u|tSi “ ku
˘

“
a` kpc´ 1q

a` b` ipc´ 1q
,

si k est dans le rang de Si, i.e. PptSi “ kuq ą 0.

6. Soit RSi le rang de la variable aléatoire Si. C'est clair que

P
`

tXi`1 “ 1u
˘

“
ÿ

kPRSi

P
`

tXi`1 “ 1u|tSi “ ku
˘

P
`

tSi “ ku
˘

“
ÿ

kPRSi

a` kpc´ 1q

a` b` ipc´ 1q
P
`

tSi “ ku
˘

“
a` pc´ 1qErSis

a` b` ipc´ 1q
.

Comme ErSis “
i
ÿ

j“1

ErXjs “

i
ÿ

j“1

PptXj “ 1uq, alors

P
`

tXi`1 “ 1u
˘

“
a` pc´ 1q

ři
j“1 P

`

tXj “ 1u
˘

a` b` ipc´ 1q
.

On va montrer par récurrence que PptXj “ 1uq “ a{pa ` bq, pour tout j P N. C'est
clair que PptX1 “ 1uq “ a{pa ` bq. On suppose que c'est vrai pour tout j P rr1, iss.
Alors ,

P
`

tXi`1 “ 1u
˘

“
a` pc´ 1q

ři
j“1 P

`

tXj “ 1u
˘

a` b` ipc´ 1q
“

a` pc´1qia
a`b

a` b` ipc´ 1q
“

a

a` b
,

comme on voulait démontrer.

l

Exercice 157 Dés et loi uniforme On va résoudre le problème suivant. Peut-on truquer
deux dés de telle façon que la loi de la somme des points obtenus soit la loi uniforme sur
t2, . . . , 12u ?

1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans l'ensemble t1, . . . , 6u. On suppose que
PptX “ 6uq ‰ 0. Soit GX sa fonction génératrice. Montrer qu'il existe un polynôme
HX ayant au moins une racine réelle tel que GXpsq “ sHXpsq, pour tout s P R.

2. Soit Z une variable aléatoire de loi uniforme sur t2, . . . , 12u. Montrer qu'il existe un
polynôme K tel que GZpsq “ s2Kpsq, pour tout s P R. Montrer que K n'a pas de
racines réelles.

3. Répondre à la question initiale.

Proof.

1. C'est clair que

GXptq “
6
ÿ

i“1

P
`

tX “ iu
˘

ti “ t

ˆ 5
ÿ

i“0

P
`

tX “ i` 1u
˘

ti
˙

.

Si l'on pose HXptq “
5
ÿ

i“0

P
`

tX “ i`1u
˘

ti, il s'agit d'un polynôme de degré 5 (puisque

PptX “ 6uq ‰ 0). Comme la limite de HXptq est ˘8 quand t tend vers ˘8 et HX

est une fonction continue, elle admet au moins une racine réelle.



2. On voit bien que

GZptq “
12
ÿ

i“2

P
`

tZ “ iu
˘

ti “ t2
ˆ 10
ÿ

i“0

ti

11

˙

l jh n

Kptq

.

Comme

Kptq “
10
ÿ

i“0

ti

11
“

t11 ´ 1

11pt´ 1q
,

les racines de K sont exactement les racines primitives de l'unité d'ordre 11, qui ne
sont pas réelles.

3. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans l'ensemble
t1, . . . , 6u telles que PptX “ 6uq,PptY “ 6uq ‰ 0, alors X ` Y est une variable aléa-
toire à valeurs dans l'ensemble t2, . . . , 12u. L'indépendance nous dit que GX`Y ptq “
GXptqGY ptq “ t2HXptqHY ptq, avec HX et HY polynômes avec au moins une racine
réelle. En conséquence, l'item précédent nous dit que X ` Y n'est pas une variable
aléatoire de loi uniforme sur t2, . . . , 12u.

l

Exercice 158 Perte au casino On considère un jeu au casino qui est tel qu'à chaque partie
le joueur a une probabilité p de gagner et une probabilité 1´ p de perdre. Son gain est `1
s'il gagne et de ´1 s'il perd. Pour n P N, on note εn la variable aléatoire représentant son
gain à la n-ème partie. Soit Xn “ ε1 ` ¨ ¨ ¨ ` εn son gain au bout de n parties.

1. Donner la loi de Xn.
Indication : poser Zk “ εk ` 1{2 pour se ramener à une loi connue.

2. Si sa fortune initiale est i P N, sa fortune au bout de n parties est donnée par i`Xn.
On suppose que le joueur s'arrête dès que sa fortune vaut 0 (i.e. il est ruiné) ou une
somme N P N˚ avec N ě i. On note pN piq la probabilité qu'il atteigne la fortune N .
On a donc pN p0q “ 0 et pN pNq “ 1.

(i) Montrer que si N ě 2, pN p1q “ p.pN p2q.

(ii) Donner une relation entre pN pi ´ 1q, pN piq et pN pi ` 1q si 1 ď i ď N ´ 1. En
déduire la valeur de pN piq en fonction de p, i et N .

(iii) Déterminer la limite de pN piq quand N tend vers `8.

Proof.

1. C'est clair que Zk “ εk`1{2 est une variable aléatoire de loi binomiale de paramètres

1 et p. Alors Z “
n
ÿ

k“1

Zk est une variable aléatoire de loi binomiale de paramètres n

et p. Comme Xn “ pZ ` nq{2, le rang de X est t´n` 2j : j P rr0, nssu et

P
`

tXn “ ´n` 2ju
˘

“ P
`

tZ “ ju
˘

“

ˆ

n
j

˙

pjp1´ pqn´j ,

pour tout j P rr0, nss.

2. (i) C'est clair que pN p1q avec N ě 2 est la probabilité de l'intersection des évè-
nement �le jouer gagne la première partie� et �le jouer atteigne la fortune N
avec une fortune initiale 2�. Comme ces deux évènements sont indépendants,
l'identité pN p1q “ p.pN p2q est immédiate. En particulier, p2p1q “ p.



(ii) C'est clair que pN piq avec N ě i ` 1 et i P N˚ est la probabilité de la réunion
disjointe de

� l'intersection des évènement �le jouer gagne la première partie� et �le jouer
atteigne la fortune N avec une fortune initiale i` 1� ;

� l'intersection des évènement �le jouer perd la première partie� et �le jouer
atteigne la fortune N avec une fortune initiale i´ 1�.

Comme les évènements dans les intersections sont indépendants, cela implique
que pN piq “ p.pN pi` 1q ` p1´ pq.pN pi´ 1q, ou, de façon équivalente,

pN pi` 1q ´
1

p
.pN piq `

1´ p

p
.pN pi´ 1q “ 0.

Dans ce cas, l'équation quadratique associée est

X2 ´
1

p
X `

1´ p

p
“ pX ´ 1q

ˆ

X `
p´ 1

p

˙

.

Si 1´ p ‰ p, cela nous dit que

pN piq “ aN ` bN

ˆ

1´ p

p

˙i

,

tandis que si 1´ p ‰ p, i.e. p “ 1{2, alors

pN piq “ aN ` bN i,

pour tout i P N tel que N ě i, où aN et bN sont des constantes à déterminer
(qui dépendent de p et de N). Les conditions pN p0q “ 0 dit que aN “ ´bN , si
1´ p ‰ p, et aN “ 0, si p “ 1{2, tandis que pN pNq “ 1 nous dit que

aN “
1

1´

ˆ

1´p
p

˙N
“

pN

pN ´ p1´ pqN
,

si 1´ p ‰ p, et bN “ 1{N si p “ 1{2. En conséquence,

pN piq “ pN´i
pi ´ p1´ pqi

pN ´ p1´ pqN
,

si 1´ p ‰ p, et pN piq “ i{N , si p “ 1{2, pour tout i P N tel que N ě i.

(iii) Si p “ 1{2, c'est clair que

lim
NÑ`8

pN piq “ lim
NÑ`8

i

N
“ 0,

pour tout i P N. En outre, si 1´ p ‰ p, on voit bien que

lim
NÑ`8

aN “ lim
NÑ`8

1

1´

ˆ

1´p
p

˙N
“

#

1, si 1´ p ă p,

0, si 1´ p ą p,

pour tout i P N, ce qui implique que

lim
NÑ`8

pN piq “

$

&

%

pi ´ p1´ pqi

pi
, si 1´ p ă p,

0, si 1´ p ą p,

pour tout i P N.
l



9 Espaces probabilisés, variables aléatoires à densité

Exercice 159 Existe-t-il c P R tel que

fpxq “

#

cxp1´ xq, si x P r0, 1s,

0, si x P Rzr0, 1s,

soit une densité de probabilité ? Répondre la même question avec gpxq “ de´x
2`4x.

Proof. On remarque qu'une fonction f : R Ñ R est une densité de probabilité si et
seulement si Impfq Ď Rě0, elle est intégrable et

ż

R

fpxqdx “ 1. (25)

Comme la fonction f est continue et à support compact, elle est intégrable sur R. La
condition (25) équivaut à

1 “

ż 1

0
cxp1´ xqdx “ c

„

x2

2
´
x3

3

1

0

“
c

6
,

i.e. c “ 6. On voit bien que la fonction g est intégrable sur R, puisque
ż

R

de´x
2`4xdx “

ż

R

de´px´2q2`4dx “ de4

ż

R

e´y
2
dy “

?
πde4.

où l'on a fait la substitution y “ x ´ 2 et on a utilisé l'exercice 19 de la �che 3. En
conséquence, g est une densité si et seulement si d “ e´4{

?
π. l

Exercice 160 Soit α P Rą0. Soit X une variable aléatoire de densité f donnée par

fpxq “

#

x2, si x P s 0, α r ,

0, si x P Rz s 0, α r .

1. Que vaut α ?

2. Représenter f et la fonction de répartition de X.

3. Que vaut PptX ą 1uq ?

Proof.

1. Comme la fonction f est continue par morceaux et à support compact, elle est inté-
grable sur R. La condition (25) équivaut à

1 “

ż α

0
x2dx “

„

x3

3

α

0

“
α3

3
,

i.e. α “
3
?

3 ą 1.

2. On rappelle que la fonction de répartition F associée à une densité f est donnée par

F pxq “

ż x

´8

fpsqds,



pour tout x P R. Dans ce cas, on trouve alors

F pxq “

$

’

’

&

’

’

%

0, si x P Rď0,

x3

3
, si x P s 0, α r ,

1, si x P Rěα.

La représentation graphique de f et de F est

f

F

´1 1 2 3
´1

1

2

3

3. On rappelle que

P
`

tX ą xu
˘

“ 1´ P
`

tX ď xu
˘

“ 1´ F pxq,

pour tout x P R. Comme 1 P s 0, α r , PptX ą 1uq “ 1´ 1{3 “ 2{3.

l

Exercice 161 Soit X de loi uniforme sur r´2, 1s. Quelle est la loi de |X| ?

Proof. On va montrer que |X| est une variable aléatoire absolument continue, i.e. elle
admet une densité, et on va déterminer sa densité. Comme X est une variable aléatoire
de loi uniforme sur r´2, 1s, sa fonction de densité est fX “ 1r´2,1s{3, i.e. un tiers de la
fonction indicatrice de r´2, 1s. Or, la fonction de répartition F|X| de |X| est donnée par

F|X|pyq “ P
`

t|X| ď yu
˘

,

pour tout y P R. C'est clair que F|X|pyq “ 0 pour tout y ă 0, puisque t|X| ď yu “ H, si
y ă 0. En outre, si y ě 0, alors

F|X|pyq “ P
`

t´y ď X ď yu
˘

“

ż y

´y
fXpxqdx.

En conséquence, si y P r0, 1s, on a

F|X|pyq “

ż y

´y

1

3
dx “

2y

3
,

si y P r1, 2s, on a

F|X|pyq “

ż 1

´y

1

3
dx “

1` y

3
,

et F|X|pyq “ 1 si y ě 2.

On rappelle qu'une fonction de répartition G : RÑ r0, 1s admet une densité si et seulement
s'il existe une fonction g : RÑ Rě0 intégrable telle que

Gpxq “

ż x

´8

gpsqds,



pour tout x P R. Noter que la fonction g n'est pas unique. Dans ce cas, c'est facile à véri�er
que|X| admet la densité

f|X|pxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

2

3
, si x P r0, 1 r ,

1

3
, si x P r1, 2 r ,

0, si x P Rzr0, 2 r .

l

Exercice 162 Soit X une variable aléatoire de densité f donnée par

fpxq “

$

’

&

’

%

x, si x P r0, 1 r ,

2´ x, si x P r1, 2 r ,

0, si x P Rzr0, 2 r .

1. Représenter f .

2. Calculer PptX ą 1uq.

3. Soit 0 ă b ă 1. Calculer Ppt1´ b ă X ď 1` buq.

4. Montrer que les événements tX ą 1u et t1´ b ă X ď 1` bu sont indépendants.

Proof.

1. On voit bien que

f

´1 1 2 3´1

1
2

2. C'est clair que

P
`

tX ą 1u
˘

“ 1´ P
`

tX ď 1u
˘

“ 1´

ż 1

´8

fpxqdx “ 1´

ż 1

0
xdx “ 1´

1

2
“

1

2
.

3. On voit bien que

P
`

t1´ b ă X ď 1` bu
˘

“ P
`

tX ď 1` bu
˘

´ P
`

tX ď 1´ bu
˘

“

ż 1`b

1´b
fpxqdx

“

ż 1

1´b
xdx`

ż 1`b

1
p2´ xqdx “

ż 1

1´b
xdx`

ż 1

1´b
ydy

“ 2

ż 1

1´b
xdx “

„

x2

1

1´b

“ bp2´ bq,

où l'on a fait la substitution y “ 2´ x.

4. Il faut montrer que PptX ą 1uX t1´ b ă X ď 1` buq “ PptX ą 1uqPpt1´ b ă X ď

1` buq. Or, comme tX ą 1u X t1´ b ă X ď 1` bu “ t1 ă X ď 1` bu,

P
`

tX ą 1u X t1´ b ă X ď 1` bu
˘

“ P
`

tX ď 1` bu
˘

´ P
`

tX ď 1u
˘

“

ż 1`b

1
fpxqdx

“

ż 1`b

1
p2´ xqdx “

ż 1

1´b
ydy “ 2

„

y2

2

1

1´b

“
bp2´ bq

2
,



où l'on a fait la substitution y “ 2´ x. En outre, d'après les items précédents

P
`

tX ą 1u
˘

P
`

t1´ b ă X ď 1` bu
˘

“
bp2´ bq

2
,

comme on voulait démontrer.

l

Exercice 163 Soit pX,Y q un couple de variables aléatoires réelles à valeurs dans l'en-
semble D “ tpx, yq P R2 : 0 ď x ď yu et dont la fonction de répartition est donnée
par

FX,Y px, yq “ 1´ e´x ´ xe´y,

si px, yq P D.

1. Déterminer FX et FY .

2. pX,Y q admet-il une densité sur R2 ?

3. Déterminer les lois marginales de pX,Y q.

4. Calculer PptX ď 1u|tY ą 2uq.

5. Calculer PptY ď 2Xuq.

Proof.

1. L'énoncé nous dit que

P
´

 

pX,Y q P E
(

¯

“ 0,

pour tout E Ď R2 tel que E XD “ H. Cela implique immédiatement que

FX,Y px, yq “ P
`

tX ď x, Y ď yu
˘

“ 0,

pour tout px, yq P R2 tel que y ă 0, ou x ă 0. En plus, si px, yq P R2 avec y ď x,
alors

Rďx ˆ Rďy “ pRďy ˆ Rďyq \ p s y, xs ˆ Rďyq
l jh n

A

.

Comme AXD “ H, alors PppX,Y q P Aq “ 0, ce qui implique que

FX,Y px, yq “ P
`

tX ď x, Y ď yu
˘

“ P
`

tX ď y, Y ď yu
˘

“ FX,Y py, yq,

pour tout px, yq P R2 avec y ď x.
Pour calculer FX , on utilise que

FXpxq “ lim
yÑ`8

FX,Y px, yq,

pour tout x P R. Cela implique que FXpxq “ 0 si x ă 0. En outre, si x ě 0, on a

FXpxq “ lim
yÑ`8

FX,Y px, yq “ lim
y Ñ `8

x ď y

FX,Y px, yq “ lim
y Ñ `8

x ď y

1´ e´x ´ xe´y “ 1´ e´x.

Pour calculer FY , on utilise que

FY pyq “ lim
xÑ`8

FX,Y px, yq,

pour tout y P R. Cela implique que FY pyq “ 0 si y ă 0. En outre, si y ě 0, on a

FY pyq “ lim
xÑ`8

FX,Y px, yq “ lim
xÑ `8

y ď x

FX,Y px, yq “ lim
xÑ `8

y ď x

FX,Y py, yq “ 1´ e´y ´ ye´y.



2. On rappelle que FX,Y admet une densité s'il existe une fonction fX,Y : R2 Ñ Rě0

intégrable telle que

FX,Y px, yq “

ż x

´8

ż y

´8

fX,Y ps, tqdtds,

pour tout px, yq P R2. Dans ce cas, on voit bien que

fX,Y px, yq “

#

e´y, si px, yq P D,

0, si px, yq P R2zD,

est une densité associée à la fonction de répartition FX,Y ,

3. C'est facile à voir que

fXpxq “

#

e´x, si x P Rě0,

0, si x P Ră0,

est une densité associée à la fonction de répartition FX , tandis que

fY pyq “

#

ye´y, si y P Rě0,

0, si y P Ră0,

est une densité associée à la fonction de répartition FY .

4. On voit bien que

P
`

tX ď 1, Y ą 2u
˘

“ P
`

tX ď 1u
˘

´P
`

tX ď 1, Y ď 2u
˘

“ FXp1q ´FX,Y p1, 2q “ e´2

et
P
`

tY ą 2u
˘

“ 1´ P
`

tY ď 2u
˘

“ 1´ FY p2q “ 3e´2.

Cela nous dit que

P
`

tX ď 1u|tY ą 2u
˘

“
P
`

tX ď 1, Y ą 2u
˘

P
`

tY ą 2u
˘ “

1

3
.

5. Soit B “ tpx, yq P R2 : y ď 2xu. On veut calculer PppX,Y q P Bq, i.e.

P
`

tY ď 2Xu
˘

“

ĳ

B

fX,Y px, yqdxdy “

ż `8

0

ż 2x

x
e´ydydx “

ż `8

0
pe´x ´ e´2xqdx

“ lim
AÑ`8

„

e´2x

2
´ e´x

A

0

“
1

2
.

l

Exercice 164 Soit pX,Y q un couple de variables aléatoires réelles à valeurs dans l'en-
semble D “ tpx, yq P R2 : 0 ď x ď y ď 1u admettant une densité donnée par

fpx, yq “
1Dpx, yq

y
.

1. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Soit U “ X{Y et V “ Y . Déterminer la fonction de répartition de pU, V q.

3. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?



Proof.

1. On remarque d'abord que f est intégrable sur R2. En e�et, on voit bien que x ÞÑ

fpx, yq est intégrable sur R, pour tout y P R, et la fonction y ÞÑ

ż

R
fpx, yqdx “

1r0,1spyq est absolument intégrable sur R. Le théorème de Fubini implique alors que
f est intégrable sur R2.

Comme f est intégrable sur R2, le théorème de Fubini nous dit que les densités de
X et Y existent et elles sont données par

fXpxq “

ż `8

´8

fX,Y px, yqdy et fY pyq “
ż `8

´8

fX,Y px, yqdx,

respectivement, pour tous x, y P RzZ, où Z est un ensemble négligeable. Dans ce cas,
fXpxq “ 0 si x P Rzr0, 1s et

fXpxq “

ż 1

x

1

y
dy “ ´ lnpxq,

pour tout x P s 0, 1s. On pose fXp1q “ 0. La fonction fX est intégrable par le théorème
de Fubini. En outre, fY pyq “ 0 si y P Rzr0, 1s et

fY pyq “

ż y

0

1

y
dx “ 1,

pour tout y P r0, 1s.

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si fX,Y px, yq “ fXpxqfY pyq,
pour tout px, yq P R2zZ 1, où Z est un ensemble négligeable. Dans ce cas, fXpxqfY pyq “
´ lnpxq, pour tout px, yq P r0, 1s2zD, ce qui est impossible. Comme r0, 1s2zD a mesure
positive, on conclut que X et Y ne sont pas indépendantes.

2. On voit bien que

FU,V pu, vq “ P
`

tU ď u, V ď vu
˘

“ P
`

tY ď uX, Y ď vu
˘

“

ĳ

Du,v

fpx, yqdxdy,

où Du,v “ tpx, yq P R2
ě0 : y ď ux, y ď vu. Cela implique que FU,V pu, vq “ 0 si u ď 1

ou v ď 0. Si u ą 1 et v ą 0, alors

FU,V pu, vq “

ĳ

Du,v

dxdy “

ż minpv,1q

0

ż y

y{u

1

y
dxdy “

ż minpv,1q

0

u´ 1

u
dy “

pu´ 1qminpv, 1q

u
.

3. On voit bien que

FU puq “ P
`

tU ď uu
˘

“ P
`

tY ď uXu
˘

“

ĳ

Du

fpx, yqdxdy,

où Du “ tpx, yq P R2
ě0 : y ď uxu. Cela implique que FU puq “ 0 si u ď 1. Si u ą 1,

alors

FU puq “

ĳ

Du

dxdy “

ż 1

0

ż y

y{u

1

y
dxdy “

ż 1

0

u´ 1

u
dy “

u´ 1

u
.



En outre, on sait que FV pvq “ FY pvq “ 0 si y ď 0, et

FV pvq “

ż v

0
fY pyqdy “

ż minpv,1q

0
1dy “ minpv, 1q,

si y ě 0. Cela nous dit que FU,V pu, vq “ FU puqFV pvq, pour tout pu, vq P R2, ce qui
nous dit que U et V sont indépendantes.

l

Exercice 165 Loi de Bendford Soit E “ t1, . . . , 9u. Pour k P E, soit pk “ log10p1` 1{kq.

1. Montrer que p1, . . . , p9 dé�nissent une probabilité sur E.

2. Dessiner son histogramme et sa fonction de répartition.

3. Relever dans le journal 1000 nombres correspondant aux chi�res de la bourse et
calculer la fréquence du premier chi�re de ces nombres. Comparer avec les probabilités
précédentes.

4. Soit pX,Y q la variable aléatoire à valeurs dans E ˆ pE Y t0uq dé�nie par

P
´

 

pX,Y q “ px, yq
(

¯

“ log10

ˆ

1`
1

10x` y

˙

,

pour tout px, yq P E ˆ pE Y t0uq. Donner la loi de X.

Proof.

1. C'est clair que

9
ÿ

i“1

pi “
9
ÿ

i“1

log10

ˆ

k ` 1

k

˙

“ log10

ˆ 9
ź

i“1

k ` 1

k

˙

“ log10

ˆ

10

1

˙

“ 1.

2. La fonction de répartition est donné par

F pxq “

$

’

’

&

’

’

%

0, si x P Ră0,
txu
ÿ

i“1

pi, si x P Rě0,

où txu est la partie entière de x. On laisse à l'étudiant le dessin de l'histogramme de
la fonction de masse et de la fonction de répartition.

3. On laisse cette partie de l'exercice à l'étudiant.

4. On voit bien que

P
`

tX “ xu
˘

“

9
ÿ

y“0

P
´

 

pX,Y q “ px, yq
(

¯

“

9
ÿ

y“0

log10

ˆ

1`
1

10x` y

˙

“ log10

ˆ 9
ź

i“0

10x` y ` 1

10x` y

˙

“ log10

ˆ

10px` 1q

10x

˙

“ log10

ˆ

x` 1

x

˙

,

pour tout x P E, et zéro sinon.

l

Exercice 166 Loi de Benford (suite) Soit x un nombre réel positif.



1. Montrer qu'il peut s'écrire de façon unique sous la forme x “ y10n, où n P Z et
1 ď y ă 10. On parle d'écriture scienti�que.

2. Montrer que n est donné par la partie entière de log10 x et donc que log10 y est la
partie fractionnaire de log10 x, i.e. le nombre moins sa partie entière.

3. On suppose que X est une variable aléatoire à valeurs dans Rą0. Soit X “ Y 10N son
écriture scienti�que. On dira que la loi de X est invariante par changement d'échelle

si pour tout λ ą 0, si λX “ Y 110N
1

est l'écriture scienti�que de λX, alors Y et Y 1

ont la même loi. On peut montrer que ceci est réalisé si et seulement si log10 Y suit
la loi uniforme sur r0, 1s. On va montrer le sens facile.

(i) Soit λ “ λ010n0 l'écriture scienti�que associée. Exprimer log10 Y
1 en fonction

de λ0 et de log10 Y .

(ii) Soit a P r0, 1s et soit Z une variable aléatoire de loi uniforme sur r0, 1s. Montrer
que la partie fractionnaire de U “ a` Z suit la loi uniforme sur r0, 1s.
Indication : calculer la fonction de répartition de la partie fractionnaire de U .

(iii) On suppose que log10pY q suit la loi uniforme sur r0, 1s. Soit λ ą 0 et λX “

Y 110N
1

comme ci-dessous. Montrer que log10pY
1q suit la loi uniforme sur r0, 1s.

(iv) Montrer que si log10pY q suit la loi uniforme sur r0, 1s, alors la partie entière de
Y suit la loi de Benford.

Proof.

1. On montre d'abord l'unicité. Soient n, n1 P Z et y, y1 P r1, 10 r tels que x “ y10n “
y110n

1

. On suppose sans perte de généralité que n ă n1. Cela implique que y “
y110n

1´n ě 10n
1´n ě 10, ce qui est absurde. En conséquence n “ n1, ce qui implique

que y “ y1.

Pour montrer l'existence, on considère l'ensemble Ax “ tm P Z : x.10´m ă 10u.
C'est clair que Ax n'est pas vide, puisque x{10m tend vers zéro quand m tend vers
`8, et que Ax est minoré, puisque x{10m tend vers `8 quand m tend vers ´8.
Soit n “ mintm P Z : x.10´m ă 10u. Alors x.10´n ă 10. Si x.10´n ă 1, alors
x.10´pn´1q ă 10, ce qui implique que n n'est pas le minimum de Ax. En conséquence,
x.10´n ě 1. Soit y “ x.10´n. On conclut que x “ y10n, avec y P r1, 10 r et n P Z.

2. Si x “ y10n, alors log10pxq “ log10pyq ` n, avec log10pyq P r0, 1 r . En conséquence,
n “ tlog10pxqu. Cela implique que log10pyq “ log10pxq ´ tlog10pxqu est la partie
fractionnaire de log10 x.

3. (i) Comme Y 110N
1

“ λX “ λY 10N “ λ0Y 10N`n0 , on voit que

log10pY
1q `N 1 “ log10pλ0q ` log10pY q `N ` n0,

ce qui implique que log10pY
1q “ tlog10pλ0q ` log10pY qu.

(ii) Soit M “ tU u et V “ U ´M . C'est clair que la fonction de répartition FV de
V satisfait que FV pvq “ 0 si v ă 0 et FV pvq “ 1 si v ě 1. Soit v P r0, 1 r . On
voit bien que tV ď vu “ t1 ´ a ď Z ď 1 ´ a ` vu \ tZ ď v ´ au. L'union est
disjointe puisque v ă 1. Cela implique que

FV pvq “ P
`

t1´ a ď Z ď 1´ a` vu
˘

` P
`

tZ ď v ´ au
˘

“ minp1` v ´ a, 1q ´ p1´ aq `maxpv ´ a, 0q “ v.

En conséquence, V suit la loi uniforme sur r0, 1s.



(iii) Comme log10pλ0q P r0, 1s et log10pY qu suit la loi uniforme sur r0, 1s, l'item
précédent nous dit que log10pY

1q “ tlog10pλ0q ` log10pY qu suit la loi uniforme
sur r0, 1s.

(iv) Soit i P rr1, 9ss. On voit bien que

P
`

ttY u ď iu
˘

“ P
`

tY ă iu
˘

“ P
`

tlog10pY q ă log10piqu
˘

“ log10piq “ pi,

où l'on tuilise la notation de l'exercice précédent. Comme p1` ¨ ¨ ¨` p9 “ 1, tY u

est une variable aléatoire discrète qui suit la loi de Benford.

l

Exercice 167 Loi sans mémoire Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rą0 telle
que

P
`

tX ą x` yu|tX ą xu
˘

“ P
`

tX ą yu
˘

,

pour tous x, y P Rą0.

1. Montrer que
P
`

tX ą x` yu
˘

“ P
`

tX ą xu
˘

P
`

tX ą yu
˘

,

pour tous x, y P Rą0.

2. Soit ϕ : Rě0 Ñ R dé�nie par ϕpxq “ PptX ą xuq. Notons a “ ϕp1q. On a donc
a P r0, 1s. Montrer que pour tout n P N˚, ϕpnq “ an et que pour tout q P Qě0,
ϕpqq “ aq. Peut-on avoir a “ 0 ? Et a “ 1 ?

3. Montrer que ϕ est une fonction décroissante. En utilisant le fait que tout réel est
limite d'une suite décroissante (respectivement, croissante) de rationnels, déterminer
ϕpxq pour x P Rě0.

4. Déterminer la loi de X.

Proof.

1. On voit bien que

P
`

tX ą x` yu
˘

“ P
`

tX ą x` yu|tX ą xu
˘

P
`

tX ą xu
˘

“ P
`

tX ą yu
˘

P
`

tX ą yu
˘

,

pour tous x, y P Rą0.

2. On remarque d'abord que, comme X est une variable aléatoire à valeurs dans Rą0,
ϕp0q “ PptX ą 0uq “ 1. L'item précédent nous dit que

ϕppn` 1qxq “ ϕpnxqϕpxq, (26)

pour tout x P Rą0 et n P N˚. En particulier, un argument par récurrence nous dit
que

ϕpnxq “ ϕpxqn, (27)

pour tout x P Rą0 et n P N˚. Si x “ 1, on trouve que ϕpnq “ an, pour tout n P N˚.
Par ailleurs, si q “ m{n P Q, avec pm,nq P Nˆ N˚, alors

ϕpqqn “ ϕpnqq “ ϕpmq “ ϕp1qm,

ce qui nous dit que ϕpqq “ ϕp1qm{n.
Le cas a “ 0 est impossible. En e�et, par dé�nition de X, l'espace probabilisé sous-
jacent Ω satisfait que

Ω “
ď

nPN˚
tX ą 1{nu.



Comme la suite d'évènements ptX ą nuqnPN˚ est croissante, alors

1 “ PpΩq “ lim
nÑ`8

P
ˆ

tX ą 1{nu

˙

“ lim
nÑ`8

ϕp1{nq “ lim
nÑ`8

01{n “ 0,

ce qui est absurde. On va montrer aussi que a ‰ 1. En e�et, si a “ 1, ϕpnq “ 1, pour
tout n P N˚. La suite d'évènements ptX ą nuqnPN˚ étant décroissante, on conclut
que

1 “ lim
nÑ`8

1 “ lim
nÑ`8

P
`

tX ą nu
˘

“ P
ˆ

č

nPN˚
tX ą nu

˙

“ PpHq “ 0,

ce qui est absurde. En conséquence, 0 ă a ă 1.

3. Comme tX ą xu Ď tX ą yu si x ě y, on voit bien que ϕ est décroissante. Soit
x P Rą0 et soient pxnqnPN, pynqnPN P QN

ą0 deux suites telles que xn ď x ď yn pour tout
n P N et |yn´xn| tend vers zéro quand n tend vers `8. Alors, ϕpynq ď ϕpxq ď ϕpxnq
pour tout n P N nous dit que

lim
nÑ`8

ayn “ lim
nÑ`8

ϕpynq ď ϕpxq ď lim
nÑ`8

ϕpxnq “ lim
nÑ`8

axn ,

ce qui implique que ϕpxq “ ax.

4. On conclut que FXpxq “ PptX ď xuq “ 1 ´ PptX ą xuq “ 1 ´ ϕpxq “ 1 ´ ax “
1 ´ e´λx, pour tout x ą 0 et FXpxq “ 0 si x ă 0, où λ “ lnp´aq P Rą0. Alors, X
admet une densité donnée par fX “ λe´λx1Rą0pxq, pour tout x P R, i.e. X est une
variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ.

l

Exercice 168 Soit F une fonction strictement croissante et continue d'un intervalle
ouvert I dans s 0, 1 r . Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur s 0, 1 r . Déterminer
la loi de X “ F´1pUq. Utiliser ceci pour construire à partir d'une loi uniforme une variable
aléatoire Y de loi exponentielle de paramètre λ ą 0.

Proof. On note d'abord que, comme F : I Ñs 0, 1 r est strictement monotone et continue,
elle est bijective. On dé�nit la fonction R̄ : R Ñ r0, 1s donnée par F̄ pxq “ 0 si x ď inf I,
F̄ pxq “ F pxq si x P I, et F̄ pxq “ 1 si x ě sup I, où la première (resp., troisième) condition
est vide si inf I “ ´8 (resp., sup I “ `8). En outre, F étant strictement croissante, on a
tF´1pUq ď xu “ tU ď F pxqu, pour tout x P I, ce qui dit que

FXpxq “ P
`

tF´1pUq ď xu
˘

“ P
`

tU ď F pxqu
˘

“ F pxq,

pour tout x P I, où FX est la fonction de répartition de X. Par dé�nition de fonction de
répartition, on voit que FXpxq “ 0 si x ď inf I et F̄ pxq “ 1 si x ě sup I. En conséquence,
FX “ F̄ .

Pour construire une variable aléatoire Y de loi exponentielle de paramètre λ ą 0 à partir
de al variable aléatoire U de loi uniforme s 0, 1 r , on pose F : Rą0 Ñs 0, 1 r via F pxq “
1´ e´λx, pour tout x ą 0. C'est clair que F est di�érentiable (et, en particulier, continue)
et F 1pxq “ λe´λx ą 0, pour tout x ą 0, ce qui nous dit que F est strictement croissante.
Alors Y “ F´1pUq a fonction de répartition R̄ : RÑ r0, 1s donnée par F̄ pxq “ 0 si x ď 0,
et F̄ pxq “ F pxq si x ą 0, i.e. Y est une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre
λ ą 0. l

Exercice 169 Une formule pour l'espérance Soit X une variable aléatoire positive ad-
mettant une espérance. On suppose que la loi de X admet une densité f et on note F sa



fonction de répartition. Montrer que si x ą 0,

x
`

1´ F pxq
˘

ď

ż `8

x
tfptqdt.

En déduire que xp1´ F pxqq tend vers 0 quand x tend vers `8. Montrer que

ErXs “

ż `8

0

`

1´ F ptq
˘

dt.

Proof. On note d'abord que fpxq “ 0 si x ă 0. On rappelle que X admet une espérance
si et seulement si x ÞÑ xfpxq est une fonction intégrable sur Rě0. On voit bien que

ż `8

x
tfptqdt ě x

ż `8

x
fptqdt “ x

ˆ

1´

ż x

´8

fptqdt

˙

“ x
`

1´ F pxq
˘

ě 0,

pour tout x ą 0. Comme X admet une espérance, i.e.
ż `B

0
tfptqdt converge quand B tend

vers `8, alors
ż `8

x
tfptqdt tend vers zéro quand x tend vers `8. L'inégalité précédente

nous dit alors que xp1´ F pxqq tend vers 0 quand x tend vers `8.

Finalement,

ErXs “

ż `8

0
xfpxqdx “

ż `8

0

ż x

0
fpxqdydx “

ĳ

D

fpxqdxdy

“

ż `8

0

ż `8

y
fpxqdxdy “

ż `8

0

`

1´ F pyq
˘

dy,

où D “ tpx, yq P R2 : 0 ă y ă xu et on a utilisé le théorème de Fubini. l

Exercice 170 Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur r´1, 1s. Donner la loi de
X2, son espérance et sa variance.

Proof. On voit bien que la fonction de répartition de X2 satisfait que FX2pyq “ 0 si y ă 0,
puisque tX2 ď yu “ H si y ă 0. En outre,

FX2pyq “ P
`

tX2 ď yu
˘

“ P
`

t´
?
y ď X ď

?
yu
˘

“

ż

?
y

´
?
y
fXpxqdx,

pour tout y P Rě0, où fX est la densité de X. Cela nous dit que

FX2pyq “

$

’

&

’

%

0, si y P Ră0,
?
y, si y P r0, 1s,

1, si y P Rě1.

En conséquence, la densité de X2 est

fX2pyq “
1

2
?
y
1 s 0,1 r pyq,

pour tout y P R.



Par ailleurs,

ErX2s “

ż

R
yfX2pyqdy “

ż 1

0

?
y

2
dy “

„

a

y3

3

1

0

“
1

3
.

En outre,

VarrX2s “

ż

R

ˆ

y ´
1

3

˙2

fX2pyqdy “

ż 1

0

ˆ

a

y3

2
´

?
y

3
`

1

18
?
y

˙

dy

“

„?
y

45
p9y2 ´ 10y ` 5q

1

0

“
4

45
.

l

Exercice 171 Paradoxe de Bertrand : Choisir une corde au hasard

1. Choisir un point P au hasard à l'intérieur d'un cercle de rayon a. Soit X la longueur

de la corde dont P est le milieu. Montrer que PptX ą
?

3auq “
1

4
.

2. On choisit deux points A et B au hasard et indépendamment l'un de l'autre sur un
cercle de rayon a. Soit X la longueur de la corde AB. Montrer que PptX ą

?
3auq “

1

3
.

Proof. On considère le disque D “ tpx, yq P R2 : x2 ` y2 ď a2u et sa frontière S “

tpx, yq P R2 : x2 ` y2 “ a2u. Une corde quelconque du cercle S est donnée par le segment
LA,B “ ttA ` p1 ´ tqB : t P r0, 1su, avec A,B P S. C'est clair que LA,B “ LA1,B1 si et
seulement si pA,Bq “ pA1, B1q ou pA,Bq “ pB1, A1q. On note Ω “ tLA,B : A,B P Su
l'ensemble formé des cordes du cercle S et Ω0 “ tLA,´A : A P Su Ď Ω. On considère
l'application X : Ω Ñ R donnée par XpLA,Bq “ ||B ´ A||, où l'on a utilisé la norme
euclidienne de R2. Comme XpLA,Bq “ XpLB,Aq, X est bien dé�nie.

1. Soit ϕ : Ω Ñ D l'application donnée par ϕpLA,Bq “ pA ` Bq{2. Comme ϕpLA,Bq “
ϕpLB,Aq, ϕ est bien dé�nie. En plus, c'est facile à voir que ϕpΩ0q “ p0, 0q et que la
restriction ϕ|ΩzΩ0

est injective avec image Dztp0, 0qu, que l'on notera 9D. Noter que
ϕ est une application surjective. Dans ce cas, l'espace probabilisé est Ω muni de la
tribu B1 “ tϕ

´1pEq : E Ď D est borélienu, et de la probabilité

P1

`

ϕ´1pEq
˘

“
AirepEq

AirepDq
.

Cela implique que l'on identi�e l'action �prendre une corde au hasard� avec l'action
�prendre le milieu de la corde au hasard�. C'est facile à véri�er que X est une variable
aléatoire pour cet espace probabilisé, i.e. X´1pra, bsq P B1, pour tous a ď b. Comme
LA,B est orthogonal au segment formé par l'origine p0, 0q et pA ` Bq{2, on conclut
que ϕptX ą

?
3auq “ tpx, yq P D : x2 ` y2 ă a2{4u, ce qui nous dit que

P1

`

tX ą
?

3au
˘

“
πa2{4

πa2
“

1

4
.

2. Soit ψ : R Ñ S l'application donnée par ψpθq “ pa cospθq, a sinpθqq. C'est clair
que ψ|r0,2π r est une bijection. Soit Ψ : r0, 2π r 2 Ñ Ω l'application donnée par
Ψpθ, θ1q “ Lψpθq,ψpθ`θ1q. Noter que que Ψ est surjective. Soit T “ tT Ď r0, 2π r 2 :
T est borélienu. Dans ce cas, l'espace probabilisé est Ω muni de la tribu B2 “ tΨpT q :
T P T u, et de la probabilité

P2

`

ΨpT q
˘

“
AirepT q

4π2
.



On remarque que B2 est une tribu, puisqueH “ ΨpHq, ΨpYiPITiq “ YiPIΨpTiq pour
toute famille pTiqiPI P T I , et

ΩzΨpT q “ Ψ
´

r0, 2π r 2zΨ´1
`

ΨpT q
˘

¯

,

pour tout T P T , vu que Ψ est une application surjective. Ce modèle donne une
façon d'identi�er l'action �prendre une corde au hasard� avec l'action �prendre les
extrémités de la corde au hasard�. C'est facile à véri�er que X est une variable
aléatoire pour cet espace probabilisé, i.e. X´1pra, bsq P B2, pour tous a ď b. Dans
ce cas, on voit bien que Ψ´1ptX ą

?
3auq “ tpθ, θ1q P r0, 2π r 2 : |θ1| ă 2π{3u, ce qui

nous dit que

P2

`

tX ą
?

3au
˘

“
4π2{3

4π2
“

1

3
.

l

Exercice 172 Vont-ils se rencontrer ? Paul et Virgine arrivent dans le parc indépen-
damment l'un de l'autre et de manière uniforme entre 12h et 13h. Chacun attend un quart
d'heure et s'en va si l'autre n'est pas là. On pose la question : Quelle est la probabilité qu'ils
se rencontrent ? En notant X l'heure d'arrivée de Virginie et Y l'heure d'arrivée de Paul,
traduire mathématiquement sur X et Y les hypothèses. Répondre ensuite à la question.

Proof. On suppose que X et Y sont variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi
uniforme sur r12, 13s. Cela implique que la fonction de densité de pX,Y q est 1r12,13sˆr12,13s.
On veut calculer Ppt|X ´ Y | ď 1{4uq. C'est facile à voir que

P
`

t|X ´ Y | ď 1{4u
˘

“

ĳ

D

dxdy “ AirepDq,

où D “ tpx, yq P r12, 13s ˆ r12, 13s : |x ´ y| ď 1{4u. C'est facile à voir que l'aire de D est
l'aire du carré r12, 13s ˆ r12, 13s moins les aires de 2 triangles rectangles isocèles de côte
de longueur 3{4, i.e.

AirepDq “ 1´
9

16
“

7

16
.

l

Exercice 173 Quelques calculs avec la loi uniforme SoientX et Y deux variables aléatoires
réelles indépendantes de loi uniforme sur r0, 1s. On dé�nit les variables aléatoires U “

infpX,Y q et V “ suppX,Y q.

1. Déterminer la fonction de répartition FU,V du couple pU, V q. En déduire la densité
fU,V “ 21T , où T “ tpu, vq P R2 : 0 ď u ď v ď 1u. Est-ce que U et V sont
indépendantes ?

2. Quelles sont les densités fU et fV des lois de U et V ? En déduire ErU s et ErV s.

3. Quelle est la densité de S “ U ` V ? ErSs ? Quelle est la loi de X ` Y ?

4. Calculer VarrU s, VarrV s, CovpU, V q et ρU,V .

Proof.

1. On remarque d'abord que la fonction de répartition F d'une variable aléatoire de
loi uniforme sur r0, 1s est F pzq “ minpmaxpz, 0q, 1q “ maxpminpz, 1q, 0q, pour tout



z P R. Comme

tU ď u, V ď vu “
`

tX ď uu Y tY ď uu
˘

l jh n

tUďuu

X
`

tX ď vu X tY ď vu
˘

l jh n

tVďvu

“
 

X ď minpu, vq, Y ď v
(

Y
 

X ď v, Y ď minpu, vq
(

et
 

X ď minpu, vq, Y ď v
(

X
 

X ď v, Y ď minpu, vq
(

“
 

X ď minpu, vq, Y ď minpu, vq
(

,

alors

FU,V pu, vq “ FX,Y
`

minpu, vq, v
˘

` FX,Y
`

v,minpu, vq
˘

´ FX,Y
`

minpu, vq,minpu, vq
˘

“ FX
`

minpu, vq
˘

FY
`

v
˘

` FX
`

v
˘

FY
`

minpu, vq
˘

´ FX
`

minpu, vq
˘2

“ 2 max
`

minpu, v, 1q, 0
˘

max
`

minpv, 1q, 0
˘

´max
`

minpu, v, 1q, 0
˘2
,

où l'on a utilisé que X et Y sont indépendantes dans la deuxième égalité, et l'expres-
sion générique de la fonction de répartition d'une variable aléatoire de loi uniforme
sur r0, 1s dans la dernière égalité. En particulier, si v ď 0 ou u ď 0, FU,V pu, vq “ 0.
Par ailleurs, si 0 ď u, v, alors

FU,V pu, vq “ 2 minpu, v, 1qminpv, 1q ´minpu, v, 1q2,

ce qui dit que, si u, v ě 1, FU,V pu, vq “ 1. En outre, c'est clair que, si 0 ď v ď u,
alors FU,V pu, vq “ minpv, 1q2, tandis que si 0 ď u ď 1 ď v, FU,V pu, vq “ up2´ uq, et
si 0 ď u ď v ď 1, FU,V pu, vq “ up2v ´ uq.

On va montrer que la densité du couple pU, V q est donnée par fU,V “ 21T , où
T “ tpu, vq P R2 : 0 ď u ď v ď 1u. En e�et, c'est clair que

ż u

´8

ż v

´8

21T ps, tqdtds “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0, si u ď 0 ou v ď 0,

u2 ` 2u
`

minpv, 1q ´ u
˘

, si 0 ď u ď v et u ď 1,

v2, si 0 ď v ď u et v ď 1,

1, si u, v ě 1,

ce qui coïncide avec la FU,V décrite ci-dessus.

Finalement, comme

FU,V p3{4, 1{4q “
1

16
‰

15

162
“

15

16

1

16
“ FU p3{4qFV p1{4q,

on conclut que U et V ne sont pas indépendantes.

2. Comme

fU puq “

ż `8

´8

fU,V pu, vqdv,

pour tout u P RzZ, avec Z négligeable, c'est clair que l'application fU puq “ 0, si
u R r0, 1s, et fU puq “ 2p1´ uq, si u P r0, 1s, est une densité de U . Le même argument
nous dit que

fV pvq “

ż `8

´8

fU,V pu, vqdu,

pour tout v P RzZ 1, avec Z 1 négligeable, ce qui nous dit que l'application fV pvq “ 0,
si v R r0, 1s, et fV pvq “ 2v, si v P r0, 1s, est une densité de V .



On voit bien que

ErU s “

ż 1

0
ufU puqdu “

ż 1

0
2pu´ u2qdu “

1

3

et

ErV s “

ż 1

0
vfV pvqdv “

ż 1

0
2v2dv “

2

3
.

3. On voit que S “ U ` V “ X ` Y , ce qui nous dit que

FSpsq “ P
`

tS ď su
˘

“

ĳ

Ds

fX,Y px, yqdxdy,

où Ds “ tpx, yq P R2 : x` y ď su. En conséquence, FSpsq “ 0 si s ď 0, FSpsq “ 1 si

s ě 2, FSpsq “
s2

2
si s P r0, 1s, et

FSpsq “ 1´
p2´ sq2

2
“ 2s´ 1´

s2

2
,

si s P r1, 2s. En conséquence, la densité de S est

fSpsq “

$

’

&

’

%

0, si s P Rzr0, 2s,
s, si s P r0, 1s,

2´ s, si s P r1, 2s.

Noter que ErSs “ ErU s ` ErV s “ 1.

4. Comme VarrU s “ ErU2s ´ ErU s2, il su�t de calculer

ErU2s “

ż 1

0
u2fU puqdu “

ż 1

0
2pu2 ´ u3qdu “

1

6
,

ce qui donne VarrU s “ 1{18. De même, d'après VarrV s “ ErV 2s´ErV s2, il su�t de
calculer

ErV 2s “

ż 1

0
v2fV pvqdu “

ż 1

0
2v3dv “

1

2
,

ce qui donne VarrV s “ 1{18.

Par ailleurs, comme CovpU, V q “ ErUV s ´ ErU sErV s, on calcule d'abord

ErUV s “

ż 1

0

ż 1

0
uvfU,V pu, vqdudv “ 2

ż 1

0

ż v

0
uvdudv “

1

4
,

ce qui implique que CovpU, V q “ 1{36.

Finalement, ρU,V “ CovpU, V q{
a

VarrU sVarrV s “ 1{2.

l

Exercice 174 Problème de l'aiguille de Bu�on Une aiguille de longueur ` est jetée �au
hasard" sur un plan qui est strié par des parallèles (i.e. les rainures du parquet) situées
à distance d ą ` les unes des autres. Soit X la variable aléatoire donnée par la distance
du milieu de l'aiguille à la parallèle la plus proche et Θ celle donnée par l'angle orienté
entre une strie et l'aiguille. On traduit l'hypothèse �jeter au hasard� par le fait que le couple



pX,Θq suit la loi uniforme sur r0, d{2sˆr0, πs. Quelle probabilité a-t-on que l'aiguille coupe
une parallèle ?

Proof. Il faut calculer

P
`

tX ď
d

2
sinpΘqu

˘

“
2

πd

ĳ

D

dxdθ “
2

πd
AirepDq,

où D “ tpθ, xq P r0, πs ˆ r0, d{2s : 2x ď d sinpθqu. C'est clair que

AirepDq “

ż π

0

d

2
sinpθqdθ “

d

2

„

´ cospθq

π

0

“ d.

Cela nous dit que la probabilité demandée est 2{π. l

Exercice 175 Rapport de deux exponentielles Soient X et Y deux variables aléatoires
réelles indépendantes suivant les lois exponentielles de paramètres λ ą 0 et µ ą 0, respec-
tivement. Déterminer la fonction de répartition et la densité de la variable aléatoire réelle
U “ Y {X.

Proof. On va calculer FU puq “ PptU ď uuq, pour tout u P R. Comme tU ď uu est vide,
pour tout u ď 0, puisque tX ď zu “ tY ď zu “ H pour tout z ď 0, on voit que FU puq “ 0,
si u P Rď0. Par ailleurs, si u ą 0,

FU puq “ P
`

tU ď uu
˘

“ P
`

tY ď uXu
˘

“

ĳ

Du

fX,Y px, yqdxdy,

où Du “ tpx, yq P R2
ą0 : y ď uxu. Comme X et Y sont variables aléatoires indépendantes,

fX,Y px, yq “ fXpxqfY pyq, pour tout px, yq P R2. Alors, fX,Y px, yq “ 1R2
ą0
px, yqλµe´λx´µy,

pour tout px, yq P R2, et

FU puq “

ĳ

Du

λµe´λx´µydxdy “ λµ

ż `8

0

ż `8

y{u
e´λx´µydxdy

“ µ

ż `8

0
e´pµ`λ{uqydy “

µu

λ` µu
,

pour tout u ą 0.

La densité de U est donnée par

fU puq “

$

&

%

0, si u P Rď0,
λµ

pλ` uµq2
, si u P Rą0.

l

Exercice 176 Soit f la densité de probabilité d'une variable aléatoire réelle Z ą 0. On
pose

gpx, yq “
1

x` y
fpx` yq1txą0,yą0u.

1. Montrer que g est une densité d'un couple pX,Y q de variables aléatoires réelles (stric-
tement) positives.



2. Exprimer ErXs, ErY s, VarrXs, VarrY s et covpX,Y q à l'aide de ErZs et de ErZ2s.

Proof.

1. On rappelle qu'une fonction g : R2 Ñ R est une densité d'un couple de variables
aléatoires réelles (resp., strictement positives) si et seulement si Impgq Ď Rě0, g est
intégrable et

ĳ

R2

gpx, yqdxdy “ 1
`

resp., avec gpx, yq “ 0 pour tout px, yq P R2zR2
ą0

˘

.

Dans ce cas, il su�t de montrer que
ĳ

R2

gpx, yqdxdy “ 1,

ce qui est véri�é puisque

ĳ

R2

gpx, yqdxdy “

ż `8

0

ż `8

0

1

x` y
fpx` yqdxdy “

1

2

ż `8

0

ż u

´u

fpuq

u
dvdu

“

ż `8

0
fpuqdu “ 1,

où l'on a utilisé le changement de variables Φ : U Ñ R2
ą0 donné par

Φpu, vq “

ˆ

u` v

2
,
u´ v

2

˙

,

pour tout pu, vq P U , avec U “ tpu, vq P R2 : 0 ă u,´u ă v ă uu. Noter que la valeur
absolue du déterminant de la matrice jacobienne de Φ en pu, vq est 1{2, pour tout
pu, vq P U .

2. On voit bien que

ErXs “

ĳ

R2

xgpx, yqdxdy “

ż `8

0

ż `8

0

x

x` y
fpx` yqdxdy

“
1

4

ż `8

0

ż u

´u
pu` vq

fpuq

u
dvdu “

1

2

ż `8

0
ufpuqdu “

1

2
ErZs

et

ErY s “

ĳ

R2

ygpx, yqdxdy “

ż `8

0

ż `8

0

y

x` y
fpx` yqdxdy

“
1

4

ż `8

0

ż u

´u
pu´ vq

fpuq

u
dvdu “

1

2

ż `8

0
ufpuqdu “

1

2
ErZs,

où l'on a utilisé le changement de variables de l'item précédent et l'identité

ż `8

0

ż u

´u
vhpuqdvdu “

ż `8

0

„

v2

u

´u

hpuq

2
dvdu “

ż `8

0
0
hpuq

2
du “ 0, (28)

pour toute fonction h : Rě0 Ñ R intégrable.



En outre, comme VarrXs “ ErX2s ´ErXs2 et VarrY s “ ErY 2s ´ErY s2, il su�t de
calculer

ErX2s “

ĳ

R2

x2gpx, yqdxdy “

ż `8

0

ż `8

0

x2

x` y
fpx` yqdxdy

“
1

8

ż `8

0

ż u

´u
pu` vq2

fpuq

u
dvdu “

1

8

ż `8

0

ż u

´u
pu2 ` 2uv ` v2q

fpuq

u
dvdu

“
1

8

ż `8

0

ż u

´u
pu2 ` v2q

fpuq

u
dvdu “

1

4

ż `8

0

ˆ

u2 `
u2

3

˙

fpuqdu

“
1

3

ż `8

0
u2fpuqdu “

1

3
ErZ2s

et

ErY 2s “

ĳ

R2

y2gpx, yqdxdy “

ż `8

0

ż `8

0

y2

x` y
fpx` yqdxdy

“
1

8

ż `8

0

ż u

´u
pu´ vq2

fpuq

u
dvdu “

1

8

ż `8

0

ż u

´u
pu2 ´ 2uv ` v2q

fpuq

u
dvdu

“
1

8

ż `8

0

ż u

´u
pu2 ` v2q

fpuq

u
dvdu “

1

4

ż `8

0

ˆ

u2 `
u2

3

˙

fpuqdu

“
1

3

ż `8

0
u2fpuqdu “

1

3
ErZ2s,

où l'on a utilisé le changement de variables de l'item précédent et (28) dans la cin-
quième égalité . En conséquence,

VarrXs “ ErX2s ´ ErXs2 “ VarrY s “ ErY 2s ´ ErY s2

“
1

3
ErZ2s ´

1

4
ErZs2 “

1

3
VarrZs `

1

12
ErZs2.

Finalement, comme CovpX,Y q “ ErXY s ´ ErXsErY s, il su�t de calculer

ErXY s “

ĳ

R2

xygpx, yqdxdy “

ż `8

0

ż `8

0

xy

x` y
fpx` yqdxdy

“
1

8

ż `8

0

ż u

´u
pu2 ´ v2q

fpuq

u
dvdu “

1

4

ż `8

0

ˆ

u2 ´
u2

3

˙

fpuqdu

“
1

6

ż `8

0
u2fpuqdu “

1

6
ErZ2s,

ce qui nous dit que

CovpX,Y q “ ErXY s ´ ErXsErY s “
1

6
ErZ2s ´

1

4
ErZs2 “

1

6
VarrZs ´

1

12
ErZs2.

l

Exercice 177 Discrétisation Soit X : Ω Ñ R une variable aléatoire à valeurs réelles. On
suppose que la loi de X admet une densité f sur R et on note F sa fonction de répartition.
Soit δ ą 0. On dé�nit la variable aléatoire Xδ : Ω Ñ R par Xδpωq “ nδ, si n P Z et ω P Ω
satisfont que pn´ 1qδ ă Xpωq ď nδ.



1. Déterminer la loi de Xδ. Donner la fonction de répartition Fδ de Xδ et montrer que
Fδ converge simplement vers F quand δ tend vers 0.

2. On suppose que X admet une espérance. Montrer que Xδ admet une espérance mδ

et que mδ tend vers ErXs quand δ tend vers 0.

Proof.

1. On note d'abord que

P
`

tXδ “ nδu
˘

“ FXpnδq ´ FX
`

pn´ 1qδ
˘

,

ce qui implique que

Fδpnδq “
n
ÿ

m“´8

P
`

tXδ “ mδu
˘

“

n
ÿ

m“´8

´

F pnδq ´ F
`

pn´ 1qδ
˘

¯

“ F pnδq,

pour tout n P Z. En conséquence,
ÿ

nPZ
P
`

tXδ “ nδu
˘

“ lim
nÑ`8

F pnδq “ 1.

Cela nous dit que Xδ est une variable aléatoire discrète.
En outre, Fδpxq “ Fδpnδq “ F pnδq, où n P Z est donné par pn´ 1qδ ă x ď nδ. Pour
tout x P R, soit n P Z tel que pn ´ 1qδ ă x ď nδ. En conséquence, 0 ď nδ ´ x ď δ
et |Fδpxq ´ F pxq| “ |F pnδq ´ F pxq|. Comme F est continue à droite, on conclut
que |Fδpxq ´ F pxq| “ |F pnδq ´ F pxq| tend vers zéro, quand δ tend vers zéro, i.e. Fδ
converge simplement vers F quand δ tend vers 0.

2. La variable Xδ est une approximation supérieure de Lebesgue de X. Son espérance
mδ est une sommes supérieure de Lebesgue de X. Comme X admet une espérance,
par dé�nition, cette somme supérieure de Lebesgue mδ est �nie à partir d'un certain
rang de δ et elle converge vers ErXs quand δ tend vers 0.

l

Exercice 178 Régression linéaire SoitX et Y deux variables aléatoires réelles de variances
non nulles.

On pose

%X,Y “
CovpX,Y q

σXσY
, X̄ “ X ´ ErXs et Ȳ “ Y ´ ErY s,

où σX “
a

VarrXs et σY “
a

VarrY s.

1. Montrer que |CovpX,Y q| “ |ErX̄ Ȳ s| ď σXσY . En déduire que ´1 ď %X,Y ď 1.

2. Montrer que |%X,Y | “ 1 si et seulement s'il existe a non nul et b tels que PptY “

aX ` buq “ 1.

3. Préciser la valeur de %X,Y si X et Y sont indépendantes.

4. On cherche la meilleure approximation de Y comme fonction a�ne de X au sens
des moindres carrés, c'est-à-dire que l'on cherche les valeurs de a et b qui minimisent
ErpaX ` b ´ Y q2s. Notons Φpa, bq “ ErpaX ` b ´ Y q2s. Montrer que Φpa, bq “
ErpȲ ´ aX̄q2s ` pErY s ´ paErXs ` bqq2.
En déduire que le couple pa0, b0q qui minimise Φ vaut

a0 “ %X,Y σY {σX et b0 “ ErY s ´ a0ErXs.

On appelle la droite d'équation y “ a0x` b0 la droite de régression linéaire de Y en
X.



5. On suppose que pX,Y q suit la loi uniforme sur un ensemble de cardinal n, i.e. il
existe n points pxi, yiq dans le plan tels que PptX “ xi, Y “ yiuq “ 1{n pour tout
1 ď i ď n . Déterminer la droite de régression linéaire de Y en X dans ce cas.

Proof.

1. Si σX ou σY est in�ni, il n'y a rien à démontrer. On suppose désormais que σX ou
σY sont des nombres réels. Le résultat demandé s'agit d'une version du théorème
de Cauchy-Schwarz, pour la forme bilinéaire positive (mais pas forcément dé�nie)
pU, V q ÞÑ EpUV q. En e�et, si V est une variable aléatoire qui satisfait que ErV 2s ‰ 0,
on pose c “ ErUV s{ErV 2s et on considère

0 ď ErpU ´ cV q2s “ ErU2s ´
ErUV s2

ErV 2s
,

ce qui nous dit que |ErUV s| ď
a

ErU2s
a

ErV 2s. C'est facile à véri�er que c est
en fait le minimum de la fonction quadratique c ÞÑ ErpU ´ cV q2s. Si l'on utilise
l'identité précédente pour U “ X̄ et V “ Ȳ , on conclut que |CovpX,Y q| ď σXσY et
´1 ď %X,Y ď 1.

2. Le résultat demandé est aussi une conséquence du théorème de Cauchy-Schwarz, pour
la forme bilinéaire positive dé�nie ci-dessus. En e�et, avec les hypothèse précédentes,
|ErUV s| “

a

ErU2s
a

ErV 2s si et seulement si ErpU ´ cV q2s “ 0, i.e. PptU “

cV uq “ 1. Si l'on utilise l'identité précédente pour U “ X̄ et V “ Ȳ , on conclut que
|CovpX,Y q| “ σXσY si et seulement si PptX̄ “ cȲ uq “ 1, avec c “ ρX,Y σX ‰ 0.
Cette dernière condition est équivalente à l'existence de coe�cients a non nul et b
tels que PptY “ aX ` buq “ 1. En e�et, si PptX̄ “ cȲ uq “ 1, on prend a “ 1{c et
b “ ErXs{c´ ErY s. La réciproque est immédiate.

3. Si X et Y sont indépendantes, alors ErXY s “ ErXsErY s, ce qui implique que
CovpX,Y “ 0q, et en conséquence %X,Y “ 0.

4. C'est clair que

Φpa, bq “ E
“

paX ` b´ Y q2
‰

“ E
”

`

aX̄ ´ Ȳ ` b` aErXs ´ ErY s
˘2
ı

“ E
“

pȲ ´ aX̄q2
‰

` E
”

`

ErY s ´ paErXs ` bq
˘2
ı

` 2E
”

`

Ȳ ´ aX̄
˘`

ErY s ´ paErXs ` bq
˘

ı

“ E
“

pȲ ´ aX̄q2
‰

`
`

ErY s ´ paErXs ` bq
˘2
.

C'est clair que la valeur a0 minimise ErpȲ ´ aX̄q2s, d'après l'argument dans l'item
(i), tandis que la valeur b0 annule l'opérande pErY s ´ paErXs ` bqq2.

5. Soit RX “ txi : i P rr1, nssu et RY “ tyi : i P rr1, nssu. Alors,

P
`

tX “ xu
˘

“
ÿ

i P rr1, nss
xi “ x

P
`

tX “ xi, Y “ yiu
˘

“
#
`

ti P rr1, nss : xi “ xu
˘

n

et

P
`

tY “ yu
˘

“
ÿ

i P rr1, nss
yi “ y

P
`

tX “ xi, Y “ yiu
˘

“
#
`

ti P rr1, nss : yi “ yu
˘

n
.



En conséquence,

ErXs “
ÿ

xPRX

xP
`

tX “ xu
˘

“

řn
i xi
n

et ErY s “
n
ÿ

iyPRY

yP
`

tY “ yu
˘

“

řn
i yi
n

.

En outre,

VarrXs “
ÿ

xPRX

x2P
`

tX “ xu
˘

´ ErXs2 “

řn
i x

2
i

n
´ ErXs2

et

VarrY s “
ÿ

yPRY

y2P
`

tY “ yu
˘

´ ErY s2 “

řn
i y

2
i

n
´ ErY s2.

En plus,

ErXY s “
n
ÿ

i“1

xiyiP
`

tX “ xi, Y “ yiu
˘

“

řn
i xiyi
n

.

Cela permet d'exprimer a0 et b0 en fonction de points pxi, yiq, pour i P rr1, nss.

l

Exercice 179 Une loi normale dans R2 Soit pX,Y q un couple de variables aléatoires à
valeurs réelles possédant une densité sur R2 donnée par

fpx, yq “
1

2π
?

1´ α2
e
´
x2`y2´2αxy

2p1´α2q .

On suppose que ´1 ă α ă 1.

1. Donner les lois de X et de Y . Calculer leur espérance et leur variance.

2. Calculer la covariance de pX,Y q.

3. Soit Z1 “ X ` Y et Z2 “ X ´ Y . Donner l'espérance et la variance de Z1 et Z2.
Donner leur covariance.

4. Calculer la loi du couple pZ1, Z2q. Montrer que Z1 et Z2 sont indépendantes et donner
leurs lois respectives.

Proof.

1. On remarque d'abord que f est intégrable sur R2. En e�et, on voit bien que y ÞÑ
fpx, yq est intégrable sur R pour tout x P R, puisque

e´
x2

2

2π
?

1´ α2

ż `8

´8

e
´
py´αxq2

2p1´α2q dy “
1
?

2π
e´

x2

2 ,

où l'on a utilisé que
ż `8

´8

e´
z2

2c dy “
?

2πc, (29)

pour tout c ą 0 (voir l'exercice 19 de la �che 3), et la fonction x ÞÑ
ż

R
fpx, yqdy “

p2πq´1{2e´x
2{2 est absolument intégrable sur R, d'après l'exercice mentionné. Le théo-

rème de Fubini implique alors que f est intégrable sur R2.



Comme f est intégrable sur R2, le théorème de Fubini nous dit que les densités de
X et Y existent et elles sont données par

fXpxq “

ż `8

´8

fX,Y px, yqdy et fY pyq “
ż `8

´8

fX,Y px, yqdx,

respectivement, pour tous x, y P RzZ, où Z est un ensemble négligeable. Dans ce cas
Z “ H, puisque, comme on a déjà indiqué,

fXpxq “
e´

x2

2

2π
?

1´ α2

ż `8

´8

e
´
py´αxq2

2p1´α2q dy “
1
?

2π
e´

x2

2 ,

pour tout x P R, et

fY pyq “
e´

y2

2

2π
?

1´ α2

ż `8

´8

e
´
px´αyq2

2p1´α2q dx “
1
?

2π
e´

y2

2 ,

pour tout y P R.
Comme X et Y ont la même fonction de densité, on conclut que ErXs “ ErY s et
VarrXs “ VarrY s. En plus, c'est clair que

ErY s “ ErXs “

ż `8

´8

x
?

2π
e´

x2

2 dx “ 0,

puisque l'intégrande est une fonctions impaires. En outre, dans ce cas VarrY s “
VarrXs “ ErX2s, qui est donné par

ErX2s “
1
?

2π

ż `8

´8

x2e´
x2

2 dx “
2
?

2π

d

dc

ˆ

?
2πc

˙

p1q “ 1, (30)

où l'on a utilisé l'identité (29) dans la deuxième égalité.

2. Comme ErXs “ ErY s “ 0, on voit bien que

CovpX,Y q “ ErXY s “
1

2π
?

1´ α2

ż `8

´8

ż `8

´8

xye
´
x2`y2´2αxy

2p1´α2q dxdy

“
1

2π
?

1´ α2

ż `8

´8

ż `8

´8

`

uv ` αu2
˘

e´
u2

2 e
´ v2

2p1´α2qdudv

“
α

2π
?

1´ α2

ż `8

´8

ż `8

´8

u2e´
u2

2 e
´ v2

2p1´α2qdudv,

“
α

a

2πp1´ α2q

ż `8

´8

e
´ v2

2p1´α2qdv “ α,

où l'on a utilisé le changement de variables u “ x et v “ y ´ αx dans la deuxième
égalité, (30) dans la quatrième égalité, et (29) dans la dernière.

3. C'est clair que

ErZ1s “ ErX ` Y s “ ErXs `ErY s “ 0 et ErZ2s “ ErX ´ Y s “ ErXs ´ErY s “ 0.

En outre,

VarrZis “ ErZ2
i s ´ ErZis

2 “ ErX2s ´ p´1qi2ErXY s ` ErY 2s “ 2´ p´1qi2α,

pour i P t1, 2u. Finalement,

CovpZ1, Z2q “ ErZ1Z2s ´ ErZ1sErZ2s “ ErX2 ´ Y 2s “ 0.



4. Comme X “ pZ1`Z2q{2 et Y “ pZ1´Z2q{2, le théorème de changement de variable
nous dit que

fZ1,Z2pz1, z2q “
1

2
fX,Y

ˆ

z1 ` z2

2
,
z1 ´ z2

2

˙

“
e
´

z21
4p1`αq

2
a

πp1` αq

e
´

z22
4p1´αq

2
a

πp1´ αq
,

pour tous z1, z2 P R. En employant (29), on conclut que

fZ1pz1q “

ż 8

´8

fZ1,Z2pz1, z2qdz1 “
e
´

z21
4p1`αq

2
a

πp1` αq

et

fZ2pz2q “

ż 8

´8

fZ1,Z2pz1, z2qdz2 “
e
´

z22
4p1´αq

2
a

πp1´ αq
,

pour tous z1, z2 P R. Comme fZ1,Z2pz1, z2q “ fZ1pz1qfZ2pz2q, pour tous z1, z2 P R,
Z1 et Z2 sont indépendantes.

l
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