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�������� ����� ��� ������� ��������� ���������� ��� ������������ ���������� �� R2�
��������� �� ��������
�� A = {(x, y) ∈ R2 | x � y}
�� B = {(x, y) ∈ R2 | xy = 0}
�� C = {(x, y) ∈ R2 | x = y}
�� D = {(x, y) ∈ R2 | x+ y = 1}
�� E = {(x, y) ∈ R2 | x2 − y2 = 0}
�� F = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 0}

�������� ����� �� ��������� ��� ������� ��������� �� R2�

A = { (x, y) ∈ R2 | y − 2x = 0 } �� B = { (x, y) ∈ R2 | y − x2 = 0 }.
�� ��������� ��� ���� ������� ���������� ��� ������� A �� B�
�� ����������� �� ��������� ��� ��������� �� A �� B ���� ��� ������������ ����������
�� R2�

�������� ����� �� ��������� �� ������ F �� R3 ������ ���

F = { (x, y, z) ∈ R3 | x+ 2y − z = 0 }
�� ���������� �� ��������� �� ���������� ��� ���������� F ��� �� ����������� ���������
�� R3�

�� �������� �� ������ �� ����� ���� ������ ��� ����� ������������ �� ���� ��� F ���
�� ����������� ��������� �� R3�

�������� ����� �� ��������� ������������� ϕ �� R3 ���� R ������ ���

(x, y, z) �→ x− y + z.

�� ��������� ��� ϕ ��� ���������
�� ��������� ��� ϕ ��� �����������
�� ���� P = Ker(ϕ)� ������ ��� �� ��������� �� P �
�� ���� �u = (1, 0, 0) �� ���� D = Vect(�u)� ��� ���� ϕ(�u)�
�� ���� �v ∈ R3�

��� �� �v = �v1 + �v2 ���� �v1 ∈ D �� �v2 ∈ P � �������� ��� ϕ(v) = ϕ(v1) ���� ���
�v1 =

ϕ(v)
ϕ(u)

�u�
��� ������� ����� ������ �� ������ ������ (�v1,�v2) ���� �v1 ∈ D �� �v2 ∈ P ��� ���

�v = �v1 + �v2�

�������� ����� ��������� ��� ��������������� ��� ������� ���� ��� ��������� ��
��������� �� �� ������� �������� ���� ��� ������������� ��������� �� ���� R2� ���

�
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�������� �� �������� ���� ����� �� ���� � ������ ��� ������ ��� ������������� ��������
(x, y) �−→ (y,−x)� ���� ������ ����������� �������� ����������� ������� �� ������
������� �� �������������� ����������� ���������������

(x, y) �−→ (−x, y) (x, y) �−→ (x/2, y/2)

(x, y) �−→ (2x, y) (x, y) �−→ (x+ y, y).

�������� ����� ����� ��� ������������ �� R2 ���� R2 ������� ��� ��� ��������� ���
�������� ���������� ���������� ���� ����������

f1(x, y) = (x+ y, x− y) f2(x, y) = (|x|+ |y|, 2) f3(x, y) = (x,−y)

f4(x, y) = (xy, y) f5(x, y) = (x− y + 1, x) f6(x, y) =
� 1

1 + x2
,

1

1 + y2

�

���� ���� x, y ∈ R�

�������� ����� ���� ������� ��� ������������ ����������� ������� ������� ��� �������� ��
���������� ��� ������ ��� ����� ����� ������ ���� �� ������ �� ��� �������������

f1 : R2 −→ R2

(x, y) �−→ (2x+ 3y, 3x− y)
f2 : R2 −→ R2

(x, y) �−→ (2x+ 3y,−4x− 6y)

f3 : R3 −→ R
(x, y, z) �−→ (2x+ y + z)

f4 : R3 −→ R2

(x, y, z) �−→ (x+ y + z, 2x+ y − z)

�������� ����� ���� ������� ��� �������� ��������� �� �������� �� Rn �n = 2, 3, 4
������� �� ���� ���������� �� ���� ����� ��� ���� �� ��� ������� �� ����� �� ���� �������
��� ����������� ���� n������ ���������� (x1, x2, . . . , xn) ���� ����� �����

�� ((2, 3), (1, 1))�
�� ((2, 0), (1, 1), (1, 2))�
�� ((1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1))�
�� ((−2, 4, 0), (0, 1, 1), (1, 1, 1))�
�� ((−1, 5, 4), (0, 1, 1), (1,−4,−3))�
�� ((−1, 5, 4, 0), (0, 1, 1, 2), (1,−4,−3,−1))�
�� ((−1, 5, 4, 0), (0, 1, 1, 2), (1,−4,−3,−1), (0, 2, 2, 1))�

�������� ����� ������ ��� ��������� ���������� �� �������� ������� ��� ��� ����������
����� a �� b ���� ��� ������� ��� �������� ��������� ������ ��� ����� �� R3�

�� ((1, 1, 1), (0, a, 1), (0, 0, b))�
�� ((1, 0, 1), (a, b, 1), (b, a, 1))�
�� ((1, a, b), (a, 1, a), (b, b, 1))�
�� ((a, a, b), (a, b, a), (b, a, a))�

�



������ ������ ���������

�� ((0, a, b), (a, 0, b), (a, b, 0))�

�������� ����� ���� ��� ������������ ��������� ��������� �� Rn ���� Rm� �������� ���
������� n �� m� ������ �� ������� �� f ���� ������ ��� ���� �� Ker(f) �� Im(f)�

�� f1 : (x, y) �→ (x+ 3y, 2x− y,−x+ 5y)�
�� f2 : (x, y, z) �→ (x+ y + 2z, x− y)�
�� f3 : (x, y, z) �→ (−x− 2y + z, 2x− y, x− 3y + z)�
�� f4 : (x, y, z) �→ (x+ y + z, 2x− y, z)�

�������� ����� �������� �� ����������� ��� �������� ���������� ���������� ������������
�������� ������ ��� �� �����

A =

�
2 −2
3 −5

�
, B =

�
4 1
12 3

�
, C =

�
2 1
−5 −1

�

�������� ����� ���� �u ∈ R2 �� ������� �� ����� 1 �� ���� D �� ������ �����������
��������� ��� �u�

�� ������ �� ������� �� �� ���������� ����������� ��� D�
�� ������ �� ������� �� �� �������� ����������� ��� ������� � D� �������� ��
����������� �� ����� ��������

�� ���� s1 �� s2 ��� ��������� ������������ ��� ������� � ��� ������� ������������
���� R2� �� ��������� �� ������ ��������� �������� ��� �� �������� s1 ◦ s2 ��� ���
���������

�������� ����� �� ����

�u =

�
1√
3
,
1√
3
,
1√
3

�
;

�� ���� D �� ������ ����������� ��������� ��� �u �� P �� ���� ��������� ���������� X +
Y + Z = 0�

�� ������� ���� �������� �f1 �� �f2 ����������� �� �� ����� 1 ���� P �
�� ��� ������� ��� ���� ����������� (�e1,�e2,�e3) �� R3� ���� �e1 ∈ D�

��� ������ �� ������� �� ���������� �� ���� Q �� �� ���� ������� �� R3 ����
�� ���� (�e1,�e2,�e3)�

��� �������� ��� ������������
��� ������ � �������� �e2 �� �e3� ��������� ������� �� ���� �� ������� �� ���

�� det(Q) = 1�
��� ��� ���� �� ������� tQQ�
��� �� ������� Q �������� ����������� ������� ��� ��������

�
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�� ������ ���� �� ���� (�e1,�e2,�e3) �� ������� �� �� �������� rθ ����� �� ������D ��������
��� �u �� ������� 2π/3�

�� ������ �� ������� M �� rθ ���� �� ���� ������� �� R3�
�� ��� ���� M3�
�� �������� Mk ���� ���� ������ k ∈ Z�

�������� ����� ����

M =



√
3− 1 0 −2

√
3

0 2 0√
3 0 −1−

√
3


 .

�� �������� det(M)�
�� �������� M2 �� M3�
�� �� ������� ��������� �� M �
�� �������� Mk ���� ���� k ∈ N� �� ������ ������ k = 3m + r ���� m ∈ N ��

r = 0, 1 �� 2�
�� ���� ���� k ∈ N� �������� det(Mk) �� ���� �������� �����������

�������� ����� �������� �� ����������� ��� �������� ���������� ���������� ������������
�������� ������ ��� �� ����� �������� ����� �� ����� �� ������������� �������� ��������
���� ������ ��� �� ���� ��� ������������




2 3 6
4 −1 1
6 2 7


 ,




1 1 1 1
0 1 2 1
0 0 1 3
0 0 0 1


 ,




2 1 1
0 3 1
0 0 4


 ,




4 3 6
4 −1 −1
6 2 1




�������� ����� ���� f : R3 → R3 ������������� �������� ���� �� ������� ���� �� ����
������� �� R3 ���

A =




1 −2 −2
−2 1 −2
−2 −2 1




�� ������� ��� ������������� f ������� ���������� ���� ������� ������� �� ��� �����
������� ���� ��� 3�

�� ������ ��� ���� e �� R3 ������ �� �������� ������� ���� f �
�� ������ ��� �� ������� �� f ���� �� ���� e�

�������� ����� ���� ������ ������� ��������� ������ ������������� �������� f
��������������� ���������� �� ������������� �������� ��� ��������������� �� �����

�
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�� ���� ������ ��� ���� ���� �������� �� ������� �� ������������� �������� ��� ����������

�
−1 2
2 −1

�
,

�
−1 −5
1 1

�
,

�
2 1
−1 0

�
,




1
2

1
2

−1
3
2

3
2

1

−3
2

−1
2

0


 .

������ ������������ ��� ��������� �� ��������� ���������

�������� ����� �� ��������� �� �������� �� R2 ���� R ������ ���

f : (x, y) �→ (x2 + y2)2 − 2x2 + 2y2.

�� ���� ��� �� ������� �� ��������� �� f�
�� ���� ���� A = (x, y) ∈ Df �������� gradA(f)�
�� ������� ��� �� �������� f ������� ���������� ����� ������ ��������� ��� ����
������������

�� �������� �� ������� ��������� �� A �� �� ����� A = (x, y)�
�� ���� ������ ��� ����� ������ ������� � �� �������� ��

��� ���������� ��� ������� ������� �� �� ������� ����������
��� �� ������� �� �� �������� f � �� �������� �� ������� �� �� ����� �����

�� �� ������

�������� ����� �� ��������� �� �������� �� R2 ���� R ������ ���

f : (x, y) �→ exp(−x2 − y2).

�� ���� ��� �� ������� �� ��������� �� f�
�� ������ �� �������� ����� �� �������� �� ���� ������������ �� �� �������
����������� ��� f ����� �� ������� �� �� ������ ����� ��� ���� ����������
������ �� ������ �� �� ��������

�� ���� ���� A = (x, y) ∈ Df � �������� gradA(f)�
�� ������� ���������� ��� ������ ��������� �� f �
�� �������� �� ������� ��������� �� A �� �� ����� A = (x, y)�
�� ���������� ��� ������� ������� �� �� ������� ��������� �� f �� ������ �� ���
������ ���������� ���� ��� �� ���� ���� �� �������� ��

�������� ����� �� ��������� �� �������� �� R2 ���� R ������ ���

f : (x, y) �→ xy − x+ y.

�� ���� ��� �� ������� �� ��������� �� f�
�� ���� ���� A = (x, y) ∈ Df � �������� gradA(f)�

�
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�� ������� ��� �� �������� f ������� ���������� �� ����� �������� ��� ����
������������

�� �������� �� ������� ��������� �� A �� �� ����� A = (x, y)�
�� ���������� ��� ������� ������� �� �� ������� ��������� �� �� ����� ���������
�� �� ������� �� �� �������� f � �� �������� �� ������� �� �� ����� ����� �� ��
������

��


