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Calcul Matriciel

FExercices

2.1. Exercices

Exercice 2.1. Résoudre les systémes d’équations linéaires suivants :

X+Y+2=3 (X+Y+2Z=3 -
Y+ Z=2 Y +Z=2 {%f;’g:g
Z=1 X+Y =2 =

Exercice 2.2. Pour chacun des systémes suivants, tracer la droite de R? correspondant
a chaque équation ax + by = ¢ du systéme et trouver graphiquement 1’ensemble des
solutions. Vérifier le résultat en utilisant le pivot de Gauss.

{X+Y:1 {X—Y:2 AN
X-Y=0 y-Xx=1 X+Y =5

Exercice 2.3. Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systémes linéaires sui-
vants :

3IX+Y =2 2X+3Y =1
X+2Y =1 5X +7Y =3

3X+Y =2 2X +4Y =10
6X +2Y =1 3X +6Y =15

Exercice 2.4. Résoudre par la méthode du pivot de Gauss les systémes linéaires sui-
vants :

X+Y+2=1 X+Y+2=2
X+2Y+2Z2=0 X+Y+22=0
Y +47 = —4 X+2Y-Z=0

X+Y+Z4+T=2
X+Y+224+2T=0
X+2Y -Z-T=1

Z-T=0

2X+Y -3Z2=5
3X —-2Y +2Z =5
bX -3Y —Z =16

Exercice 2.5. 1. Déterminer suivant les valeurs du paramétre a les solutions des
systémes suivants :

X+aYy =2 X —-2Y =2 X+Y =3
aX +Y =2 X —aY =a aX +Y =a.
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2. Déterminer suivant les valeurs des parameétres réels a et b les solutions des sys-
témes linéaires suivants :

X —aYy =2 aX +8Y =b aX +bY =1
aX+Y=0b X —-bY =a bX +aY =1

3. Interprétez les résultats des questions précédentes en termes d’intersections de
droites dans le plan.

Exercice 2.6. 1. Résoudre, en appliquant soigneusement la méthode du pivot de
Gauss et en indiquant chaque opération effectuée, le systéme d’équations linéaires

X + Y + Z + T =5
2X + 3Y - 22 - 2T = 4

X + 3Y — 62 + 3T = 4

X - Y + Z - T = -1

2. Vérifier que la ou les solutions obtenues vérifient le systéme initial.

Exercice 2.7. Equilibrer les reactions chimiques suivantes en interpretant la conserva-
tion des divers éléments comme une condition linéaire sur les quantités de réactif :

1. NOQ + HQO — HN03 + NO,
2. Fe7 Sg + OQ — Fe3 O4 + SO2 )
3. CQH(; — C2H4 + HZ'

Exercice 2.8. On considére la matrice suivante.

1 11
A= 1 11
1 11

1. Calculer A et A%. Exprimer simplement A? en termes de A.
2. Pour k € N*, démontrer par récurrence que A* = 3¥714.

3. En déduire I'expression de A en fonction de k.

Exercice 2.9. Pour chacune des application linéaires suivantes de R"™ dans R™, écrire
la matrice qui lui correspond.

flz,y,2) =2+ 2y + 3z f(z) = (z,—x,2x)
flz,y) = (z+y,z—y) flx,y,2) = (@ +2y+3z, 2 +y+2z,0—y—2)
f(z,y,2) = (x — 2y, 3y) flr,y,2,t) = (x+y—2z+tx+y+t)
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Exercice 2.10. Dans cet exercice, on note A la matrice

3 0 -1
A=11 2 -1
01 1

On note B la matrice A — 213.
1. Calculer les matrices A% et A3,
2. (a) Calculer la matrice B.
(b) Calculer les matrices B? et B3.

(c) Calculer les produits de matrices (2/3)B et B(213), comparer les résultats
obtenus.

3. Dans cette question, on pourra utiliser, sans le prouver, que si M et N € .#5(R)
sont des matrices telles que M N = N M, alors pour tout entier n, la formule du
binéme s’applique :

(M + N)" = kzno (Z) MFNTE

ou () designe ici le coefficient binomial #lk),
En utilisant cette formule et la question précédente calculer les neuf coefficients

de la matrice A" pour tout entier n € N.
4. Vérifier pour les trois entiers n = 1, 2 et 3 que 'expression obtenue dans la

question précédente pour A" redonne bien les matrices A, A? et A% obtenues
auparavant.

Exercice 2.11. On considére la matrice suivante.
000
A= 1 01
0 01

On note ¢ I'endomorphisme de R? défini par la matrice A. On pose ¢; = (1,0,0),
es = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1).
1. Démontrer que p o p(€;) = @(€3) = 0. Démontrer que ¢ o p(€3) = p(e3).

2. En déduire A2. Vérifier en effectuant le produit matriciel.
3. Démontrer que A3 = A? sans effectuer le produit matriciel, puis vérifier en I'ef-
fectuant.

4. Donner une base de Ker(y) et une base de Im(p)



Calcul Matriciel Chap. 2

Exercice 2.12. On considére la matrice suivante.
0 01
A= 1 0 0
010
On note ¢ I'endomorphisme de R? défini par la matrice A. On pose e; = (1,0,0),
es = (0,1,0) et e3 = (0,0,1).
1. Pour i = 1,2,3, déterminer ¢ o ¢(€;), puis ¢ o ¢ o p(&).
2. En déduire que A? = A~!. Vérifier en calculant le produit matriciel.

Exercice 2.13. On considere la matrice suivante.
010
A=10 01
000
On note ¢ I'endomorphisme de R? défini par la matrice A. On pose e; = (1,0,0),
€9 = (0, 1,0) et €3 = (0,07 1)
1. Pour i = 1,2, 3, déterminer ¢ o ¢(€;), puis ¢ o @ o p(&;).
En déduire A? et A3.
Pour k& € N*, donner une expression de (I3 + A)* en fonction de k. Vérifier votre
expression pour k = 3 en effectuant le produit matriciel.

woN

4. Reprendre la question précédente pour (I3 — A)*, puis pour (315 — 2A)~.
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