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You can write in english.

Exercice 1

Calculer les derivées partielles fx, fy et fxy, fyx pour chacune des fonctions
f : R2 → R suivantes :

1. f(x, y) = (x3 − y3)ex2+y2

� fx = 3x2ex
2+y2 + 2x(x3 − y3)ex2+y2 = (3x2 + 2x4 − 2xy3)ex

2+y2

� fy = −3y2ex
2+y2 + 2y(x3 − y3)ex2+y2 = (−3y2 + 2x3y − 2y4)ex

2+y2

� fyx = fxy = (6x2y + 4x4y − 6xy2 − 4xy4) exp(x2 + y2)

2. f(x, y) = arctan(x2 + y2)

� fx =
2x

1+(x2+y2)2

� fy =
2y

1+(x2+y2)2

� fxy = fyx =
−8xy(x2+y2)
(1+(x2+y2)2)2

3. f(x, y) = y5 + xy + 3 cos(x+ y)

� fx = y − 3 sin(x+ y)

� fy = 5y4 + x− 3 sin(x+ y)

� fyx = fxy = 1− 3 cos(x+ y)
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Exercice 2

Pour chacune des fonctions f suivantes calculer fxx + fyy :

1. f(x, y) = x3 − 3xy2 + x

� fx = 3x2 − 3y2 + 1⇒ fxx = 6x

� fy = −6xy ⇒ fyy = −6x

2. f(x, y) = exp(x+ y) cos(x+ y)

� fx = ex+y(cos(x+ y)− sin(x+ y))

�

fxx = ex+y((cos(x+ y)− sin(x+ y)) + (− sin(x+ y)− cos(x+ y)))

= −2ex+y sin(x+ y)

� fy = fx et fyy = fxx

3. f(x, y) = arctan(y/x)

� fx =
−y

x2+y2
⇒ fxx =

2xy
(x2+y2)2

� fy =
x

x2+y2
⇒ fyy =

−2xy
(x2+y2)2

Exercice 3

On dé�nit f : R2 → R par f(x, y) = exp(x2 − 2x+ 1 + y2).

On commence par rappeler les dé�nitions suivantes : f est le gradient de f
et γ̇ est le vecteur vitesse de γ.

� f = (fx, fy)

� γ̇ = (γ′(t))

On a

� γ′(t) = (−2 sin(2t), 2 cos(2t))

� gradf = exp(x2 − 2x+ 1 + y2)((2x− 2), 2y)
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1. Justi�er que f est dérivable en tout point de R2 (on pourra utiliser le théorème
de dérivation des fonctions composées).

La fonction f est dérivable en tout point de R2 car elle est composée de
fonctions dérivables à savoir (x, y) 7→ x2 − 2x+ 1 + y2 et x 7→ exp(x).

2. � Calculer la valeur de f en (1, 0).

� Calculer les dérivées partielles de f en (1, 0).

La valeur de f en (1, 0) est exp(0) et les dérivées partielles de f en (1, 0)
sont fx(1, 0) = 0 et fy(1, 0) = 0.

3. Déterminer les ensembles de niveaux de f et donner une interpretation ge-
ométrique.

Les ensembles de niveaux de f sont les courbes des cercles de centre (1, 0)
et de rayon log(c) pour c > 0.

4. Monter que f ◦ γ est constante où γ : R → R2, t 7→ (cos(2t) + 1, sin(2t)) et
préciser la valeur du constant.

On a :

f ◦ γ(t) = exp(((cos(2t) + 1)− 1)2 + sin2(2t))

= exp(cos2(2t) + sin2(2t)) = exp(1)

5. � Calculer le gradient de f et γ̇ le vecteur vitesse de γ.

� Calculer le produit scalaire (grad f).γ̇ et representer le résultat graphique-
ment.

� gradγf = exp(1)(2 cos(2t), 2 sin(2t))

� γ̇ = (−2 sin(2t), 2 cos(2t))
� (grad f).γ̇ = exp(1)(−2 sin(2t) · (2 cos(2t) + 2 cos(2t) · (2 sin(2t)) = 0

6. Quelle est le minimum de f sur R2 ? Justi�ez votre réponse.
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Le minimum de f sur R2 est exp(0) car f(x, y) = exp((x− 1)2 + y2)
et (x− 1)2 + y2 ≥ 0.
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