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Chapitre 1

Nombres complexes

Définition  On introduit un nombre, noté i (parfois j en physique) et appelé I'unité imaginaire,
qui vérifie la propriété ;2 = —1.

Ce nombre i ne peut pas étre réel puisque tous les nombres réels ont un carré positif. Il s'agit d'un outil
mathématique, qui a été introduit pour apporter des solutions supplémentaires a certaines équations,
et qui permet de simplifier beaucoup de calculs.

Définition On appelle nombres complexes tous les nombres de la forme a + ib, ol a et b sont
des nombres réels. L'ensemble des nombres complexes est noté C.

1.1 Forme algébrique

1.1.1 Unicité de la forme algébrique et définitions associées

Théoreme Tout nombre complexe z admet une unique forme algébrique z = a + b ol a et b
sont deux réels. a s'appelle la partie réelle de z (notée Re(z)) et b s’appelle la partie imaginaire
de z (notée Zm(z)).

1
Exemple 3—i, —v/2i, 5 + 81, 2... sont des nombres complexes. Le nombre —v/2i a 0 comme partie

réelle et —\/2 comme partie imaginaire; autrement dit Re (—\/51) =0etZIm (—\@z) = V2.

Remarques :

e Lorsque b = 0, z est un réel, ce qui indique que I'ensemble des nombres réels est inclus dans
I’ensemble des nombres complexes : R C C.

e Lorsque a =0, on dit que z est un nombre imaginaire pur.
e 0 est le seul nombre qui soit a la fois réel et imaginaire pur.
e L’unicité de I'écriture algébrique fait que deux nombres complexes sont égaux si et seulement si

ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire :

(z=72) <<= (a=d et b=V)
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1.1.2 Représentation dans le plan

Pour visualiser les nombres complexes, on utilise le plan complexe, qui n’est autre que le plan

euclidien R? muni d'un repeére orthonormé (0O;7,7).

Définition A tout point M de coordonnées (a,b) dans Im(z) M(ax+ib)
le repere (O;7,7), on fait correspondre le nombre complexe b
zyp = a + b dans le plan complexe. zp; est appelé affixe i
de M.
N
De méme, au vecteur @ = OM de composantes (a,b)
dans la base (7,7), on fait correspondre la méme affixe J
Zg = a+ 1b. 5
o I a Re(z)

i

Dans le plan complexe, les nombres réels se trouvent donc sur I'axe des abscisses et les imaginaires purs

sur |'axe des ordonnées.

Définition  Soit M un point du plan, et z son affixe. M
Le module de z, noté |z|, est un réel positif égal a la Im(z)
longueur OM.
Pour tout z non nul, un argument de z, noté arg(z), est |2]
. , . , —[> — .
une mesure en radians de I'angle orienté (O1, OM) (voir j
figure ci-contre). 7 \ arg(2)
0 o8 I Re(z)

Remarques :

e Lorsque z est un réel, son module correspond a sa valeur absolue. C'est la raison pour laquelle la

méme notation |.| est utilisée.

e Un nombre complexe admet plusieurs arguments puisque la mesure d'un angle en radians est
définie a un multiple de 27 prés. Le nombre complexe O est le seul nombre complexe qui n'a pas

d’'arguments.

e Pour tous points A et B du plan, on a donc HEH = |zp — 24|, ol z4 et zp sont les affixes de

A et B.

Exemple Les points des zones A et B grisées dans le dessin ci-
contre sont caractérisées par les conditions suivantes sur leurs
affixes z :

zone A 1< |z|<2 et <argz <

T
3

o3

1
zone B  Rez < —3 et |z| <1




1.1. FORME ALGEBRIQUE

Théoreme D'aprés le théoreme de Pythagore, le module de z = a + ib vaut |z| = Va? + b2.

Exemple Le module de z =3 — 4i vaut |z| = /32 + (—4)2 =9+ 16 = /25 = 5.

Enfin, on définit une autre transformation propre aux nombres complexes :
B Définition Le conjugué de z = a + ib, noté Z, est le nombre complexe z = a — ib.

Géométriquement, le point d'affixe Z est le symétrique du point d’affixe z par rapport a I'axe des
abscisses. Cela implique évidement que |z| = |Z|, que arg(z) = —arg(z), et que Z = z.

Exemple Le conjugué de z =2 — 3i est z = 2 + 3.

Théoreme  Pour tout nombre complexe z, on a : 27 = |z|?

La démonstration est immédiate : 2%z = (a + ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a® — i?b? = a® + b* = |2|?

1.1.3 Opérations usuelles

Soient z = a + ib et 2/ = a/ + ib’ deux nombres complexes et A un nombre réel.

Les regles de calcul entre nombres complexes sont similaires a celles entre nombres réels, en utilisant de

plus le fait que i = —1 :

Addition z+2' = (a+1ib)+ (' +ib) =(a+d)+i(b+ V)

Multiplication par un réel Az = A(a +1ib) = Aa+i b

Multiplication 22’ = (a 4 ib) x (a’ +ib') = aa’ + iab’ + iba’ + i°bb’ = (aa’ — bV') + i (ab/ + a'b)

Inverse Pour calculer I'inverse d'un nombre complexe z non nul, la méthode consiste a multiplier le
numérateur et le dénominateur par Z pour utiliser le fait que le produit 2z = |z|? est un nombre
réel : )

Z a—1b a b

z .
— == = —i
z 2z |z a2+ @+ a?+b?

Vz € C*.

=7 . Y / / PRy,
Division izle_zz :(a—i—zb)(a zb):aa +b  d'b—ab

/ *
- |Z/’2 a’2+b’2 a’2+b’2 +e a’2+b’2 vz e C

Ces opérations permettent d'établir les régles suivantes sur la conjugaison et le module. Ces regles simpli-
fient en général les calculs (attention a I'inégalité triangulaire pour la somme des modules, conformément
a des longueurs) :

Théoreme Soient z et 2’ deux nombres complexes et soit n € N*. Alors,

Y
3
I

Y|

2+ 2 =zZ+27 Xz =zZxz (—):

|

B,

2+ 2] < |2l 417 |z x| =z x |7 z "= |z
z |2/]




o
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Exemple Calculer le module de (—v/3 + 3i)*.
(—V3 + 30)] = |- V343t = ( (—V3)2 + 32>4 - (VB19)' = (viz) = ((\/ﬁ)2>2 — 122 =144

On a vu que deux nombres complexes sont égaux si et seulement leurs parties réelles sont égales et
leurs parties imaginaires sont égales. Il n'y a par contre pas de notion d’inégalité entre deux nombres
complexes : une phrase du type “ —2 — 7 < 1+ 3¢ " n'a pas de sens.

1.2 Forme exponentielle

Conseil : avant de travailler ce paragraphe, révisez la définition et les propriétés de la fonction expo-
nentielle, en Annexe E.2. Vious pouvez aussi relire les rappels de trigonométrie en Annexe D.

Si I'écriture algébrique est bien adaptée aux calculs de sommes et de différences, les calculs de produits
et de quotients sont plus laborieux, comme on I'a vu dans les exemples précédents. Pour ces opérations,
une autre écriture est préférable. Il s'agit de la forme exponentielle des nombres complexes non nuls.

L'exponentielle complexe est une fonction qui généralise pour les nombres complexes la fonction ex-
ponentielle usuelle définie pour les nombres réels. Elle posséde des propriétés similaires (¢? = 1,
et = ezezl...). Sa définition rigoureuse dépasse le cadre de ce cours et on se limite ici a la for-
mulation suivante :

Définition  Pour tout réel 6, I'exponentielle complexe ¢’ est le nombre complexe défini par :

e = cosO + isinf

z=a+ib

Im(z)
Comme on peut le voir sur le schéma ci-contre, les parties °
réelle et imaginaire d’'un nombre complexe z = a + ib ol p= ||
vérifient a = |z| cos(arg(z)) et b = |z| sin(arg(z)). L

arg(z) =6
\
0 a=pcosd  Re(z)

On en déduit donc I'écriture sous forme exponentielle d'un nombre complexe non nul :
Théoreme Tout nombre complexe z non nul peut s'écrire sous forme exponentielle
5= pezG

ol p € RY est le module de z (p = |z]|) et § € R est I'argument de z (0 = arg(z)).



1.2. FORME EXPONENTIELLE

Remarque La forme exponentielle d'un nombre complexe n'est pas unique puisque, comme on |'a
déja vu, I'argument d'un nombre complexe n'est pas unique (la mesure d'un angle en radians est donnée

3 2km pres, k € 7). Ainsi, deux nombres complexes z = pe’ et 2/ = p’ew' sont égaux si et seulement

sip=p etb=0+2knm, kel

Comme annoncé en introduction de ce paragraphe, la forme exponentielle est intéressante pour le calcul
de produits et de quotients a cause des regles de calcul suivantes :

Théoreme  Soient z = pe'? et 2/ = p'e” deux nombres complexes non nuls écrits sous forme
exponentielle, et soit n € N*. On a alors :
2 = ppleilO+0) 11 4 Z P ie-0) n _ nind

Littéralement, dans un produit les modules se multiplient et les arguments s'ajoutent, et dans un
quotient les modules se divisent et les arguments se soustraient. Ces regles reposent sur les propriétés

, . . / ’ _ . N
de I'exponentielle (essentiellement e*T% = e%e? et ¢* = L : voir Annexe E.2) et sur les regles de
e
calcul relatives au module.
On peut remarquer que —1 = —140i = cosm+isinm = €'". Cette relation, qu'on peut aussi écrire sous

la forme 1 + €™ = 0, est appelée identité d’Euler, et est considérée par de nombreux mathématiciens
comme la plus belle équation mathématique. On en déduit la relation :

Théoreme Soit z = pe® un nombre complexe. Alors : —z = pei((HW)

Pour passer de la forme exponentielle a la forme algébrique |l suffit d'utiliser la définition
de la forme exponentielle et de développer I'expression :

z = pe'? = p(cos@+isin9) = pcosf+ipsinh = a+ ib
—. =
a b
Remarque La forme p (cosf + isin @) est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z.

. ;T , .
Exemple Ecrire le nombre z = 4 e*s sous forme algébrique.

o 1
Onaz=4e's =4 (cos%—kz’sin%) =4 <\é§+i2> = 2v/3 + 2.

Pour passer de la forme algébrique a la forme exponentielle |l faut calculer le module

PP

: : e a . . : .
pour obtenir par identification cos = — et sinf = —. Connaissant le sinus et le cosinus, on peut alors
p p

. , b
p = Va2 + b2 du nombre complexe non nul, puis le mettre en facteur : 2z =a+ib=p (a —|—z>

déterminer un argument.
Exemple Ecrire le nombre z = 1 + \/3i sous forme exponentielle.

1 1
Le module de z vaut p = 1—1—\/32 =4 =2. Onadoncz:2<2+i\é§>, d’ou cos€z§ et
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. 3 .. ™ . , . s
sinf = - Ainsi, un argument de z vaut 0 = 3 Par conséquent, z s'écrit z = 2¢'5 .

Remarque Pour déterminer la mesure d'un angle orienté 6 (a 2kx prés), on a besoin de son sinus
et de son cosinus.

Des rappels de trigonométrie sont donnés en Annexe D.

1.3 Equations du second degré

Conseil : avant de travailler ce paragraphe, révisez la résolution des équations du second degré en
Annexe B.2.

Vous connaissez une méthode de résolution pour trouver les racines réelles des équations du second
degré. Dans ce paragraphe, on va la généraliser en travaillant dans C. On trouvera ainsi des solutions
complexes, et on traitera également le cas ou les coefficients de I'équation sont complexes.

1.3.1 Racines carrées d’un nombre complexe non nul

Avant de résoudre de facon trés générale les équations du second degré dans C, il faut définir les
racines carrées d'un nombre complexe.

Soit Z € C* un nombre complexe non nul donné. On cherche a résoudre I'équation 22 = Z dans C
(c'est-a-dire en considérant que I'inconnue z est un nombre complexe). On va voir que cette équation
admet toujours deux solutions dans C, z et —z, appelées les racines carrées du nombre complexe 7.

Remarques
e Le nombre complexe nul Z = 0 admet une seule racine carrée, qui est z = 0.

e Cette notion de racine carrée ne doit pas étre confondue avec la définition de la racine carrée
dans R, qui elle est unique. Aussi, I'écriture z = \/Z est déconseillée dans C. Par exemple,
I'équation z? = 4 admet deux solutions qui sont 2 et —2 (autrement dit les racines carrées du
nombre complexe Z = 4 sont 2 et —2) tandis que v/4 = 2 (la racine carrée du nombre réel 4 est 2).

On va présenter deux méthodes pour résoudre I'équation 22 = Z, d'abord en utilisant la forme expo-
nentielle de z et Z, puis en utilisant leur forme algébrique.

1.3.1.1 Calcul des racines carrées via la forme exponentielle

Soit Z = pe'? la forme exponentielle de Z. Le module p est un nombre réel strictement posi-
tif : on peut donc en prendre la racine carrée (au sens usuel). Il est alors immédiat de voir que

(\/ﬁewm)2 = (\/ﬁ)2 (ew/Z)2 = pe?. On en déduit donc :

Théoreme Les deux racines carrées de Z = pe' sont z = \/ﬁeie/z et —z = —\/ﬁew/Q.

Exemple Trouver les racines carrées du nombre complexe i.

%

. . ™ ... T us . , s .
i =0+ 1i = cos 5 + i sin 5= 1e'>. Ses deux racines carrées complexes sont donc +v/1e'i, soit

. s . s 5T
z:e’b 1426271'614:614.

!

et —z = —e
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1.3.1.2 Calcul des racines carrées via la forme algébrique

Méme si le calcul est plus laborieux, on peut bien siir également calculer les racines carrées d'un
nombre complexe écrit sous forme algébrique.

Soit Z = A+ iB, (A,B) € R*\{(0,0)}. En recherchant z sous la forme z = a +if3, on trouve en
identifiant la partie réelle et la partie imaginaire de z et de Z que

a?— 2 = A (égalité des parties réelles)
B

2 N2 .
=7 <+ =A+iB <+—
& (a+1if) Tt { 2a3 = (égalité des parties imaginaires)

Pour simplifier la résolution, on peut considérer également une troisieme équation (redondante avec les
deux précédentes), donnée par I'égalité des modules :

2=7 = |=1Z2 = |2P=]Z7 <= o?+p52=VA2+B?
Ainsi, on obtient :
- B2 = A (1)
P=7 203 B (2)
o+ B2 = VA2+ B2 (3)

En additionnant puis en soustrayant les équations (1) et (3), on trouve

202 = A+ /A2 + B2 et 26% = —A+ /A2 + B2

ce qui donne

et

a_i¢A+%@+B2
SPR/ERAZLER &

B_i¢—A+¢NwIﬂ
_ . .

Parmi les 4 couples possibles, on ne garde que les deux couples tels que les termes af et B aient le
méme signe, cette condition étant imposée par I'équation (2). On obtient alors les deux racines carrées
du nombre complexe Z.

Exemple Trouver les racines carrées du nombre complexe i.

2

Cela revient a résoudre dans C |'équation z* = i. En écrivant z sous forme algébrique z = ac+ i3 (avec

a, (B réels), on obtient le systéme

o — B2 = 0 (égalité des parties réelles)
2a3 = 1 (égalité des parties imaginaires)
a?+ %2 = 1 (égalité des modules)
2 2
Aprés calcul, on trouve a = j:£ 8= \g af > 0. Les deux couples admissibles sont donc
V2 V2 V2 V2
(a’/ﬁ) ( 2 Y 2 € (a718) 2 9 2
. . . . 2 V2 2 V2 .
En conclusion, les deux racines carrées de i sont \2[ + 1\2[ et —\2[ — 1\2[. On retrouve bien les 2

mémes racines que dans le calcul de I'exemple précédent, via la forme exponentielle.
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1.3.2 Résolution d’une équation du second degré dans C
On va ici résoudre I'équation du second degré a coefficients complexes :

az’> +bz+c =0, avec a, b et ¢ trois nombres complexes et a # 0.

Théoreme  Soit I'équation du second degré az? + bz + ¢ = 0 avec (a,b,c) € C3 et a # 0. On
note A = b? — 4ac son discriminant (A € C), et § une racine carrée de A (c’est-a-dire un nombre
complexe vérifiant §2 = A).

—b—9¢ b+

et 29 =
2a 2a

Les solutions complexes de I'équation sont 2z} =

De plus, le trindme P(z) = az?+bz+c se factorise dans C sous la forme P(z) = a(z—21)(2z—22).

Remarque Lorsque A = 0, on a vu que I'équation 62 = 0 admet une seule solution § = 0. Dans ce
cas, 21 = 29 = —%. Le trindme P admet donc une racine dite “double” (ou “"de multiplicité 2") et se
factorise sous la forme P(z) = a(z — 21)%.

Remarques
e Le résultat énoncé ci-dessus ne nécessite pas de différencier les trois cas habituellement proposés
(A >0, A=0et A <O0) pour une résolution dans R.
e Lorsque A € R’ , les solutions de |'équation 52 = A sont données par § = +v/A, et on retrouve
le résultat classique étudié au lycée (Annexe B.2).
e Lorsque a, b et ¢ sont réels, on retrouve bien siir les résultats étudiés au lycée (Annexe B.2). Dans
le cas ol le discriminant est négatif (A € R* ), les solutions dans C de I'équation 62 = A sont § =

. . —b—iv—-A -b+iv-A
+iv/—A. Les solutions complexes de I'équation sont donc z; = + et 29 = %
a, a

a, b et A étant réels, z; et z5 sont donc deux nombres complexes conjugués : zo = Z7.

Exemple Résoudre I'équation 22 + (3i — 4)z + 1 — 7i = 0.
Le discriminant de ce trinéme est A = (3i — 4)2 — 4(1 — 7i) = —9 + 16 — 24i — 4 + 28i = 3 + 4i.
Pour résoudre I'équation 6> = A, on pose § = « + if3. L'équation devient (o +i3)* = 3 4 4i et est
équivalente au systéme
a?-p% = 3 (1) (égalité des parties réelles)
208 = 4 (2) (égalité des parties imaginaires)
Q?+ 32 = V/324+42=5 (3) (égalité des modules)

(1)+(3) donne 20 = 8 et (3)-(1) donne 23> = 2. D'oli o = £2 et B = +1 avec a8 > 0. Ainsi les
solutions de I'équation 6> = A sont 2 + i et —2 — i. Et par conséquent, les solutions de I'équation
22 4+ (3i — 4)z + 1 — 7i = 0 sont données par

I LR ) N C ) R CRR)

—3_4
2 2 ‘

zZ1 =
Vérification :

(z—21)(2—22) = (2—1420)(2—3+i) = 2%+ (=3+4) 2+ (—1420) 2+ (—142i)(—3+i) = 224+ (3i—4)2+1-Ti



1.4. RACINES NEVES D’'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Théoreme Comme dans le cas dans R (Annexe B.2), les racines z1 et zo du trinéme P(z) =
az® + bz + c vérifient
21+ 20 =—— et 2120 = ¢
a a
Réciproquement, deux nombres complexes dont la somme vaut s et le produit p sont les racines du
trindme Q(z) = 2% — sz + p.

Exemple Le trinéme P défini par P(z) = 2% — 2iz — 2 a pour racines 1 +i et —1 + i, ce qui donne la
factorisation P(z) = (z — 1 —i)(z + 1 —1).

1.4 Racines n*™ d’un nombre complexe non nul

La procédure décrite au §1.3.1.1 pour résoudre I'équation 2% = Z 3 partir de la forme exponentielle
peut facilement étre généralisée pour résoudre dans C I'équation

avec n € N* et Z € C*. Cette équation admet exactement n solutions dans C, appelées les racines
n®"e du nombre complexe Z.

En effet, posons Z = pe? I'écriture sous forme exponentielle de Z. En recherchant z sous la forme
z=re'® ona

. : L égalité des modules)
n_ 7 i\ _ 0 r P (ega
2 = (re'")" =pe — na = 04 2krm,kcZ (égalité des arguments)
1
r = W = pn
= 0+ 2k
a = u’ keZ
n

Les solutions distinctes correspondent a k =0,1,...,n — 1.

(en effet, pour k =n,onaa= ‘”% = %+27r et on retrouve donc la méme solution que pour k = 0;

pourk=n+1,onaa= 9+2(z+1)” = 922“ + 27 et on retrouve la méme solution que pour k = 1...)

n conclusion, I'équation z" = met n solutions zq, 21, -+, Zn—1 donné r
En conclusion, I'équation 2™ = Z admet n solutions données pa
1 0+2km
Zp =pne n pour k=0,1,--- ,n—1.
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Remarque  Les n racines n®™ de Z ayant toutes
le méme module et ayant des arguments augmentant de
27 /n, elles sont régulierement réparties sur le cercle de
centre O et de rayon p'/™.

La figure ci-contre illustre cela avec les racines 5™ de
2+1.

Cas particulier : racines n®™ de I'unité

Les n solutions de I'équation 2™ = 1 sont appelées les racines o
neme52de I'unité. Elles sont toutes de module 1. En notant
X ’
& =en, elles sont données par -
o
_ ¢k _
=& k=0,1,--- n—1.
£ g+
On remarque que celles qui ne sont pas réelles sont deux a deux
conjuguées. En effet : -
g
_ n
& & 7
i T T T T T
: . : 4.0 05 0.0 05 10
Enfin, on peut montrer que la somme des racines n<mes
’ s m « sy . Re
de I'unité est nulle (en utilisant les propriétés des suites .
1-&n 1—1 Les 7 racines 7€M€S de 1

géométriques) : 1+ &+ &2+, 4671 = -0

1-¢ 1-¢
1.5 Complément : nombres complexes et trigonométrie

Comme on I'a vu, les nombres complexes sont intimement liés aux fonctions sinus et cosinus. lls
peuvent donc aider a I'étude de fonctions trigonométriques.

Tout d'abord les propriétés de |'exponentielle complexe permettent de retrouver rapidement les formules
trigonométriques usuelles (données en Annexe D). Par exemple, puisque e0+9) — e on a

cos(f + ¢) +isin(f + ¢) = (cos @ + isinf)(cos ¢ + isin ).
En identifiant les parties réelles et les parties imaginaires, on retrouve les formules d'addition :
cos(f +¢) = cosfcosy —sinfsing
sin(f +¢) = sinfcosy + cosfsing
A I'aide de la définition de I'exponentielle complexe, on obtient également :

Théoreme Formules d’Euler : pour tout 6 € R,
el 4+ o—i0 ol _ o—i0

h="1°"_ t nf=—
COSs B (S S1n %

Les formules d'Euler permettent notamment la linéarisation de polyndmes en cos 6 et sin #, c’est-a-dire
d'exprimer ces polyndmes en une combinaison linéaire de divers cos(nf) et sin(nf). Cette linéarisation

10



1.5. COMPLEMENT : NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

est utile par exemple pour le calcul de primitives.

Exemple Calculer les primitives de cos® 6.

On linéarise ce polynéme en cos @ a l'aide des formules d'Euler :

i0 —i0\ 3
cos®h = <e+26>

_ 1 ((6“’)3 +3 (e“’)Q e 4 3¢ (efie)z n (6w>3)

<61‘39 13t 4 i —|—e*"39>

= = 00| = l\D‘

(cos(36) + 3 cosh)

. 1 1/1 .
Ainsi, /c0839d9 =1 / (cos(36) + 3cosb) do = 1 <3 sin(360) + 3 sin 9) +C, CeR
Une autre formulation de la relation entre les nombres complexes et les fonctions trigonométriques
est donnée par :

Théoreme Formule de Moivre VO € R, Vn € Z,(cosf + isin )" = cos(nf) + i sin(nb)

e, , . N ;
La preuve repose sur la propriété de |'exponentielle complexe : (ew) = et

e
Cette formule permet d'exprimer cos(nf) ou sin(nf) comme une combinaison linéaire de puissances
de cosf et sinf (opération inverse de la linéarisation). En effet, en identifiant les parties réelles et
imaginaires, on trouve
cos(nfl) = TRe((cosh+isinh)")
{ sin(nd) = Zm ((cosf + isinf)")

La formule du bindme de Newton (voir §2.4.2), qui est une généralisation des identités remarquables
(a+b)? =a%+2ab+b?, (a+b)3 = a+ 3a%b + 3ab® + b3, (a+ b)* = ..., permet alors de développer
(cosf +isin#)™ en puissances de cosf et sin 6.

Exemple La linéarisation effectuée a 'exemple précédent aurait pu étre trouvée avec la formule de
Moivre puisque

3i0 0)° . 3
cos(30) = Re (e ‘ ) =Re (eZ ) =Re ((COSH +isinf) )
=TRe (C083 0 + 3icos® 0 sin 6 + 32 cos O sin® 0 + 43 sin® 0)
= cos® 0 — 3cosfsin® 0
= cos® — 3cosf (1 — cos®h)
=4cos® 0 — 3cosh

1
Et donc cos®f = 1 (cos(36) + 3 cosb).

11
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Chapitre 2

Sommes et produits

2.1 Le symbole )

Le symbole ) est utilisé en langage scientifique pour écrire de fagon concise la somme de plusieurs
termes.

2.1.1 Deéfinitions et propriétés

Définition  Pour n € N* et a1, ao, ..., a, des nombres réels ou complexes, on note
n
ap+ag+---+ap = E ag
k=1

L'indice k parcourt tous les entiers compris entre 1 et n et les différents termes sont sommés entre
n

eux. L'écriture E ag se lit "somme des a;. pour k allant de 1 a n".
k=1

Exemples
T1+T2+ -+ 2Ty

n

e [a moyenne arithmétique de n nombres x1, x3, ..., Ty €St T =

. 1
Elle s’écrit également =z = — Z Tk
" k=1

3
> 2k+1)=(2x1+1)+(2x2+1)+(2x3+1)=3+5+7=15
k=1

Cette notation peut étre généralisée entre deux valeurs quelconques des indices de la somme :

q
Définition Soient p et ¢ des entiers relatifs quelconques avec p < ¢. La notation Zak désigne
k=p
la somme des termes ay, lorsque I'indice k parcourt tous les entiers compris entre p et ¢ :

q
Zak:ap+ap+1+---+aq_1+aq
k=p

Cette somme contient ¢ — p + 1 termes (indice maximal — indice minimal + 1).

13



CHAPITRE 2. SOMMES ET PRODUITS

Exemples
8

. Z k=3+4+4+546+7+8=33. On voit que I'indice k prend 8—3+1 = 6 valeurs différentes :
k=3
ke {3,4,5,6,7,8}.

5
o D K =(=32+ (-2 + (1) +0°+ 1%+ 2% + 3> + 4> + 5> = 69
k=-3
10
° Z a=a+a+a+a+a+a+a="Ta. Dans cette somme, le terme a sommer ne dépend pas

k=4
de l'indice k, c'est donc une constante qui est additionnée 7 fois.

On peut encore généraliser cette notation pour faire la somme de termes correspondant a des indices
particuliers, appartenant a une méme famille :

Définition Soient I une famille finie d'indices appartenant a Z et (a)rer une famille de nombres

réels ou complexes indexée par 1. g ay, désigne la somme des nombres a; pour k décrivant 1.
kel

Exemples
n

. E ay peut aussi étre écrit g ay. Dans ce cas, [ = {1,2,...,n}.
k=1 ke{1,2,...,n}

e Soit I I'ensemble des entiers naturels non nuls, pairs et inférieurs ou égaux a 8.

Alors ZkQ =922 1 4% 1 621+ 82 =120.

kel
10
° Z(Qk + 1)2 = Zp2 ot I désigne les 10 nombres impairs allant de 3 4 21.
k=1 pel
Remarque Dans tout ce qui précéde, il est important de bien comprendre que l'indice k est une va-

riable muette, puisque le résultat ne dépend pas de celle-ci. Nous pouvons donc changer sa désignation
sans changer le résultat du calcul :

n n n
Z ag = Z a; = Z Qindice
k=1 =1 indice=1
n P
Par contre Zak =+ Zak (sauf si n = p), car il ne s'agit plus la d'une modification de la notation de

k=1 k=1
I'indice, mais de la valeur maximale que prend cet indice.

Les propriétés usuelles de I'addition permettent d'établir le résultat suivant :

Théoreme Soient I un ensemble fini d'indices, et (ar)ker, (br)ker et a des réels ou complexes.

Alors
Z(ak—i-bk) :Zak—f-Zbk et Z(aak) :aZak.

kel kel kel kel kel

14



2.1. LE SYMBOLE )

Par contre, en général Z(ak br) # (Z ak> X (Z bk>.

kel kel kel
Pour s’en convaincre, il suffit de constater par exemple que

3
>k (k+1)=1x2+42x3+3x4=2+6+12=20
=1

by

ag

tandis que

k=1 k=1

3 3
(Zk) X (Z(k‘—l—l)) =(14+2+3)x(2+3+4)=6x9=>54

2.1.2 Pour aller plus loin : les sommes doubles ou triples

L’ensemble d’indices I peut aussi étre une partie finie de Z?, auquel cas les indices sont des couples :
on a alors une somme double.

Exemple On a ainsi : Z ar) =a15+ a1+ a5+ aze+ass+asg
(k,1)e{1,2,3}x{5,6}

On peut réécrire cette somme des 2 fagons suivantes :

A
(a1,5 + ai6) + (azs +aze) + (azs + ase) Z a1 + Z az; + Z as; =Y (Z ak,l)

k=1

3
(a15 +ags +ass) + (a16 + a6 + aze) Z k5 + Z ak6 = Z ( ak,l)
k=1

=5

3 6 6 3
que I'on note en général sans parenthéses : Z ag, = Z Z ag, = Z Z a1

(k,1)€{1,2,3} x {5,6} k=1 1=5 1=5 k=1

Dans une telle somme double, les bornes de I'un des indices peuvent parfois dépendre de I'autre indice.
Par exemple :

7 %
() + (P+2%) + (1P +22+3) + ...+ (P + 22+ 3+ 42452+ 67+ 77) =) ) 5
i=1 j=1
i 7
Dans un tel cas, on ne peut plus inverser les sommes, car la notation ZZ]’Q n'a aucun sens : on
j=1i=1

ferait varier I'indice j de 1 a une valeur ¢ qui n'est pas définie.

Enfin, on peut évidemment définir de la méme maniere des sommes triples, quadruples...

15
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2.2 Le symbole []

On utilise une notation similaire pour désigner le produit de différents termes.

Définition  Pour n € N* et a1, ao, ..., a, des nombres réels ou complexes, on note
n
a1Xa2X~"XCLn:HCLk
k=1

Plus généralement, pour une famille I d'indices appartenant a Z et (ay)kes une famille de nombres
réels ou complexes indexée par I, H ay, désigne le produit des nombres aj pour k décrivant I.

kel
Exemples
5
. Hk::2><3><4><5:120
k=2
3
o JI@i+1)=(-3)x(-1)x1x3x5x7=315
1=—2

5
e [[3=8x3x3x3=3"=381
j=2

Définition  Pour tout n € N*, |la factorielle de n, notée n!, est le produit des nombres entiers
delan:

n!:1><2><~--><(n—1)><n:Hk

Par convention, on pose 0! = 1.

A noter la relation (n+ 1)! = (n + 1) x n! pour tout n € N (c'est une relation de récurrence : cf
§2.6).

Remarque Le nombre n! correspond au nombre de permutations possibles (c'est-a-dire le nombre de
classements possibles) de n objets. Par exemple, on peut fabriquer 4! = 24 mots de 4 lettres différents
a partir des lettres A, C, G, T : ACGT, ACTG, AGCT, AGTC, ATCG, ATGC...

Pour finir, en utilisant les propriétés de la multiplication entre réels ou complexes, on obtient les relations
suivantes :

Théoreme Soient I un ensemble fini et (a;)icr et (b;)ier des réels ou complexes non nuls. On a :

(1) (1) 1o oo TG) o

iel iel iel H bi iel i=p i=p
iel

16
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2.3. QUELQUES TECHNIQUES DE CALCUL AVEC ) ET []

Par contre, en général H(ak + bi) # (H ak) + (H bk>.

kel kel kel
Pour s’en convaincre, il suffit de constater par exemple que

[T{ L +@—1 ] =0+1)x2+3)x(3+5) =2x5x8=80

3
k=1 ak by

tandis que

3 3
<Hk>+(H(2k—1)>:(1><2><3)—|—(1><3><5):6+15:21
k=1

k=1

Remarque Comme pour les sommes, on peut évidemment étendre la notation du produit pour avoir
des produits doubles ou triples.

2.3 Quelques techniques de calcul avec > et |]

Plusieurs techniques sont couramment utilisées pour manipuler des expressions contenant des symboles

d>et]].

2.3.1 Passages entre ) _ et ] : logarithmes et exponentielles

Les fonctions logarithme et exponentielle (cf Annexe E) sont caractérisées par le fait de transformer des

sommes en produits et vice-versa : In(ab) =Ina+1Inb et e =¢e® el

On en déduit immédiatement que :
In (H ai) = Zln a; et exp (Z ai) = H et
icl icl icl icl

2.3.2 Sommes et produits “téléscopiques”

Des sommes ou produits dits téléscopiques (ou en dominos) sont des sommes ou des produits dont
les termes se simplifient de proche en proche. En voici deux exemples ci-dessous.

Exemples
n
1 1 1 1
® ne somme teiescopique ;k(k—i—l) 1X2+2X3+ +n><(n+1)
) t démontrer facil t ! ! ( jent type de dé iti
n peut demontrer racilemen ue ———— = — — ——— (on revient sur ce € de adecomposition
P e pk+rD) "k kel P P

au §5.4.3). La somme peut alors étre réécrite comme :

i#i 1_14_1_1_’_1_1_'_ + 1 _14_}_ 1 =1— 1
kzlk(k+1)_ 1 2 2 3 3 4 n—1 mn n n+l) = n+l

e Un produit téléscopique :

n

k 1 2 3
k+1 273717~
k=1 +

17



CHAPITRE 2. SOMMES ET PRODUITS

2.3.3 Changement d’indice

Une autre technique utile est le changement d’indice. Cela consiste a définir un nouvel indice [ exprimé
en fonction de I'ancien indice k, et de remplacer chaque k& par son expression en fonction de /.

Exemples Décalage d’indice
5
e Cherchons a calculer Z(k: +3)2.
k=2
Posons | = k + 3 Alors k = | — 3. Donc lorsque k varie de 2 a 5, | varie de 5 a 8. D'ou

5
Sy
k=2
On vient en fait 51mplement d'écrire que : (24+3)2+(34+3)2+(4+3)?+(5+3)? = 52462+ 72482,

e Cherchons a calculer Z ap_9o. Posons | =k — 2. Alors k = 1 4+ 2. Donc lorsque k varie de 3 a

k=3
n—2
n,l variedel an —2. D'ou E A 2—5 aj.
k=3 =1

Exemple Inversion de I'ordre d'énumération

Cherchons a calculer la somme des n premiers entiers : S, = g k.

Posons | =n+1— k. Ainsi, lorsque k varie de 1 a n, [ varie den a 1. On a donc :

k=) n+1-1)=(n+1) 21—21_ n—i—ln—Zl
k=1 1=1 =1
—— v
Sn, Sh,
o . = n(n+1)
On en déduit que 2S5, =n(n+1). D'od S, = Zk‘ ==

k=1
On retrouvera ce résultat dans le paragraphe §2.5 sur les suites arithmétiques.

2.3.4 Réorganiser I'’ensemble des indices

Une astuce classique consiste a réorganiser les indices de facon a se ramener a des résultats connus.

99
Exemple Calculer Z k.
k=11

1 . ..
On vient de voir que S, = Z k = (n2+) pour tout n € N*. Il suffit donc ici de remarquer que
k=1

11+12+---+99:(1+2j:---+99)—(1+2+---+10), c'est-a-dire :

99 99 10
99><100 10 x 11

E —E E = — = =4 —55=4

knk klk klk Sg9 — S10 = 5 5 950 — 55 895
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2.4. FORMULE DE BERNOULLI - BINOME DE NEWTON

2.4 Formule de Bernoulli - Binome de Newton

Ces formules généralisent les identités remarquables a® —b% = (a—b)(a+b) et (a+b)? = a® +2ab+ b>.

2.4.1 Formule de Bernoulli

n—1
Théoreme Soienta € C,be Cetn e N*. Alors: a" —b" = (a — b) (Z a”—k—lbk>
k=0

Sous forme développée : a" —b" = (a — b) (a”_l +a" b+ a" P 4 ab" b
Cette formule peut étre démontrée en remarquant qu'il s’agit d’'une somme téléscopique.

Remarques

e Pour n =3, on a la formule classique : a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

n—1
: 10" : .
e Poura=1etb#1, on obtient : Zbk =1 3 Il s'agit de la somme des n premiers termes
d’'une suite géométrique de terme initial 1 et de raison b, que l'on retrouvera dans le paragraphe

§2.5.

2.4.2 Binome de Newton

Cette formule donne I'expression de (a + b)™ pour toute puissance entiére n. Elle nécessite d'introduire
les coefficients binomiaux.

2.4.2.1 Coefficients binomiaux

Définition  Le coefficient binomial “p parmi n” (avec n et p des entiers tels que 0 < p < n)

est le nombre noté <n> (ou parfois Ch) et défini par :
p
<n) B n!
p)  p(n—p)

Ce nombre correspond au nombre de combinaisons possibles pour choisir p objets parmi n objets

disponibles.
Exemples
4 4! 4x3x2x1 . . .. . .
° <2> = 24— 2)1 = T IxoxI- 6 Il existe 6 possibilités de choisir 2 objets parmi 4
objets.

52
e Avec un jeu de 52 cartes, il y a (5> tirages possibles d’'une main de 5 cartes, ce qui fait

52\ 52! 52 x 51 x 50 x 49 x 48
5)  5l470 5!

= 2598960 possibilités.
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CHAPITRE 2. SOMMES ET PRODUITS

En utilisant les propriétés de la factorielle, on peut notamment obtenir la formule de Pascal :

p+1

p+1

1
Théoreme  Pour tout (n,p) € N2, <Z> + < " > — (n—{— >

Du fait de cette propriété, les coefficients bi-
nomiaux peuvent étre représentés dans un tri-
angle appelé triangle de Pascal (figure ci-contre).
Chaque coefficient s’obtient comme la somme des
deux coefficients qui sont juste au-dessus de lui.
Nous obtenons ainsi un algorithme pour calculer
les coefficients binomiaux pour des petites valeurs
de n.

On remarque en particulier la symétrie par rapport

< n n
a I'axe central (car ( > = ( )) et les 1 sur
n—p p

n
les bords (car <0 =1). Triangle de Pascal

2.4.2.2 Formule du bindme

On peut maintenant énoncer la formule du bindme de Newton :
Théoreme Soienta € C,be Cetn e N. Alors :

@ip =% ()t = 3 ()etors

k=0 k=0

Remarque Cette formule généralise les identités remarquables (a +b)? = a? 4 2ab+b% et (a +b)> =
a3 4 3a%b + 3ab® + 1. Les coefficients 1 2 1 et 1 3 3 1 sont ceux que nous retrouvons sur la troisieme
et la quatrieme ligne du triangle de Pascal. D'une facon générale, les coefficients du développement de
(a+b)"™ sont sur la ligne n + 1 du triangle de Pascal.

2.5 Progressions arithmétiques et géométriques
On note (ug)ren une suite de nombres (réels ou complexes) ug, uy, usg . . .

Définition  Une suite est dite en progression arithmétique si et seulement si ugy1 = ug + 7
pour tout k > 0, ol r est un nombre constant appelé raison de la suite.

On montre alors facilement que uy = ug + kr pour tout £ > 1. On en déduit que :

iuk:i(“()"'kr):zn:uo*l-r i/ﬂZ(n—l—l)u(ﬂ-r ik:(n+1)uo+7«n(n;1)
k=0

k=0 k=0 k=0 k=0

On voit donc le lien avec les résultats établis au §2.1.
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2.6. POUR ALLER PLUS LOIN : NOTION DE RECURRENCE

Remarque Sila smte commence a u; et non pas a uy, les résultats précédents deviennent uy, = u; + (k —

(n—1)n

our tout k> 1, et U =nuy +r
p =z Z k 1 5

k=1

Définition  Une suite est dite en progression géométrique si et seulement si uy1 = qug pour
tout k > 0, ol ¢ est un nombre constant appelé raison de la suite.

On montre alors facilement que  uy = ¢* ug = ¢* " uy pour tout k > 1.
n qn+1
On en déduit que U Uy = u d’'aprés un résultat établi au §2.4.1
q kz_:o k= Zq 0 = Uo Zq 1—q (d'ap 8
sur la formule de Bernoulll).

Remarque Sila suite commence a u et non pas a ug, les résultats précédents deviennent u; = qk_lul
I—q"
1-—

pour tout k > 1, et Zuk—ul
k=1

2.6 Pour aller plus loin : notion de récurrence
Le principe de récurrence repose sur |'axiome suivant :

Si une propriété P est vraie au rang ng et si elle est héréditaire (c'est-a-dire : P vraie au rang p
= P vraie au rang p + 1) alors P est vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a ng.

Par conséquent, une démonstration par récurrence se fait en 3 étapes :
1. Initialisation : nous démontrons que la propriété est vraie au rang ng.

2. Hérédité : nous supposons que la propriété est vraie pour un rang p quelconque (p > ng) et nous
démontrons qu'elle est alors vraie au rang p + 1.

3. Bilan : nous en déduisons qu'elle est vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a ny.

Remarque C'est le méme principe que pour tricoter une écharpe. D'abord, il faut savoir monter les
mailles, c'est-a-dire faire le premier rang : c’est |'initialisation. Puis il faut savoir tricoter un rang lorsque
le rang précédent est tricoté, c'est-a-dire passer d'un rang au suivant : c'est I'hérédité. Bilan : nous
pouvons continuer cette écharpe a I'infini (tant qu'il y a de la laine!).

nn+1)2n+1)

n
Exemple Montrer que pour tout n € N*, Z k% =
k=1
Initialisation : Montrons que la propriété est vraie au rang initialn =1 :
D'une part 12 = 1 et d’autre part, quand n = 1, ”(”+1)6(2"+1) = 1x2x3
égaux, donc la propriété est vraie au rang 1.

= 1. Ces deux résultats sont

Hérédité . Supposons que la propriété est vraie pour un rang p > 1 quelconque, c'est-a-dire que

p(p+1)(2p+ 1)
Z"?Q 5

, et montrons que la propriété est alors vraie au rang p + 1 (c'est-a-dire que

ik (+1)((p+)+)Rp+)+1),

6
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CHAPITRE 2. SOMMES ET PRODUITS

En sortant le dernier terme de la somme puis en utilisant I'hypothése de récurrence, nous avons

p+1 p
+1)(2p+1
k=1 k=1
En mettant au méme dénominateur, on obtient :
s s+ D)2p+ 1) +6p+ 12 @+ D(pCp+1) +6(p+1))

2 _
;k_ 6 N 6

p+1)(2p*+p+6p+6) (p+1)(2p*+Tp+6)

6 6

(P+1)((p+1)4él)(2(17+1)+1)

Or, en développant, la relation & démontrer s'écrit

P+ ((p+1)+DR2P+D+1)  (p+DE+2)2p+3)  (p+1)(2p* + Tp+6)

6 6 6

qui est bien le résultat trouvé ci-dessus. La propriété est donc héréditaire.

Bilan : La propriété est vraie au rang 1 et est héréditaire. Elle est donc vraie pour tout n € N*.
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Chapitre 3

Géomeétrie et algébre linéaire

Ce chapitre est centré sur les outils et manipulations basiques dans R? (“le plan”, en 2 dimensions) et
R3 (“I'espace”, en 3 dimensions).

D’un point de vue mathématique : R* = {(2,9),z € R,y € R} et R>={(z,y,2),r €R,y € R,z € R}

3.1 Vecteurs
3.1.1 Définition

Définition  Un vecteur @ (de R? ou de R?) est un objet mathématique caractérisé par trois
informations :

e une direction
e un sens

e une longueur, appelée norme et notée ||u|.

Le vecteur nul, noté 0, est I'unique vecteur de norme nulle (il n'a ni direction, ni sens).

Ainsi, deux vecteurs non nuls sont égaux s'ils ont méme direction, méme sens et méme norme.

3.1.2 Opérations sur les vecteurs

Il est possible d'additionner deux vecteurs entre eux, et de multiplier un vecteur par un scalaire
(c’est-a-dire un nombre réel).

Addition Soient 4 et ¥ deux vecteurs. On construit leur (¥
somme 4 + ¥ en disposant et U tels que |'extrémité de
i coincide avec |'origine de ¥. Le vecteur @ + ¥ est alors
obtenu en reliant I'origine du premier vecteur a |'extrémité
du second.

—  —>
u—+7v

Multiplication par un scalaire Soient k € R un réel et @ un vecteur. Le produit de i par k, noté
ki, est le vecteur de norme ||k || = |k|.|] tel que :

e Si k>0, alors k@ a méme direction et méme sens que 4
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CHAPITRE 3. GEOMETRIE ET ALGEBRE LINEAIRE

e Sik <0, alors ki est de méme direction que i, mais de sens opposé

e Si k=0, alors k@ est simplement le vecteur nul 0

Cas particulier & = —1 : Lorsque I'on multiplie @ par —1, on obtient le vecteur —, appelé le
vecteur opposé de . Il a méme direction et méme norme, mais son sens est |'opposé du sens de .
Comme pour les nombres réels, on soustrait un vecteur a un autre en lui ajoutant son opposé :
U—v =1+ (—7).

— —

Propriétés Soient @, U et w trois vecteurs et k et [ deux réels. On a les propriétés suivantes :

1. Commutativité : 4+ 0 =0+1u

2. Associativité : @+ (0 + @) = (4 + 0) + @
3. Distributivité : k(4 + 0) = ki + kU

4. Distributivité : (k + )4 = ki + lu

Vecteurs colinéaires Deux vecteurs (non nuls) sont dits colinéaires s'ils ont méme direction
(mais pas forcément méme sens ni méme norme).

Deux vecteurs (non nuls) @ et ¥ sont colinéaires si et seulement s'il existe un réel k tel que 4 = kv.

3.1.3 Base du plan (vectoriel) R? et de I'espace (vectoriel) R’

Définition Soient iy, s, . . ., U, des vecteurs. On appelle combinaison linéaire de ces vecteurs
n
tout vecteur de la forme g Aty (C'est-a-dire A\jdy + Agtia + -+ - + Aptip), ol Ap, A2, ..., A\p
k=1
sont des réels.

Exemples Soient @ et ¥ deux vecteurs.

e i — —U est une combinaison linéaire de @ et ¥

[\CR V]

e —41 est une combinaison linéaire de i et U

o |||l + ||7]| n'est pas une combinaison linéaire de et v

Définition  Une base du plan R? (resp. de I'espace R?) est une famille de 2 vecteurs (resp. 3
vecteurs) telle que tout vecteur i de R? (resp. de R3) peut s'écrire de maniére unique comme une
combinaison linéaire des vecteurs de cette famille. Autrement dit :

(if1,1>) base de R? = V@ €R? 3! (A, \o) réels tels que @ = A\yii; + Aoilo

A1 et Ao sont appelées composantes ou coordonnées de i dans la base (i, u2) et on note
i = (A p).
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3.1. VECTEURS

De méme :
(i1, 1, 13) base de R® <= V@ cR3 3 (A, A2, \3) réels tels que @ = A\jily + \oily + A3il3

Géométriquement, comme dans I'exemple ci-contre,
définir (7,7) comme une base de R? signifie que I'on peut
écrire tout vecteur i de R? comme la somme de A7 et de

L-SEY
£

S S A\ .
. Donc, écrire 4 = signifie que, pour aller de I'ori- =
W H]

gine de @ a son extrémité, on se déplace d'une longueur
|A|||7]] dans la direction de 7 (dans le méme sens que 7
si A est positif et dans le sens inverse si A est négatif)
puis d'une longueur |u|||7]] dans la direction de 7 (dans le
méme sens que 7 si p est positif et dans le sens inverse
si p est négatif). Décomposition du vecteur i dans la base (7,7)

Eﬂ.l

Exemple Sur la figure précédente, on remarque que i = 27+ 7. Ainsi, 2 et 1 sont les composantes de

2
@ dans la base (7,]) et on peut noter i = (2,1) ou @ = 1).

Le fait de définir des vecteurs par leurs composantes dans une base permet de les manipuler plus faci-
lement. Les opérations décrites précédemment peuvent se faire a partir des composantes des vecteurs.
Manipulation des vecteurs via leurs coordonnées Dans une base donnée :
e Deux vecteurs sont égaux si et seulement si leurs coordonnées sont égales.
e Additionner deux vecteurs revient a additionner leurs coordonnées.

e Multiplier un vecteur par un scalaire revient a multiplier chacune de ses coordonnées par ce
scalaire.

Exemple Dans R?, soit (¢1,¢E,) une base. Soient ii et U deux vecteurs de R? ayant respectivement
pour composantes (x,y) et (x',y’) dans la base (€1, €3), et soit k un réel. Alors :

(=7 <<= az=dey=y) i+v=(x+2,y+vy) ki = (kx, ky)

Définition  La base la plus usuelle de R? est souvent notée (7,7). 7 est un vecteur horizontal de
longueur 1 orienté vers la droite, et 7 est un vecteur vertical de longueur 1 orienté vers le haut. Elle
s'appelle la base canonique.

On a bien siir de facon similaire une base canonique dans R3, souvent notée (7,7, k).

Théoreme Soit @ = (z,y) un vecteur du plan R?, exprimé dans la base canonique (7,7). Alors la

norme de @ vaut ||| = /2% + y2.

Soit @ = (z,y, ) un vecteur de I'espace R?, exprimé dans la base canonique (7,7, k). Alors la norme

de @ vaut ||@| = /22 + y2 + 22
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CHAPITRE 3. GEOMETRIE ET ALGEBRE LINEAIRE

Théoreme Soient i et iz deux vecteurs non nuls du plan R?. Le couple (i1, ii2) forme une base
du plan R? si et seulement si @ et i@y ne sont pas colinéaires.

Exemples
o Les vecteurs iy = (1,—1) et @y = (3, —3) sont colinéaires puisque iy = 3. lls ont donc méme
direction, et toute combinaison linéaire de i1 et iio aura également cette direction. Ces deux
vecteurs ne suffisent donc pas pour décrire I'ensemble des vecteurs du plan : le couple (i, i)
ne forme pas une base de R?.

o Les vecteurs Uy = (1,—1) et via = (0, 1) ne sont pas colinéaires (en effet, il n’existe pas de réel k
tel que kv, = (k,—k) soit égal a U = (0,1)). Par conséquent, (01, v2) forme une base du plan
R2. Tout i = (x,y) de R? peut s'écrire

= (z,y) =(x,—2)+ 0,z +y) =2(1,-1) + (x + y)(0,1) = 201 + (x + y)V>

x et x +y sont les composantes de i dans la base (U1, 72).

La propriété correspondante dans R? est la suivante :

Théoreme  Soient i, iy et s trois vecteurs non nuls de R3. La famille (i, U, u3) forme une
base de R? si et seulement si les trois vecteurs ne sont pas coplanaires.

3.1.4 Produit scalaire et orthogonalité

On va maintenant définir une opération entre 2 vecteurs, appelée produit scalaire, qui est intime-
ment liée aux notions d’orthogonalité et de norme (longueur d'un vecteur).

Définition  Soient i et ¥ deux vecteurs de R? ayant respectivement pour composantes (z,y) et
(2',y") dans la base canonique (7,7). Le produit scalaire entre i et ¥, noté @ - ¥ ou (i@, ¥), est le
nombre réel défini par

i-7=zz' +yy

De méme, pour i et ¥ deux vecteurs de R? ayant respectivement pour composantes (z,y, z) et
(«',y',2") dans la base canonique (7,7, k), leur produit scalaire est donné par

-7 =axx +yy + 22/

2

Remarque Le cas particulier @ = ¥ implique donc @ - @ = 2% + 3* = ||@]|*.

Les regles de calcul du produit scalaire sont trés semblables a celles de la multiplication des nombres
réels.

Regles d'utilisation du produit scalaire Soient @, ¥ et W trois vecteurs et A un nombre réel.

e Le produit scalaire est symétrique (ou commutatif) : 4 -0 =04
e Le produit scalaire est bilinéaire : @- (7 + W) =@- 0+ - &
(i+0) W=d-d+7- 0
- (A) = (\u) - 0= A\ - D)

v
En particulier, le produit scalaire d'un vecteur @ avec le vecteur nul 0 donne toujours le scalaire 0.
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3.1. VECTEURS

el

Exemple On peut exprimer (7 — v) - (44 + 3¥) en fonction de i - i, V-V et @ - U :

(76 — 0) - (40 + 30) =

I

[\
o
S
S
+
[\
[t

284 - i+ 1714 -
= 28d|* + 174 - 7 — 3| 7))

Plus généralement, on peut décrire géométriquement le produit scalaire de la fagon suivante :

Théoreme Soient @ et ¢ deux vecteurs. On note 6 une mesure de I'angle orienté entre u et ¥
(déterminée a un multiple de 27 pres). Alors

—

-0 = |l ||V]| cos®
En particulier, on retrouve le fait que i - @ = ||i|* cos0 = |||

Comme une norme est toujours positive, le signe du produit scalaire est le méme que celui de cosf. Le
signe du produit scalaire permet donc de déterminer si I'angle géométrique entre les vecteurs 4 et U est
aigu (cos@ > 0) ou obtus (cos@ < 0). On a aussi notamment la propriété suivante :

Définition Deux vecteurs non nuls @ et ¥ sont orthogonaux (directions données par deux droites
perpendiculaires, ce qui signifie § = ) si et seulement si @ - ' = 0.

Géométriquement, le produit scalaire est trés lié a la notion de projection orthogonale. Sil'on remplace
@ et U par AB et AC dans la relation i - ¥ = ||d|| ||U]| cos @, on obtient la formulation suivante :

Théoreme Soient A, B et C trois points distincts du plan, et H le projeté orthogonal de C' sur
la droite (AB). Alors AB-AC = A ﬁ et
1. si H est sur la demi-droite [A, B) (angle aigu), alors on a AB - AC = ||ﬁ” ||ﬁ\|

2. sinon (angle obtus), on a AB.AC = —H@H Hﬁ”

Cas 1: angle aigu (6<90°) Cas 2 : angle obtus (6>90°)

On reviendra sur la notion de projection orthogonale aux §3.3.2.5 et §3.3.3.5.

Définition  Une base de R? ou de R? est dite orthogonale lorsque tous les vecteurs qui la

composent sont deux a deux orthogonaux.
Une base orthogonale de R? ou de R? est dite orthonormée lorsqu'en plus tous les vecteurs qui la

composent sont de norme 1.
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Exemple La base canonique (7,7) de R? est une base orthonormée.

En effet, on a7= (1,0) et 7= (0,1). Donc7-7=1x0+0x 1 =0 : (7,7) forme une base orthogonale.

De plus ||| = Vi-T=/1x14+0x0=1et|j| =v7-7=+vV0x0+1x1=1. Donc (7,7) est une

base orthonormée.

3.1.5 Produit vectoriel de 2 vecteurs de R?

Le produit vectoriel est une opération qui, 3 deux vecteurs de R3, associe un troisieme vecteur de R?
qui a la propriété d'étre orthogonal aux deux premiers.

Définition Soient @ = (z,y,2) et ¥ = (a/,y/,2') deux vecteurs de R3. On appelle produit
vectoriel de @ = (z,y,2) et ¥ = (2/, 4/, '), noté WA ¥, de composantes (yz' — zy/, za' — x2', xy —
/

Exemple Pour i = (1,2,3) et ¥ = (2,2,1), on a donc :
GAT=(2x1-3%x2,3x2—1x1,1x2-2x2)=(—4,5—2)

(g
y<\, oy = zx' — x2

) e

Calcul pratique d’un produit vectoriel : la premiére composante de AU est obtenue en ignorant la premiére

ligne des vecteurs et en faisant le produit en croix des 2 autres (calcul en rouge); la deuxiéme composante
de U A\ U est obtenue en ignorant la deuxiéme ligne des vecteurs et en faisant le produit en croix des 2 autres,
en changeant le signe (calcul en mauve); la troisiéme composante de WA\ T est obtenue en ignorant la troisiéme

ligne des vecteurs et en faisant le produit en croix des 2 autres (calcul en bleu).

Regles d’utilisation du produit vectoriel

e Le produit vectoriel est antisymétrique : ¥A U = —U AV

e Le produit vectoriel est bilinéaire : ¥ A (04 @) =4 AT+ TN T
(U+D)NTW=UNT+UNT
U N (AD) = (\d) AU = AT A D)

Théoreme Soient @ et ¥ deux vecteurs. On note 6 une mesure de I'angle orienté entre @ et ¥
(déterminée a un multiple de 27 prés). Alors

la A al| = [l |9]| | sin 6]
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3.2. DETERMINANTS

Propriétés Les définitions et propriétés précédentes impliquent :
e U AU estorthogonala wetav: (WAV) - 4= (UAT)-T=0

e Si @ et ¥ sont deux vecteurs de R? orthogonaux entre eux, alors (i, 7,4 A ¥) est une base
orthogonale de R3.

=1

e Deux vecteurs i et ¥ de R3 sont colinéaires si et seulement si 4 A ¥ =

3.2 Déterminants

Le déterminant est un opérateur qui, a n vecteurs de R"™, associe un nombre réel. Il a la propriété
d'étre égal a 0 si et seulement si I'un des vecteurs est une combinaison linéaire des autres (on dit aussi :
“la famille de n vecteurs est linéairement dépendante”, ou “la famille de n vecteurs est liée").

On ne va traiter ici que le déterminant en dimension 2 et en dimension 3.

3.2.1 Déterminant de 2 vecteurs de R?

Définition  Soient i et ¥ deux vecteurs de R? ayant respectivement pour composantes (z,y) et

(2',y") dans la base canonique (7,7). Alors le déterminant entre 4 et ¥, noté det(u, ¥), est le réel
défini par

/

Lo r x

det(u, v) = ‘ Y

| = xy' —ya’ ( “produit en croix” de i et ¥)

Régles d’utilisation du déterminant 2 x 2
Soient @, ¥ et W trois vecteurs de R? et A un nombre réel. La définition du déterminant implique
les regles suivantes :

o det(u, V) = — det(¥, u) (attention : inverser les 2 vecteurs change le signe du déterminant)
o det(u, v + W) = det(u, ) + det(u, &)
o det(u, \) = det(\, ¥) = Adet(u, v) (et donc det(\d, puv) = A p det(w, v) )

Théoreme Deux vecteurs i et  de R? sont colinéaires si et seulement si det (i, 7)) = 0.

Exemple Soient les vecteurs i = (m,4) et ¥ = (1, m) ou m est un réel. Déterminer a quelle condition
sur m les vecteurs sont colinéaires.

[ , - oo m 1 e S
Le déterminant entre i et ¥ vaut det (i, ) = = m? — 4. L'équation det(ii,7) =m? —4=0
4 m
admet deux solutions m = 2 et m = —2. Ainsi, les vecteurs @ et ¥ sont colinéaires pour m = 2 ou
m = —2. Dans le premier cas, on a il = 2U et dans le deuxiéme cas ii = —2v. Dans les 2 cas, i et U

sont donc bien proportionnels.

Théoreme Soient A, B et C trois points du plan R2. L'aire du triangle ABC vaut
A= % [det (4B, 40)| = % [det(BA, BC)| = % [det(CA, OB)|

(Les formules usuelles d’aires et volumes sont rappelées en Annexe A. )
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3.2.2 Déterminant de 3 vecteurs de R?

Définition Soient @ de composantes (x,y, z), U de composantes (2/,y', 2') et @ de composantes
(2",y", 2") trois vecteurs de R3. Alors le déterminant entre i, ¥’ et w, noté det(u, v, w), est le
réel défini par :

~
8
S

~

det (@, 7, @) = "

SRS
Il
8

ISEENS

Z”

I/ "/ ",/

=ay 2" + 2y e+ 2yt — (xy 4+ 2y + 2"y 2)

Il'y a en fait plusieurs possibilités pour exprimer ce déterminant 3 x 3 en fonction de sous-déterminants
2 X 2, mais on aboutit bien siir toujours a la méme expression finale ci-dessus.

Calcul par la regle de Sarrus On remarque que la valeur d'un déterminant 3 x 3 est une somme
et différence de produits de 3 termes appartenant chacun a une ligne et une colonne différente. Cette
expression finale développée peut étre retrouvée grace a la regle de Sarrus ci-dessous :

I

b,

“*:—;’/f !
@

y

[ 1 e i "I ‘) " ey
Y2+ Yy z+x yz —(2y'2 +xyz” + T Y2)
En pratique, on peut utiliser le moyen mnémotechnique : “SE—NE”, c’est-a-dire “sud-est moins nord-est” :
on ajoute les produits de 3 termes orientés vers le sud-est, et on retranche les produits de 3 termes orientés
vers le nord-est.

Calcul par produit vectoriel et produit scalaire on a aussi  det(%, ¥, W) = (4 A 0) - W

Regles d’utilisation du déterminant 3 x 3
Soient @, @, U et W trois vecteurs de R3 et A un nombre réel. La définition du déterminant implique
les regles suivantes, identiques a celles du déterminant 2 x 2 :

—

e inverser 2 vecteurs change le signe du déterminant. Ainsi par exemple det(, ¥, W) = — det (7, 4,
— det(w, ¥, @) = — det(u, W, V) (il y a a chaque fois une inversion de vecteurs), et det(, ¥, W) =
det(w, @, v') = det(v,w, @) (car ces cas correspondent a 2 inversions successives de vecteurs

e addition de 2 vecteurs : det(d + @', ¥, W) = det(d, U, W) + det(d’, U, @)

~—

e multiplication d'un des vecteurs par un nombre réel : det(\u, ¥, W) = A det(u, U, W)

Théoreme Trois vecteurs i, ¥ et 1 de R? sont coplanaires (c'est-a-dire linéairement dépendants :
on peut exprimer un des vecteurs comme combinaison linéaire des 2 autres) si et seulement si
det(u, v, w) = 0.
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3.2. DETERMINANTS

3 2 1
Exemple Pour u = -3 |, v= -1 et W= 1 |,ona
7 3 —1
3 2 1
det(ﬁ, , ’LU) =| -3 -1 1|=3-9+14- (—7+6+9) =8—-8=0 (par la régle de Sarrus)
7T 3 -1

Le déterminant étant nul, cela indique qu'il
existe une combinaison linéaire nulle des
3 vecteurs (c'est-a-dire que I'un des vec-
teurs peut étre exprimé comme combinai-
son linéaire des deux autres). En effet, on
peut remarquer ici que i = 2U — W, et donc
que les 3 vecteurs sont dans un méme plan,
comme on peut le voir sur le dessin ci-contre.

Théoreme Soient A, B, C et D des points de I'espace R3. Le volume du tétraedre ABCD vaut :
V= % ’det(,ﬁ7ﬁ7ﬁ)‘ - % \da(ﬁ,@,ﬁ)‘ - % ‘det(ﬁ,cﬁ,cﬁ)‘ - % ‘det(ﬂ,ﬁ,ﬁ)\

(Les formules usuelles d’aires et volumes sont rappelées en Annexe A.)

3.2.3 Lien avec les systéemes linéaires

On a vu pour n = 2 et n = 3 que le déterminant de n vecteurs de R™ est égal a 0 si et seulement si
I'un des vecteurs est une combinaison linéaire des autres. Ce résultat peut en fait se généraliser pour un
entier n > 2 quelconque. Une application de cette propriété concerne les systemes linéaires.

Théoreme Un systeme linéaire de n équations a n inconnues (n > 2) a une et une seule solution
si et seulement si son déterminant est différent de 0. Dans le cas contraire, il admet soit aucune
solution, soit une infinité de solutions.

Exemples

=6 (-1)

2e—y = 3 (1) Son déterminant vaut -1 ‘

2
r+3y = -2 (2) 1 3
Il est différent de 0, donc le systéme admet une solution unique. En ['occurence, la combinaison
3 x (1) + (2) donne Tz =7, donc v = 1. D'ot y = —1 en remplacant x par 1 dans (1) ou (2).
r+y—z = 3 (1)
e Considérons maintenant le systeme x—2y = 1 (2
2r—y—2z = 1 (3)

o Considérons le systéme {

1 1 -1
Son déterminant vaut |1 -2 0 |=24+04+1—-(4-140)=3—-3=0. Il est nul, ce qui
2 -1 -1
indique que le systéme n'admet pas une solution unique. En effet, on peut voir que (3) — (1)
fournit I'équation x — 2y = —2, qui est incompatible avec (2). Il n’y a donc pas de solution a ce

systeme.
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3.3 Géométrie élémentaire en dimensions 2 et 3

On va ici s'intéresser au plan affine et 3 I'espace affine, c'est-a-dire R? et R? vus comme des
ensembles de points.

3.3.1 Repere cartésien - Coordonnées d'un point

Définition  Un repére cartésien du plan (respectivement : de I'espace) est formé d'un point O
(I'origine du repere) et d'une base de R? (respectivement de R3).

. o . . P - o o
Dans un repére cartésien (O;7,7) du plan, on dit que le point M défini par OM = x7+ y7 a pour
coordonnées (z,y), et on note M (z,y).

. — o - -
Dans un repeére cartésien (O; 7,7, k) de I'espace, on dit que le point M défini par OM = x7+ y7 + zk
a pour coordonnées (z,y, z), et on note M(z,y, z).

Ainsi, nous pouvons déterminer les composantes d'un vecteur a partir des coordonnées des deux points
qui définissent ce vecteur :

Théoreme  Soit (O;7,7) un repere cartésien du

plan. Soient A(z4,y4) et B(zp,yp) deux points

du plan. Les composantes du vecteur AB dans la )
base (7,7) sont données par

AD = (xB —xA,YyB — Ya)
Ya

On a bien siir la méme relation dans R?, : :
avec A(za,ya,24), B(zp,yB, 2B), I :
et AB = (B — ZA,YB — YA, 2B — ZA).

Exemple Soit (O;7,7) un repére du plan et soient A(1,1), B(4,2), C(5,0) et D(2,—1) quatre points
du plan. Les composantes de AB dans la base (7.7) sont AB=(4—-1,2—-1) = (3,1).

Les composantes de DC dans Ia base (7.7) sont DC = (5—-2,0—(-1)) =(3,1).

On remarque que AB = DC', ce qui signifie que le quadrilatére ABC D est un parallélogramme.

3.3.2 Géométrie élémentaire dans le plan affine (dimension 2)

3.3.2.1 Vecteur directeur et vecteur normal a une droite

Définition  On appelle vecteur directeur d'une
droite D tout vecteur AB ou A et B sont deux
points distincts de D. Ainsi un vecteur directeur
détermine la direction d'une droite.

D

Remarque Pour une droite donnée, il existe une infinité de vecteurs directeurs. Tous ces vecteurs
directeurs sont colinéaires entre eux.
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N

Définition On appelle vecteur normal d'une
droite D tout vecteur directeur 77 d'une droite per-
pendiculaire a D

71 est donc perpendiculaire a tout vecteur directeur de D.

Remarque La encore, pour une droite donnée, il existe une infinité de vecteurs normaux, tous co-
linéaires entre eux.

3.3.2.2 Equation d’une droite dans le plan

On va expliciter ici les deux fagcons principales d'exprimer une droite dans le plan affine : par une équation
cartésienne ou sous une forme paramétrique.

Définition  Soient «, § et v trois réels tels que («, 3) # (0,0) (i.e. au moins un des deux n’est
pas nul). Alors I'ensemble des points du plan R? défini par

D= {M(z,y); az+ By +~v=0}

est une droite. On dit que I'équation ax + By + v = 0 est une équation cartésienne de cette
droite.

Notons que cette caractérisation n'est pas unique puisque, par exemple, 2ax + 28y + 27 = 0 est
aussi une équation cartésienne de la méme droite.

Remarque Si 8 = 0 I'équation se raméne a x = —v/a (puisque e # 0) : c’est une droite parallele a
I'axe Oy. Si § # 0, I'équation se ramene a y = ax + b avec a = —«/ et b = —v/[3, ce qui une forme
trés souvent utilisée pour caractériser une droite. L'équation cartésienne a |'avantage de couvrir les 2
cas, sans caractériser différemment les droites paralleles a I'axe des ordonnées.

Théoreme Toute droite D du plan admet une équation cartésienne de la forme  ax+SBy+y =10
olt (a, B,7) € B3, avec (a, B) # (0,0).

7i = (o, B) est un vecteur normal a D (et donc @ = (B, —«) est un vecteur directeur de D).

On peut aussi remarquer que pour définir une droite D du plan, il suffit en fait d'un point A(x4,y4)
appartenant a D et d'un vecteur directeur @ = (xgz,yz) de D. Ces deux informations permettent no-
tamment d'obtenir une représentation paramétrique de D :

Théoreme Un point M(x,y) appartient a la droite
D si et seulement si il existe un réel A\ (appelé pa-
ramétre) tel que

{x = Ta+ Axg
Yy = yat+Ayz
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Exemple Soit D la droite passant par le point A(2,1) et dont i = (—3,—1) est un vecteur directeur.
Un point M (z,y) appartient a D si et seulement si il existe un réel \ tel que

r = 2-3\

y = 1-=2X
Autrement dit : D = {M(2 — 3\,1 — \), A € R}. Cette phrase se lit : “la droite D est constituée des
points M de coordonnées (2 — 3\, 1 — \), pour toutes les valeurs possibles du réel \".

Remarque Pour une droite donnée, le choix d'un point et d'un vecteur directeur n’est évidemment
pas unique. |l existe donc une infinité de représentations paramétriques.

Passage d'une forme a I'autre On peut évidemment facilement passer d'une équation de droite
sous forme cartésienne a une équation de droite sous forme paramétrique, et vice versa. Par exemple :
e Considérons la droite D d'équation cartésienne : 2z — y + 5 = 0, et cherchons en une forme
paramétrique. En x = 0, la droite passe par I'ordonnée y = 5. Le point A(0,5) appartient donc
a D. Le vecteur i = (—1,—2) est un vecteur directeur de D. Ainsi un point M (z,y) appartient

a D si et seulement si il existe un réel A tel que

T = —A
{ y = 5—2X

e Considérons la droite D définie par la forme paramétrique {M (4 + A\, —1 + 2A\); A € R}, et
cherchons une équation cartésienne de cette droite : ax + Sy + v = 0. D admet pour vecteur
directeur @ = (1, 2) (coefficients devant le paramétre \) et donc pour vecteur normal 7 = (—2,1).
Ainsi nous pouvons choisir « = —2 et § = 1. De plus le point A(4,—1) (obtenu en choisissant
A = 0) appartient a D donc v = —axg — fya = —(—2) x4 —1 x (=1) = 9. Ainsi un point
M (x,y) appartient a D si et seulement si il vérifie I'équation —2z +y + 9 = 0.

3.3.2.3 Intersection de 2 droites dans le plan

Deux droites D et D’ peuvent étre sécantes (elles possédent alors un seul point commun). Dans le
cas contraire, elles sont paralléles : elles sont alors confondues (et possedent une infinité de points
communs) ou strictement paralléles (et n'ont aucun point commun).

Théoreme Deux droites sont paralleles si et seulement si I'une des caractérisations suivantes est
vérifiée :

e leurs deux vecteurs directeurs sont colinéaires

e leurs deux vecteurs normaux sont colinéaires

e le vecteur directeur de I'une est orthogonal au vecteur normal de I'autre

Pour déterminer le point d'intersection de deux droites sécantes, on est amené a résoudre un systeme
linéaire de deux équations a deux inconnues. Les 3 cas de figures possibles sont exposés dans les exemples
ci-dessous.

Exemples
e Intersection de D = {(x,y),z+y =0} et D' ={(z,y) =(2—-X,1—X),A € R}.

Ona z+y=0.0r x=2—Xety=1—Xdonc (2—\)+(1—X) =0, qui donne immédiatement
)\1: %1 Ainsi, x =2—\ = % ety=1-A= —%. L’unique point d’intersection a pour coordonnées
(3:—2)-
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o Intersectionde D: z+2y+2=0 et D': 4o —y—1=0.

.%'—|-2y = -2 (Ll)

Il faut donc résoudre le systéeme { dr—y = 1 (L)

Pour éliminer x dans la deuxieme équation, on effectue la transformation (Lg) < (L2) — 4(L1) :

{ v+2y = -2 (L)
=9y = 9 (L) (L2) —4(L1)
On trouve alors y = —1. Ce résultat est inséré dans (L1) qui devient x — 2 = —2, ce qui donne

x = 0. Par conséquent, I'unique point d’intersection entre D et D' a pour coordonnées (0, —1).
o Intersection de D = {(x,y) = (1 —2\,2+ \), A e R} et D' ={(z,y) = (u, 1+ 3u), p € R}

Un point d’intersection M (z,y) de D et D' doit vérifier les deux équations paramétriques, ce qui
donnex =1—-2 A=pety=2+ A= 1+ 3u. On a donc le systeme linéaire :

{—2>\ - p = -1 (L)
A — 3u = -1 (L2)

En faisant (L1)+2(L2), on élimine X et on obtient — Ty = —3, soit 4 = 3/7. D'ou A = —14+3u =
2/7. On en déduit alors t =1 -2\ = =3/7T ety =2+ X\ =1+ 3u = 16/7. L'unique point
d'intersection entre D et D' a pour coordonnées (3/7,16/7).

3.3.2.4 Distance entre deux points dans le plan

Théoreme Soient A et B deux points du plan R2. La distance entre ces deux points est égale 3
la longueur du vecteur AB :

d(A,B) = || AB| = \/ (w5 — 74)? + (y5 — ya)?

3.3.2.5 Projection d’un point sur une droite - distance d’un point a une droite

Définition  Soient D une droite du plan et M un
point du plan. On appelle projeté orthogonal (ou
projection orthogonale) de M sur la droite D le
point d'intersection H entre la droite D et la droite
perpendiculaire a D passant par M.

Définition La distance d'un point M a une droite D est la distance la plus courte entre M et un
point appartenant a D.
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Théoreme Le théoreme de Pythagore permet d'affirmer que la distance du point M a la droite
D correspond a la distance entre M et son projeté orthogonal H sur D.

Si I'équation de D est ax + By +v = 0 ot (a, B,7) € R? et (a,8) # (0,0), et si M a pour
coordonnées (xq,yo), alors la distance de M a la droite D vaut :

xo + Byo + 7

N

d(M. D) = |[3TH|| =

Exemples Le point H, projeté orthogonal du point M sur la droite D, est entiérement caractérisé par
les deux propriétés : M H 1 D et H € D. On peut traduire ces propriétés par des équations :

— ]\ﬁ[ L D signifie ]\ﬁ[ W =0 ot W est un vecteur directeur de D.

— H € D signifie que H vérifie I'équation (cartésienne ou paramétrique) de D.

e On suppose ici D = {(t + 1,2t — 1),t € R} (forme paramétrique) et M = (3,—1). On peut
ré-écrire D = {(1,—1) +¢(1,2),t € R} : D est donc la droite passant par le point (1,—1) et de
vecteur directeur U = (1,2). Notons (zp,yr) les coordonnées de H. M .U = 0 revient donc
a(xg —3,yg+1).(1,2) =0, c'est-a-dire xfy + 2y = 1. De plus, H € D signifie qu'il existe
une valeur de t telle que xpp =t + 1 et yg = 2t — 1. La relation x + 2yy = 1 devient donc
t+142(2t—1)=1, dout=2/5 On en déduit immédiatement H = (7/5,—1/5).

e On suppose ici que D est la droite d'équation cartésienne © — 3y +1 =0 et M = (1,-2). Le
vecteur T = (1, —3) est donc perpendiculaire a D, et donc tout vecteur perpendiculaire a T sera
un vecteur directeur de D. Choisissons par exemple W = (3,1). Notons (x5, yx) les coordonnées
de H. MH.@ = 0 revient donc (xg — 1,y +2).(3,1) = 0, c'est-a-dire 3z + yg = 1. De
plus, H € D signifie que xr — 3yg = —1. On a donc un systéme de 2 équations a 2 inconnues
pour xgr,ym, dont la solution est H = (1/5,2/5).

3.3.3 Géométrie élémentaire dans I'espace affine (dimension 3)

On va maintenant énoncer des définitions et des résultats similaires a ceux du §3.3.2, mais dans
I'espace R3 et non plus dans le plan R2.
3.3.3.1 Equation d’un plan dans I'espace R?

Un plan dans I'espace affine R? peut &tre défini sous une forme paramétrique ou sous une forme
cartésienne.

Définition  Soient «, 3, v et § quatre réels tels que (o, 3,7v) # (0,0,0) (i.e. au moins un des
trois n'est pas nul). Alors I'ensemble des points de I'espace R? défini par

P:{M(x,y,z); a$+5y+72+5:0}

est un plan. On dit que I'équation ax + Sy + vz + J = 0 est une équation cartésienne de ce plan.
Notons que cette caractérisation n'est pas unique puisque, par exemple, 2cx 4+ 28y + 2vz + 26 = 0
est aussi une équation cartésienne du méme plan.
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Théoreme Tout plan P de I'espace R admet une équation cartésienne de la forme  ax + By +
Y24+3=0 ol (a,8.7,0) € RY, avec (a, B,7) # (0,0,0).

De plus, 77 = (o, 3,7) est un vecteur normal a P.

On peut aussi remarquer que pour définir un plan P de I'espace R?, il suffit en fait d'un point
A(xa,yA,2z4) appartenant a P et de deux vecteurs non colinéaires 4 = (zz, Yz, 2z) et U = (23, Yz, 25)
de P. Ces deux informations permettent notamment d’obtenir une représentation paramétrique de P :

Théoreme Un point M(x,y, z) appartient au plan
P si et seulement si il existe deux réels X\ et p tels
que

T = xa+Azg+pxg

Yy = ya+Ayztpyg

z = za+Azg+pzg

On peut bien siir passer d'une forme (cartésienne ou paramétrique) a I'autre, comme on a su le faire
pour les droites dans R?.

Exemples

e Supposons que le plan P est défini par son équation cartésienne 2x —y + z = 2. On va en
chercher une représentation paramétrique. On peut pour cela choisir 3 points de P. Par exemple :
A = (1,0,0), B = (0,-2,0) et C = (0,0,2) satisfont tous I'équation cartésienne de P. Tout
point M (x,y, z) de P peut donc s'exprimer sous la forme M = A + )\1@ + u@. Or zﬁ =
(—=1,-2,0) et AC = (—1,0,2). D’odl les équations paramétriques :

r = 1=-A—pu
y = —2) A €R
z = 2u

ou encore : P ={(1 — X —p,—2X,2u), avec A\, u € R}

e Considérons maintenant un plan P défini sous une forme paramétrique P = {(2 — X+ pu, 1 + A\ +
2u, =142 —p), avec \,u € R}. Enposantx =2 —A+p, y=1+A+2petz=—-1+2X—p,
on peut chercher a combiner ces 3 relations pour éliminer A et u. Par exemple, on peut voir dans
un premier temps que x +y = 3+ 3 et que 2x + z = 3+ p. Autrement dit : 3uy =z +y—3 et
3u=302x+2—-3). Dot x+y—3 =6x+3z—9, que I'on peut simplifier en 5x —y+3z =16 :
c’est une équation cartésienne de P.

3.3.3.2 Intersection de deux plans dans I'espace R?
Théoreme Deux plans P et P’ sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux 7i et

n’ sont colinéaires, c'est-a-dire i A n/ = 0. lls sont alors confondus (et possedent une infinité de
points communs) ou strictement paralléles (et n'ont aucun point commun).
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Lorsque P et P’ ne sont pas paralléles, ils possedent une infinité de points communs : leur inter-
section est une droite de R? ayant pour vecteur directeur 7 A 7@’ (puisque ce vecteur est orthogonal
a 7, donc appartient a P, et est également orthogonal a 7/, donc appartient aussi a P’).

3.3.3.3 Intersection d’une droite et d’un plan dans I'espace R?

Théoreme Un plan P et une droite D sont paralléles si et seulement si le vecteur directeur d de
D est perpendiculaire au vecteur normal 72 de P, c'est-a-dire d- it = 0. lls sont alors strictement
paralleles (et n'ont aucun point commun), ou bien D C P (et il y a une infinité de points communs :
tous les points de D).

Lorsque le plan P et la droite D ne sont pas paralleles, ils posseédent un unique point d'intersection.
On peut déterminer ses coordonnées en remarquant qu’elles vérifient simultanément les équations
définissant P et D (systéme de 3 équations a 3 inconnues).

3.3.3.4 Distance entre deux points dans I'espace R

Théoreme Soient A et B deux points de I'espace R3. La distance entre ces deux points est égale
a la longueur du vecteur AB :

d(A,B) = || AB|| = v/ (@5 — 24 + (45 — ya)® + (25 — 24)°

3.3.3.5 Projection d’un point sur un plan - distance d’un point a un plan

Définition Soient P un plan de R? et M un point
de R3. On appelle projeté orthogonal (ou projec-
tion orthogonale) de M sur P le point d'intersec-
tion H entre le plan P et la droite perpendiculaire
a P passant par M.

Définition La distance d'un point M a un plan P est la distance la plus courte entre M et un
point appartenant a P.
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Théoreme La distance du point M au plan P correspond a la distance entre M et son projeté
orthogonal H sur P.

Si I'équation de P est ax + By + vz + 8 = 0 ol («, 8,7,6) € R* et (o, B,7) # (0,0,0), et si M
a pour coordonnées (xg, Yo, z0), alors la distance de M au plan P vaut :

0+ BYo + 720 + 0

Va2 + B2 442

d(M. P) = |[3IH|| = 12

Exemples Le point H, projeté orthogonal du point M sur le plan P, est entiérement caractérisé par
les deux propriétés : MH | P et H € P. On peut traduire ces propriétés par des équations :

— MH 1 P signifie par exemple que J\ﬁ[fﬂl =0 et MH.uy =0, ou i et ts sont deux vecteurs
de P linéairement indépendants. Ou encore que ]\ﬁ] est colinéaire 3 70, un vecteur normal & P (et

donc]\ﬁl/\ﬁzﬁ.

— H € P signifie que H vérifie I'équation (cartésienne ou paramétrique) de P.

e On suppose ici P = {(t +s+1,—t+ 25,2t — s — 1), avect,s € R} (forme paramétrique) et
M = (2,0,—1). On peut ré-écrire P = {(1,0,—1) +t(1,—1,2) + s(1,2,—1), avect,s € R} :
P est donc le plan passant par le point (1,0, —1) et engendré par les vecteurs iy = (1,—1,2) et
iy = (1,2, —1). Notons (x 1, ym, 21) les coordonnées de H. La condition M H.i; = O revient a
(g — 2,yg,zg + 1).(1,—1,2) = 0, c'est-a-dire vy — yg + 2z = 0. De méme, ]\ﬁ[.ﬁg =0
revient a (xp — 2,ym, 2 +1).(1,2,—1) =0, c'est-a-dire vy + 2y — zg = 3. De plus, H € P
signifie qu'il existe une valeur de t et une valeur de s telles que xpp =t+ s+ 1, yg = —t + 2s
et zg = 2t — s — 1. La relation xg — yg + 225 = 0 devient donc 6t — 3s = 1, et la relation
x4+ 2y — 2z = 3 devient —3t+6s = 1. En résolvant ce systéme de 2 équations a 2 inconnues,
on obtient t = s = 1/3. On en déduit immédiatement H = (5/3,1/3,—2/3).

e Pour le cas précédent, on aurait aussi pu raisonner de la facon suivante. i1 Aty est perpendiculaire
a U et a iy, donc au plan P. Ainsi iy Ny = (—3,3,3), ou plus simplement it = (—1,1,1) est un
vecteur normal a P. m = (zg —2,ymH, zg + 1) doit étre colinéaire a 7i, donc on a par exemple
—xg+2=yy etyg = zg + 1. Par ailleurs, H € ‘P donc il existe une valeur de t et une valeur
de s telles que xg =t+ s+ 1, yg = —t+2s et zg = 2t — s — 1. La relation —xg + 2 = ygy
devient donc 3s = 1, et la relation yg = zi + 1 devient 3t — 3s = 0. On obtient donc a nouveau
t=s=1/3 et on retrouve H = (5/3,1/3,-2/3).

e On suppose maintenant que P est le plan d'équation cartésienne 2x —y+2—1=0et M =
(1,—2,0). Le vecteur W= (2,—1,1) est donc perpendiculaire a P. ]\ﬁ[ =(zg—1,yg +2,2m)
doit étre colinéaire a 7, donc on a par exemple vy — 1 = —2(yg +2) et yg +2 = —zg. De
plus, H € P donc 2z — yg + zg — 1 = 0. On a ainsi un systéme de 3 équations a 3 inconnues
X, YH, ZH, dont la résolution méne a H = (0,—-3/2,—1/2).
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Chapitre 4

Fonctions d’une variable réelle

4.1 Définitions générales - Vocabulaire

4.1.1 Fonctions, applications, images et antécédents

Définition  Une fonction est la description d'une relation entre les éléments de deux ensembles
A et B. En général, la notation mathématique utilisée pour définir une fonction est du type :

fr A — B
r — y=f(z)
e A est appelé I'ensemble de départ et B I'ensemble d’arrivée.
e y est I'image de x par f.

e 1 est un antécédent de y par f.

Dans la définition ci-dessus, on dit bien “l'image” et non pas “une image”, car une fonction associe au
plus une image a tout élément de I'ensemble de départ.

On a écrit aussi “un antécédent” et non pas “l'antécédent”, car une valeur y dans B peut avoir 0, 1
ou plusieurs antécédents.

Exemple https://www.youtube.com/watch?v=YsZ | 1:_ |
On considére la fonction f(x) = 2. AR MY
L'image de x = 2 par f est y = 4. 4
y = 0 a un seul antécédent x = 0. +1
y = 3 a deux antécédents x1 = —/3 et x9 = V3. ;
y = —2 n’a pas d’antécédent. by

i

— = 1 v ' . = B
B B 7B FdDFA, 12 AEETIE

i 2
P =

Définition  Une application est une fonction pour laquelle tout élément de I'ensemble de départ
a une et une seule image.

Bien qu’on ait souvent tendance a employer indifféremment les deux termes “fonction” et “application”,

il y a donc en toute rigueur une différence. Pour une fonction, il peut exister des éléments de |'ensemble
de départ qui n'ont pas d'image.
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Exemple La fonction
fr R — R
x — y=1/x

n'est pas une application, car I'élément x = 0 n’a pas d’'image par f.
Par contre, la fonction
g: R — R
x — y=1/z

est une application car chaque élément de I'ensemble de départ a une et une seule image.
Ceci nous ameéne donc naturellement a la notion de domaine de définition.

Définition Le domaine de définition d'une fonction f est I'ensemble des valeurs = pour lesquelles
f(z) est définie. Autrement dit, il s'agit des valeurs de x pour lesquelles on peut calculer f(z). Il
est souvent noté Dy.

Pour la plupart des fonctions, déterminer le domaine de définition revient a trouver les valeurs de x
pour lesquelles le calcul de f(z) ménerait a I'une des impossibilités suivantes :

e diviser par 0

e prendre la racine carrée d'un nombre strictement négatif (ou plus généralement, prendre la puis-
sance non entiere d'un nombre négatif, car on la calcule par la formule z® = e®!1%)

e prendre le logarithme d'un nombre négatif ou nul

-'lE Exemple https://www.youtube.com/watch?v=Kg6A-Kctdvo Soit f(x) = ln(12$—;21)
: Ne pas diviser par 0 implique que 1 — 2> # 0, c'est-a-dire v # 1 et x # —1.

Ne pas prendre la racine carrée d'un nombre strictement négatif implique que 1 — 2> > 0, c'est & dire
x € [-1;1].

Ne pas prendre le logarithme d’un nombre négatif ou nul implique que 2x +1 > 0, c'est-a-dire x > —%.
Les valeurs de x vérifiant ces 3 conditions forment le domaine de définition Dy =] — 3;1].

4.1.2 Quelques propriétés courantes des fonctions

Définition On dit qu'une fonction est :

o affine si elle est de la forme f(x) = ax +b ol @ et b sont des constantes fixées. Sa représentation
graphique est une droite, croissante si a > 0, horizontale si a = 0 et décroissante si a < 0. a est
la pente ou encore le coefficient directeur.

e linéaire si elle est de la forme f(x) = az ol a est une constante. Sa représentation graphique
est une droite passant par I'origine (0,0). C'est un cas particulier de fonction affine.

e polynomiale si elle est de la forme f(z) = apz™+an_12" ' +---+a121+ag ol an, an_1,...,ao
sont des coefficients fixés. n est I'ordre du polynéme. Si n = 2 (polyndme d’ordre 2), sa
représentation graphique est une parabole (comme la fonction y = x2 précédente).

e trigonométrique si c'est une combinaison linéaire des fonctions trigonométriques élémentaires
(sinz, cosz, tan z).
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Définition Une fonction est :

e paire si et seulement si elle vérifie f(—x) = f(z) pour tout x € Dy. Sa courbe représentative est
alors symétrique par rapport a la droite verticale z = 0 (c’est a dire |'axe des ordonnées).

e impaire si et seulement si elle vérifie f(—x) = — f(x) pour tout = € Dy. Sa courbe représentative
est alors symétrique par rapport au point (0,0). En particulier, si f est définie en 0, on a f(0) = 0.

e périodique de période 1" (on dit aussi 7-périodique) si et seulement si elle vérifie f(z + 1) =
f(z) pour toute valeur z. Sa courbe représentative est alors un motif de largeur 7" qui se reproduit
identiquement a lui-méme.

Exemples
o f(x) = 2% + 1 est une fonction paire, car f(—z) = (—x)?> +1 =224+ 1= f(x).
e g(x) = 23 est une fonction impaire, car g(—z) = (—x)3 = —2% = —g(z).

e h(x) = tan(z) est une fonction m-périodique, car

sin(x +m7) —sinz sinz

(z+m) cos(r+m) —cosx cosw e (z)
L sin(—z) —sinx
De plus, h est impaire car h(—z) = = = —tan(z) = —h(x)
cos(—x) cos

Y by )
P f((

Définition Soit f une application de F vers F'. f est :

e croissante sur E si et seulement si Va1 € E,Vze € E, (21 < 0 = f(z1) < f(22))

e strictement croissante sur E si et seulementsiVay € E,Vxe € E, (21 < 9 = f(x1) < f(x2))

e décroissante sur E si et seulement si Va; € E,\Vag € E, (21 < 22 = f(z1) > f(x2))

e strictement décroissante sur F si et seulementsiVa; € E,Vzo € E, (21 < o0 = f(z1) > f(x2))

e (strictement) monotone sur E si et seulement si elle est (strictement) croissante ou (stricte-
ment) décroissante sur E.

Définition Soit f une application de E vers F. f est :

e majorée sur E si et seulement si il existe un réel M tel que f(x) < M pour tout z € E. M est
un majorant de f sur E.

e minorée sur F si et seulement si il existe un réel m tel que m < f(x) pour tout € E. m est
un minorant de f sur E.

e bornée sur E si et seulement si elle est majorée et minorée sur F.
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4.1.3 Composition de fonctions

Définition Soit f une fonction de I'ensemble A vers I'ensemble B, et g une fonction de I'ensemble

B vers I'ensemble C : A L B i> C

On appelle fonction composée, notée g o f, la fonction définie par (go f)(z) = g(f(z)).

Cette fonction va donc de I'ensemble A vers I'ensemble C : A M C

Exemple Soient les 2 fonctions f(x) = x? et g(x) = \/x. Leurs domaines de définition sont Dy = R
et D, = RT = [0, +ool[. Alors :

e fog est définie sur RT etona (fog)(x) = (9(x))? = (V)2 =2
e go f est définie sur R (car f est définie sur R et f(z) est toujours dans Rt ) et on a (go f)(x) =

V@) =V = la

Une erreur fréquente consiste a confondre fog, go fet f xg.

Exemple Soient les 2 fonctions f(x) = 22 et g(x) = 2z + 1, définies sur R. On a :
o (fog)(a) = flg(2) = (9(2))* = (20 +1)* = 42’ + 4z + 1
(90 f)z) =9(f(x)) =2f(x) +1 =227 +1
o (f x9)(x) = f(x)g(x) = 2?2z + 1) = 22° + 2

Dérivée d’une fonction composée Soit f une fonction définie et dérivable en un point a, et g
une fonction définie et dérivable au point f(a). Alors g o f est définie et dérivable en a, et

(g0 £)(a) =g'(f(a)) f'(a)

Exemple La fonction /12 + 1 est la composée des fonctions f(x) = 2%+ 1 et g(x) = \/x. Sa dérivée

vaut donc
(VaE51) = U@ @) = s ) =

4.2 Plan d’étude d’une fonction

On rappelle ici rapidement la démarche a suivre pour étudier une fonction, et on l'illustre par un
exemple simple. Les diverses notions mises en jeu seront détaillées dans la suite du chapitre.

4.2.1 Les différentes étapes

Les étapes de I'étude d'une fonction f sont les suivantes :

1. Déterminer le domaine de définition Dy.
Les points a regarder : ne pas diviser par 0, ne pas prendre la racine carrée d'un nombre strictement
négatif, ne pas prendre le logarithme d’'un nombre négatif ou nul...

2. Etudier la parité ou la périodicité de f, et réduire éventuellement le domaine d'étude.
Si f est paire ou impaire, il suffit de I'étudier sur la partie positive de Dy, et on complétera par
symétrie. Si f est périodique de période T, il suffit de I'étudier sur un intervalle de longueur T,
et on complétera par périodicité.
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3. Calculer les limites aux bornes du domaine d'étude.
Il peut éventuellement y avoir des “formes indéterminées” (cf §4.4.2).

4. Calculer la dérivée f’ et déterminer son signe.
Attention au domaine de définition de f' (le “domaine de dérivabilité”), qui peut éventuellement
étre plus petit que Dy s'il existe des points ot f n'est pas dérivable.

5. Dresser le tableau de variations de f et vérifier qu'il est cohérent.
Ce tableau résume les informations sur le domaine de définition, les limites, le signe de la dérivée
et les sens de variation de f. Son contenu doit étre cohérent.

6. S'il y a une ou deux branches infinies, c'est-a-dire si liril f(z) = oo, étudier I'existence
T—r 00

éventuelle d'asymptotes obliques, et le cas échéant la position de Cy, la courbe représentative
de f, par rapport a I'asymptote (cf §4.7).

7. Tracer Cy.

Attention a la cohérence entre les différents éléments de I'étude de fonction. Par exemple, si la fonction
est croissante sur [0; +oo[ et que I'on trouve une limite —co en & — 400, il y a un probléme quelque
part. De méme, si on trouve un domaine de définition égal a [—1;1], on ne doit pas chercher la limite
en +o00. Bref : &tre vigilant a la cohérence entre limites / variations / dessins / domaine de définition.

4.2.2 Représentation graphique

On place sur la figure les éléments suivants :
e asymptotes éventuelles (verticales, horizontales, obliques);
e tangentes horizontales (c.a.d. la ou la dérivée s’annule);

e tangentes verticales (c.a.d. la ou la fonction est définie et continue mais ou la dérivée n'est pas
définie — voir la remarque plus bas);

e quelques points particuliers (par exemple pour x = —1,0,1) avec leurs tangentes locales;
e on relie avec soin les points en tenant compte des éléments précédents.

En bref, le dessin doit étre un résumé de |'étude de fonction et doit contenir toute I'information étudiée.

Remarque au sujet des tangentes verticales Les tangentes verticales se rencontrent lorsque le
domaine de définition de f’ n'est pas le méme que celui de f, autrement dit s'il existe un ou plusieurs
points en lesquels f est continue mais pas dérivable. Par exemple, si on considere la fonction f( ) =

z(x — 1), son domaine de définition est | —oo; 0]U[1; +-00]. Sa dérivée est f/(x) = (22—1)/y/z(z — 1)
et f’ est définie sur | — oo; 0[U]1; 4+00[. En 0 et en 1, f est définie (et continue) mais pas dérivable, et
en ces points la fonction admet des tangentes verticales.

Tangentes et asymptotes sont deux notions différentes. Voir la remarque a ce sujet au §4.7.4.

4.2.3 Exemple

3

x
Etude de la fonction f(z) = W https://www.youtube.com/watch?v=M5Rd_AqzIvY
CL’ J—

1. Domaine de définition
f(x) est défini dés lors que I'on ne divise pas par 0, c'est-a-dire pour x — 1 # 0. Donc :

Dy =R\ {1} =] = 00; 1[U]1; +o0]
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2. Parité, imparité, périodicité
3 3
—x x
—x) = ——— = — —— qui est différent de +f(xz). Donc f n’est ni paire ni impaire.
f(==) =y TEEEh f(z) f P p
De plus, elle n'est pas périodique. Le domaine d'étude ne peut donc pas étre réduit.

3. Limites aux bornes du domaine d'étude

x> 3

X
pr— pu— — 'D :1- - _ t 1‘ :+
B s e =~ LA Ll

e Quand z — 1, ( —1)2 — 0T et 23 — 1. Donc lirri f(z) =400
T—r

4. Calcul de la dérivée et détermination de son signe

2
On calcule f/(z) = m Son signe est déterminé en dressant un tableau de signes :
z —00 0 1 3 +o00
z? + 0 + + +
r—3 - — - 0 +
(z —1)3 - - 0 + +
f(x) + 0 + || - 0 +

5. Tableau de variations
Les informations précédentes peuvent étre résumées dans le tableau ci-dessous. On y ajoute les
valeurs particulieres f(0) = 0 et f(3) = 27/4.

T —00 0 1 3 ~+00
f(x) + 0 + I - 0 +
+ool| +o00 +o0
f(z) o | pY /
—oo | 27/4

6. Recherche des asymptotes
La droite x = 1 est asymptote verticale.
La fonction f comporte des branches infinies. Pour rechercher les éventuelles asymptotes obliques,
on peut transformer |'expression de f (on verra aussi une méthode générale de détermination des
asymptotes au §4.7.Ona: (z—1)3 =23 -322 +3z—1. Donc 2® = (z — 1)> + 322 -3z +1 =
(x—1)2+3@?-20+1)+3r—2= (2 —1)3+3(x — 1) + 32 — 2. En divisant par z — 1)2, on
3x — 2 3x — 2
(x—1) (x —1)2
on peut en conclure que la droite D d'équation y = = + 2 est asymptote oblique a C; en oo.
Pour connaftre la position de D par rapport a C¢, on détermine le signe de la différence entre

3 — 2 ) . o
m qui est positif en 400 et négatif en —oo. Donc

Cy est au-dessus de D en 400, et en-dessous de D en —oo.

en déduit que f(x)=z+2+ 5 Puisque tend vers 0 quand z tend vers +o0,

leurs deux équations : f(z) — (z + 2) =

7. Représentation graphique
On place sur la figure les deux asymptotes (une verticale et une oblique), les tangentes horizontales
en z =0 et x = 3, et on trace la courbe de facon cohérente avec le tableau de variations.
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A

E
]
-7
6
-5
-4
E
-2
E
o
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

4.3 Fonctions usuelles

On désigne par fonctions usuelles les fonctions élémentaires utilisées trées fréquemment dans tous
les domaines scientifiques : polyndmes, fonctions puissance (racine carrée, fonction 1/x...), logarithme
et exponentielle, fonctions trigonométriques (sinus, cosinus, tangente). Les différentes propriétés de ces
fonctions doivent étre parfaitement connues, et leur manipulation doit &tre maitrisée.

Des rappels sont disponibles en Annexe B pour les polynomes, Annexe C pour les fonctions puissance,
Annexe D pour les fonctions trigonométriques, et Annexe E pour logarithme et exponentielle.

4.4 Calcul de limites

4.4.1 Limites en un point z; € R et limites en +00

Définition Soit f une fonction a valeurs dans R, et soit 2y un point de son domaine de définition,
ou une extrémité de son domaine de définition.

e La limite de f en z( (ou encore : la limite de f(x) quand z tend vers x() est égale a un réel ¢
si et seulement si f(xz) se rapproche aussi prés de ¢ que l'on veut si I'on prend z suffisamment

proche de xg. On note alors : lim f(x) = /.
T—T0

e La limite de f en xy (ou encore : la limite de f(x) quand = tend vers x() est égale a +oo si et
seulement si f(x) devient aussi grand que I'on veut si I'on prend x suffisamment proche de x.
On note alors : lim f(z) = +oo.

T—x0

e On a de la méme facon xlgl; f(z) = —oo si et seulement si f(x) devient aussi négatif que I'on

veut si I'on prend x sufFisaernent proche de zg.

e Si aucun des cas précédents ne s’applique, f n'admet pas de limite en x.
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Exemples e Courbe noire : f(x) = 2® — 2z 41

Dy =Ret lim f(z) =2° —2x2+1=6.
T—2
e Courbe rouge : f(x) =z Inz
Dy =]0; +oo[ et on verra que liH(l) f(z)=0.
T—

1
e Courbe verte : f(x) = —

x
Dy =]0;+o00[ et lim f(x) = +o0.
z—0

e Courbe bleue : f(z) =Inz
Dy =]0; 00| et lir% f(z) = —o0.
T—r

La notion de limite est également importante au voisinage de I'infini (i.e. quand z tend vers +00).
Définition
e f admet une limite ¢ en oo si et seulement si f(x) se rapproche aussi prés de ¢ que I'on veut
si I'on prend z suffisamment grand. On note alors : lim f(z) = /.
r—+00

La courbe de f admet donc une asymptote horizontale d'équation y = £ en +o0.

e On a bien siir la méme chose en —oo.
e On peut également avoir une limite valant +0co quand z tend vers tooc.

e Enfin, si aucun des cas précédents ne s'applique, on dit que f n'admet pas de limite en +oc0.

Exemple -
/
I~

222 + si -
e La fonction f(z)= % (courbe rouge) ~— | 1 | |
vérifie lim f(x)=2. -
z—+oo

5 -4
en +oo.

s
\ \
. . , .. \
e La fonction sinxz (courbe bleue) n’a pas de limite A— 44—+ Fo—+—— gU

4.4.2 Opérations sur les limites et formes indéterminées

Théoreme Les opérations algébriques usuelles s’appliquent aux limites finies, ce qui signifie que,
si lim f(z) =/¢ € R et lim g(x) = ¢’ € R (avec a fini ou infini), alors
r—a Tr—a

lim af(z) = al (Va € R) igr(lz(f+g)(x):€+€/ lim (fxg)(z) =4/ lim z(az):£ (si ¢/ #0)

z—a z—a z—a g v

Pour des limites infinies (ou pour ¢/ = 0 dans le cas de la division), les mé&mes régles s'appliquent mais

on rencontre parfois des cas indéterminés. Ce sont les cas du type (en notant symboliquement) :
0 oo 0

+o00—-00, 0xo00, =, —, 00,
0" o0

100
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Exemples

° linbm Inx est un cas indéterminé du type 0 x oo (cette limite est en fait égale a 0)
T—>

° lil}: e® — z% est un cas indéterminé du type +00 — 0o (cette limite est en fait égale & +00)
Tr—r+00

. sin2zx L y 0 .. y R
. lm% 5— est un cas indéterminé du type 0 (cette limite est en fait égale a +00)
T— xT
. 422 — 1 ., ., 00 .. y \
e lim ————— estun cas indéterminé du type — (cette limite est en fait égale 3 4)
z—+oo x4 4+ + 1 00

o lirf 2/ est un cas indéterminé du type oo  (cette limite est en fait égale 4 1)
T—>+00

° lirf <1 + > est un cas indéterminé du type 1°°  (cette limite est en fait égale a e)
T—r+00 X

4.4.3 Quelques outils pour traiter les cas indéterminés

Déterminer si la limite existe, et si oui quelle est sa valeur, dans les cas indéterminés demande toujours
un travail spécifique. Bien qu'il n'y ait pas de “recette miracle” pour cela, les méthodes listées ci-dessous
permettent de résoudre la plupart des cas fréquents.

R . . . -y A P
Limite d’une fraction rationnelle (c'est-a-dire la division de deux polynémes f(x) = QE:U;) :
x
P
e si on est dans le cas lim (2) = g, factoriser P et () par leurs termes de plus haut degré
o Qa) oo
, . P 0 .
e sion est dans le cas lim (z) = —, factoriser P et @ par (z — x9)
z—=zo Q(z) 0
3 2
-2 1
Exemple lim % est de la forme indéterminée —. Si I'on factorise par les
z—oo % — =+ 2 00

termes de plus haut degré :

392241 2%(1-2+4%) 11-2+% 1
ac4 x2+ = 4( T x;):f T ””; 0x - =0 quand x —

Multiplication par la quantité conjuguée En cas d'indétermination du type "4+o00 — 0"
impliquant des racines carrées, la multiplication par la quantité conjuguée permet souvent de lever
I'incertitude.

Rappel : la quantité conjuguée de A+ B est A — B, la quantité conjuguée de A — B est A+ B. Leur
produit vaut donc A*> — B2.
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I'on divise par la quantité conjuguée, on obtient :

(\/x2+x+1—\/x2—w+1) <\/3:2+x+1+\/3:2—x+1)
Ve +x+1+vVa2 —x+1

(> +2+1)— (22 —2+1)

Va2+z+1+Va2—x+1

Va2t oz +1l—V2—z+1 =

_ 2x
Vi+z+1+vVa?2—z+1

_ T 2
Va2 1+ 1/z+1/22 + /1 —1/z + 1 /22
T 2

[] V1+1/z+1/22 4+ /1 - 1/z + 1/22

Dot lim \/:L’2+m+1—\/1:2—3:—|—1:1 et lim \/x2—|—a:—|—1—\/:v2—:v—|—1:—1.
T—r+00 T—>—00

Comparaison des fonctions logarithmes, puissances et exponentielles La regle des
croissances comparées indique que :

Bz
Ya > 0, V3 > 0, lim e—:—l-oo lim z®e P =0
T—+o0 ¢ T—+00
1 B
(Inz) =0 lim z%(Inz)’ =0
z—=+oo ¥ xz—0+

Exprimé en langage courant : en cas d'indétermination dans le calcul d'une limite, |'exponentielle impose
sa limite a la fonction puissance, et la fonction puissance impose sa limite au logarithme.

Exemple

° lin% zlnx =7 Cette limite est de la forme indéterminée 0 x oo.
T—r

C'est la fonction puissance (c.a.d. ici x) qui va dominer et donner la limite. Donc

lim zInz = 0.
z—0

° 11111 2% e =7  Cette limite est de la forme indéterminée oo x 0.
T—r—+00

C'est la fonction exponentielle (c.a.d. ici e™") qui va dominer et donner la limite.

Donc lim z3 e ® =0.
Tr—400

Deux erreurs sont fréquemment commises dans |'utilisation de cette régle, en se référant de facon trop
approximative a son énoncé “en langage courant”.
e Ne pas oublier que cette régle ne s'applique qu'en cas d’'indétermination. Il faut donc bien vérifier

qu'on est dans un tel cas.
Considérons par exemple lirr%) z2e® . Cette limite se calcule directement, car il n'y a pas d'indétermination :
r—r

22 — 0 et e — €% = 1. Donc le produit tend vers 0 x 1 = 0.

Si I'on avait appliqué (alors que ce n'était pas justifié) la régle de comparaison des fonctions
puissance et exponentielle, on aurait conclu a tort que c'est I'exponentielle qui donne la valeur
de la limite, et donc que la limite vaut 1.
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e Bien se ramener aux cas indiqués dans le théoreme. Ainsi on peut conclure a tort sur la valeur
d'une limite en disant que “I'exponentielle I'emporte sur la puissance”, alors que le contenu de
I'’exponentielle est en fait une fonction compliquée. Autrement dit, par exemple en +00, on n'a

u(z)
e

pas forcément lim —— = 400, méme si u(x) — +oo quand x — +o0.
r—+o00 &I

31n(2 -1
On montre ainsi par exemple que lim exp (3 In( —;— \/E) )
xr——+00 X

utilisation trop “expéditive” de la régle des croissances comparées aurait conclu.

= 0, contrairement a ce qu'une

Taux d’accroissement et dérivées On rappelle la définition de la dérivée (on y reviendra au §4.6)

d'une fonction f en un point a : f'(a) = lim M
T—a Tr—a

. On peut parfois utiliser cette définition pour

trouver la valeur de la limite dans des cas indéterminés du type 0 en remarquant que |'expression dont

- . . v z)— f(a
on cherche la limite est justement un taux d’accroissement, c'est-a-dire de la forme M
x—a
E Exemples
X . oo/ —1
e lim ——— 7 https://www.youtube.com/watch?v=ggKRwnh9WOc

z—=1 x—1

Cette limite est de la forme —. Si I'on pose f(x) = z\/z = x/2, on reconnait le taux d’accrois-

sement M Donc la limite recherchée vaut f'(1). lci f'(z) = 5331/2_ Donc finalement -
x J—
I zy/x—1 3
:cl—>lnl r—1 o 2
1'2 +x 0
e lim ——— 7 Cette limite est de la forme —.
z—01 —cosx 0
2
e+ xT xr —
O P —_— — 17:_ 17 0215/'
9 1 cos (z+1) 1 —cosx (@ + )cosx—COSO (car cos 2) o P
— 0
g(x) = cosz, on a donc lim CoST = CO8T _ ¢d(0)=—sin0=0. D'ou lim T tx —

z—0 z—0 xz—01 — cosx

On peut noter trois résultats importants qu'on démontre par cette méthode, a connaitre
par coeur :
sinx In(1 + z) . et —1

lim =1 lim =1 lim
z—0 X x—0 xX x—0 xX

=1

N SipA - R ) N . 0
Regle de L'Hopital Cette regle permet de résoudre des formes indéterminées du type o o > Son
00

énoncé est le suivant :

Théoreme Soient f et g deux fonctions définies et dérivables au voisinage de a (mais pas forcément
en a), a pouvant étre réel ou infini. Si lim f(z) = lim g(z) =0 ou lim f(z) = lim g(x) = fo0,
T—a r—a r—a T—a

et si lim () existe, alors lim @ = lim fl(ﬂ.
i g (a) e g(x) =0 g(2)
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e — cosx

Exemple lm ——— =7
z—0 3sinzx

2 = 3sinx, on peut vérifier que les hypothéses du théoréme

+ sinx et ¢'(x) = 3cosxz. Donc la limite recherchée vaut

En posant f(x) = e** — cosz et g(x)
2621

sont bien satisfaites. On a f'(x) =

f'(0)/4'(0) = 2/3.

Beaucoup d'étudiants aiment utiliser cette regle quasiment systématiquement. Ne pas oublier que les
autres méthodes vues précédemment sont parfois bien plus simples.

Par ailleurs, dans le cas — et lorsque a n'est pas infini, cette régle n'est en fait qu'une utilisation directe

de la technique des taux d'accroissement. En effet :

@) _f@) =0 _ f@)-f@) _f@)-f@) z-a [
g(@) gl@) -0 gl@)—gla) z-a g -ga g

quand £ — a

4.5 Continuité
La continuité est une notion assez intuitive. Elle correspond au fait de “tracer sans lever le crayon” la
courbe représentative d'une fonction. Sa définition formelle est la suivante :

I Définition Une fonction f est continue en un point ¢ de son domaine de définition si et seulement

si lim /() = f(a)

Exemples

e [a plupart des fonctions usuelles sont continues en tout point de leur 1 2
domaine de définition : polynémes, fonctions trigonométriques, logarithmes, 1 |
exponentielles. . . q e

e La partie entiere d'un réel x, notée E(x), est lentier relatif
immédiatement inférieur ou égal a x (cf dessin ci-contre). Cette fonction =
est discontinue en tout point a € 7.

Définition Une fonction f est continue sur un intervalle ouvert |a, b[ si et seulement si elle est
continue en tout point de cet intervalle.

Théoreme Soient deux fonctions f et g, et a un réel.
e Si f est continue en a, alors A f est continue en a, pour tout réel A.
e Si f et g sont continues en a, alors f 4 g et f X g sont continues en a.
e Si f est continue en a et g est continue en f(a), alors g o f est continue en a.
Avec ce théoreme et la continuité des fonction usuelles, on démontre la continuité de la plupart des
fonctions que I'on a a étudier.

2|z|
1+

Exemple On considére la fonction f(x) = In < 2), qui est définie sur R*. x — || est continue

est continue sur R (composée de g1(x) = 1/z et de go(x) = 1 + 22 qui ne

2]]

+ 22

sur R*, et v — —
1+ 2

s’annule pas). Donc (par produit) © — 1

est continue sur R*, et a valeurs dans R’ . Donc, par

2||

1+ 22

composition avec le logarithme qui est continu sur R* , x — In < ) est continue sur R* .
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4.6. DERIVABILITE ET TANGENTES A UNE COURBE

4.6 Dérivabilité et tangentes a une courbe

4.6.1 Définitions

G lim f(z) = f(=0)

I Définition Soit f continue sur un intervalle 1. Soit g € I. f est dérivable en x( si et seulement
T—T0 T — X0

existe. Cette limite est notée f’(z() et est appelée dérivée de [ en x(.

Remarque Les définition suivantes de la dérivée sont
équivalentes a la définition précédente :

f(zo+h) — f(z0)

f(xo) = lim N
. flwo+h)— f(zo—h)
) 2h

Interprétation graphique La dérivée f'(xq) est la pente
de la tangente a la courbe représentative de f en x(. Dans le 7
dessin ci-contre, la tangente a Cf au point A est en rouge, et est 0

la limite quand h tend vers O de la droite verte correspondant
3 la pente 7f(xo+h,2_f(z°).

Xo Xo+h
P

Définition f est dérivable sur un intervalle I si et seulement si elle est dérivable en tout point
de I.

Une erreur classique est d'affirmer que la continuité implique la dérivabilité. Toute fonction continue
mais non dérivable illustre que ceci est faux, comme par exemple la fonction valeur absolue en x = 0.

Dérivées successives En dérivant plusieurs fois de suite une méme fonction, on définit ses dérivées
successives : dérivée seconde, dérivée troisiéme. . .

f// _ (f/)/ f(3) — (f//)/ o f(n) _ (f(n—l))/

4.6.2 Tangente a la courbe représentative d’'une fonction

Soit une fonction f continue et dérivable dans un voisinage d'un point xg. On peut facilement déterminer
I'’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point xg. En effet, il s'agit d’une droite,
donc son équation est de la forme y = ax + b. De plus, on a vu que sa pente est égale a la dérivée en
xo : a = f'(xg). Enfin, le point (z¢, f(xo)) appartient a cette droite. Donc f(z¢) = f'(x¢) o + b, d'ol
la valeur de b.

Finalement, I'équation de la tangente au point zq est : y = f(x0) + f'(w0)(x — x0).

4.6.3 Opérations sur les dérivées

Théoréme
e Si f et g sont dérivables en a, alors f + g aussi et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
e Si f et g sont dérivables en a, alors f x g aussi et (f x g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d (a).
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1
72

L . 1\’
La dérivée de la fonction inverse est <> =
T

Si f est dérivable en a et et g est dérivable en f(a), alors go f est dérivable en a et (go f)'(a) =

g'(f(a)) f'(a).
Si f et g sont dérivables en a et si g(a) # 0, alors <§> (a) = gt

a) — f(a)g'(a)
9*(a)
Si f est bijective d'un intervalle I vers un intervalle J, si f est dérivable en a € I et si f/(a) # 0,

alors f~! est dérivable en b = f(a) et (f~1)'(b) = f,(f_ll(b)) :

Démonstration  Tous ces résultats peuvent étre démontrés trés simplement en revenant a la définition
de la dérivée comme limite d’un taux d’accroissement. O

Un formulaire sur les dérivées (opérations et fonctions usuelles) est disponible en Annexe G.

4.6.4 Dérivée, sens de variation, extrema

Théoreme Soit une fonction f continue sur un intervalle I, et dérivable au point x( € I.
e si f/(zg) > 0, alors f est croissante dans un voisinage de xg

e si f/(zg) <0, alors f est décroissante dans un voisinage de xg

Ce résultat bien connu explique I'importance qu’il y a a déterminer le signe de la dérivée lors de I'étude
d'une fonction, afin de décrire ses variations.

Théoreme Soit f une fonction définie dans un voisinage d'un point a. Si f présente un extremum
local en a et si f est dérivable en q, alors f'(a) = 0.

. ;. .. , . . ’ J— }
Si f est dérivable en a, f’(a) = 0 est une condition nécessaire pour avoir | Y=X
un extremum, mais ce n'est pas une condition suffisante.

Exemple La fonction f(x) = a3 a pour dérivée f'(x) = 3x%. On a donc .
1/(0) = 0, mais pourtant 0 n'est pas un extremum.

E UREURSUR URSURSURS)
20 A5 12 08 04 00 04 08 12 16 20

Une fonction peut admettre un extremum en un point a sans €tre
dérivable en ce point.

Exemple La fonction f(x) = |x| est minimale en x = 0. Pourtant, la
dérivée de f n’existe pas en 0. >

4.7 Etude d’une branche infinie : recherche d’'une asymp-
tote oblique
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4.7. ETUDE D’'UNE BRANCHE INFINIE : RECHERCHE D’UNE ASYMPTOTE
OBLIQUE

4.7.1 Définitions

Une asymptote a une fonction f est une droite dont la courbe représentative de f, notée Cy, se rap-
proche infiniment pres, en général sans jamais I'atteindre. On distingue deux types d'asymptotes : les
asymptotes verticales et les asymptotes obliques (qui incluent le cas des asymptotes horizontales).

Définition  Soit f une fonction et xg un point n'appartenant pas au domaine de définition de
f. On dit que la droite d'équation x = x( est asymptote verticale a C; si et seulement si
lim f(x) = £oo.

T—T0

Définition Soit f une fonction. On dit que la droite d'équation y = a x+b est asymptote oblique
a Cy en %00 si et seulement si lirf [f(z) — (az +b)] = 0.
T—r100

Une asymptote horizontale est un cas particulier des asymptotes obliques, correspondant a a = 0.

Définition  Soit f une fonction. On dit que f, ou que Cy, présente une branche infinie si et
seulement si lim f(z) = +oo.
T—F00

4.7.2 Recherche d’'une asymptote oblique

Le cas des asymptotes horizontales est trivial : celles-ci sont identifiées des lors qu’on calcule ligl f(x).
T—r100

En effet, la droite y = b est asymptote a la courbe Cy en d00 si et seulement si linI:l f(x)=0.
T—rT 00

On va donc considérer maintenant le cas ol la fonction f présente une branche infinie. On cherche
alors a savoir si cette branche infinie admet une asymptote oblique, et si oui, on cherche a déterminer la
position de C¢ par rapport a cette asymptote (au-dessus, en-dessous, ou oscillant autour de I'asymptote).

La démarche est la suivante (on prend ci-dessous I'exemple d'une recherche d'asymptote en 400, c'est
évidemment similaire en —o0) :

e Calculer lim M Si cette limite est infinie, il n'y a pas d'asymptote.
r—+oco X

e Si cette limite est finie, on la note a. Il y a alors peut-étre une asymptote, et on calcule

lim (f(z)—ax).

T—>+00
— Si cette limite est infinie, il n'y a pas d'asymptote, mais on dit qu’il y a tout de méme une
direction asymptotique de pente a.

— Si cette limite est finie, on la note b. Il y a alors une asymptote d'équation y = ax + b.

e Enfin, s'il y a une asymptote oblique (d'équation y = ax+b), on étudie le signe de f(x)— (ax+D)
pour déterminer la position de la courbe Cy par rapport a cette asymptote.

— Si EIJ{I f(z) — (az +b) = 0" (c'est-a-dire si f(2)—(az-+b) > 0 pour tout = suffisamment

grand), alors la courbe est au-dessus de I'asymptote.
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— Si 1ir+n f(z) — (ax +b) = 0" (c'est-a-dire si f(z)—(ax+b) < 0 pour tout x suffisamment
T—r+00
grand), alors la courbe est en-dessous de I'asymptote.

— Si le signe de f(z) — (ax+b) ne se stabilise jamais quand z tend vers I'infini, alors la courbe
oscille autour de |'asymptote.

Explication Supposons que f admette une asymptote oblique d'équation y = ax + b en 400 (le
raisonnement est identique en —o0). Ceci signifie que lir}rn [f(x) — (ax +b)] = 0. En divisant par z,
T—>+00

b b
on en déduit que : lim [f(x) —a— ] =0.0r lim — =0. Donc lim M = a. Cette égalité

Tr—+00 X €T Tr—4oco r—+oc0 X
permet de trouver a. Et une fois a connu, on peut reformuler la définition de I'asymptote pour trouver
b: lim (f(z)—azx)=0.

r—r—+00

4.7.3 Exemples

Un premier exemple de calcul d'une asymptote oblique est donné au §4.2.3. Voici un exemple supplémentaire.

https://www.youtube.com/watch?v=2HbyLGOUotQ

Considérons la fonction f(z) = 2x + v/x — 1+ 3/x, définie sur
10, +o0.

On a lin% f(z) = +o0. Donc f admet une asymptote verticale
T—r

d’'équation = = 0.

On a lim @) =2et lim (f(x)—2x)=+o0. La fonc-
r—+o00 I T—r+00

tion f admet donc une direction asymptotique de pente 2,
mais pas d'asymptote en +oc. 0

Ceci est illustré sur le dessin ci-contre, ou I'on voit que la courbe
s'écarte petit a petit d'une droite qui est pourtant de pente 2.

4.7.4 Asymptotes et tangentes

e Tangentes et asymptotes sont deux notions différentes.
— Une asymptote est une droite dont la courbe C; se rapproche infiniment pres quand x tend vers
une extrémité ouverte de son domaine de définition (oo pour une asymptote oblique, une valeur
a € R borne du domaine de définition de f pour une asymptote verticale).
— Une tangente est une droite dont la valeur et la pente coincident avec la valeur et la pente de Cy
pour une abscisse donnée xg.
Son équation est : y = f/(zo)(z — zo) + f(x0).

On parle donc de tangente a la courbe en xy mais pas d'asymptote a la courbe en xy (sauf asymptote

verticale).

On parle donc d'asymptote a la courbe en =00 mais pas de tangente 3 la courbe en £oo.
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4.8. COMPLEMENTS : FONCTIONS RECIPROQUES

4.8 Compléments : fonctions réciproques

Définition Soit f une application de F vers F. On dit que f est bijective si et seulement si tout
élément de F' a un et un seul antécédent dans F.

Autrement dit: Vy e F,3lz € E/y = f(z)

Interprétation Déterminer si une fonction est bijective revient, pour g fixé, a compter les antécédents
de yo par f, c'est-a-dire a chercher combien il y a de solutions z au probleme f(z) = yo. Graphiquement,
cela revient a compter combien de fois la droite horizontale y = 3o coupe la courbe représentative de f.

Exemple Dans la figure ci-contre, on constate que :

e la fonction e™* — 2 (courbe verte) est bijective de R vers | —2,+o0] :

tout y €] — 2,4+00[ a un et un seul antécédent. Autrement dit :
la courbe verte coupe une et une seule fois n'importe quelle droite
horizontale au-dessus de y = —2. Par contre elle n'est pas bijective ,
par exemple de R vers R, car les valeurs de vy inférieures ou égales a ’
—2 n’ont pas d'antécédent (c.a.d. ne sont pas atteintes).

e la fonction 3 — 2x (courbe noire) n'est pas bijective de R vers R :
on voit que les valeurs de y proches de 0 ont 3 antécédents.

e la fonction z® + x (courbe rouge) est bijective de R vers R. tout
y € R a un et un seul antécédent. Autrement dit : la courbe rouge
coupe une et une seule fois n'importe quelle droite horizontale

Exemples

e Une fonction paire ne peut pas étre bijective, car si x est un antécédent de vy, alors —x est
également un antécédent de y.

e Une fonction périodique de période T' n'est pas bijective : si une valeur y admet un antécédent x
(ie.siy= f(z)) alors ..., x —2T,x — T,x +T,x + 2T, ... sont aussi des antécédents de y.

e Une application strictement monotone est nécessairement bijective entre son ensemble de départ
et son ensemble d’arrivée.

Définition Soit f une application bijective de E vers F. Onadonc:Vy € F,3z € E /y = f(x).
On peut aussi noter z = f~!(y), ce qui définit une application f~! de F vers E appelée application
réciproque (ou bijection réciproque) de f. Elle vérifie 3 I'évidence f o f~! = Idr (la fonction
identité de ') et f~' o f = Idg (la fonction identité de E).

Exemple Les fonctions logarithme et exponentielle (cf rappels en Annexe E) sont réciproques I'une de
l'autre :
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In
10, +o0[ R c'est-a-dire (y =Inz) <= (x =expy)
exp

Exemple https://www.youtube.com/watch?v=cputgBhRT64

f(x) = 222 — 4 est bijective de [0, +oc[ vers [—4, +oc0.
4 4
Deplus:y:2x2—4(:>a:2:% @x:\/% (carx >0)

Doncona: f: [0,4+00] — [—4,+00
T — y=222-14
et f71: [~4,+00] — [0,+o0]

_ y+4
Y — T =/ 5

D’autres choix d'ensembles de départ et d’arrivée sont pos-
sibles. Par exemple, si on considére que f est bijective de

] - 0070[ Vers [_47 +OO[, alors f_l(y) = _\/Z;Zl

Interprétation graphique : le graphe de la fonc-
tion réciproque f~! (notée g sur la figure ci-contre) est le
symétrique du graphe de f par rapport a la droite y = x.

y=flx)

Une erreur fréquente consiste a confondre f~! (fonction réciproque de f) et 1/f (fonction inverse de
f). Dans I'exemple précédent, 1/f est la fonction qui 3 = associe 1/(2z% — 4).

Dérivée d’une application réciproque Soit f une bijection d'un intervalle I vers un intervalle
J. Soient a € I et b = f(a). Si f est dérivable en a et si f’(a) # 0, alors f~! est dérivable en b et

—1y\/ _
R TR

Exemple La fonction racine carrée étant la réciproque de la fonction carrée, on peut calculer sa dérivée
avec cette formule. On pose donc f(x) = 22, et on a [~ (y) = VY. Soient a et b tels que b = f(a),
c'est-a-dire b = a?. Pour a strictement positif, on a bien f'(a) = 2a # 0, et donc :

Y ) ! ! !

On retrouve bien la formule connue pour la dérivée de la racine carrée.

U)o 2fN) 2vh

Fonctions trigonométriques inverses Les fonctions sinus, cosinus et tangente (cf Annexe D)
sont périodiques, et donc non bijectives. Si I'on se restreint toutefois a une partie bien choisie de leur
domaine de définition, leurs restrictions sont continues et strictement monotones, et donc bijectives. On
peut donc définir leurs fonctions réciproques, appelées fonctions trigonométriques inverses : arcsinus,
arccosinus et arctangente. Ces fonctions sont détaillées en Annexe F.
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Chapitre 5

Intégrales et Primitives

5.1 Un exemple d’utilisation de la notion d’intégrale

On considére un mobile se déplagant sur une trajectoire continue a la vitesse instantanée v(t) (¢ est le
temps). On se pose la question suivante : quelle est la vitesse moyenne du mobile entret =0ett =77
Pour cela, une solution consiste a échantillonner le temps en N valeurs régulierement espacées t| =
At,to = 2At, ..., txy = N At = T'. La vitesse est approchée par une valeur constante dans chacune de
ces fenétres de temps. Dans ce cas, la vitesse moyenne peut se calculer de la fagon suivante :

T =3 () = 1§N:v(t~)m
N YT ‘

i=1 =1
Graphiquement, cela revient a calculer I'aire moyenne des rectangles de la figure de gauche ci-dessous.
La somme des aires des rectangles est en fait une approximation de |'aire sous la courbe de vitesse
(figure de droite). Il s'agit de la notion d'intégrale.
A
v(t) v(t)

> t —>t
T T

Cette notion d'intégrale est a la base de tous les bilans en physique, c'est-a-dire de la plupart des lois
de la physique (lois de conservation, équations de bilan, etc.).

5.2 Définitions et propriétés

On définit de facon intuitive la notion d'intégrale I d'une fonc-
tion f continue positive sur un segment [a,b] comme étant
I'aire de la surface délimitée par les droites x = a,x = b,y =0
et la courbe y = f(x) (c'est-a-dire I'aire grisée dans la figure
ci-contre). f
Pour des fonctions trés simples, il est possible d'obtenir
géométriquement le résultat. Par exemple, I'aire de la fonction
linéaire f(x) = cx sur I'intervalle [0;¢] est I'aire du triangle de ] .
base ¢ et de hauteur ¢/, soit $/(c{) = c(?/2. o a b
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Pour des fonction plus compliquées, il faut trouver une ’
autre méthode de calcul d’aire. La théorie mathématique K
est un peu complexe, mais I'idée générale consiste a ap-
procher I par une somme de rectangles, comme cela a
été fait dans |'exemple introductif au paragraphe 5.1, et
a en prendre la limite lorsque la largeur des rectangles
tend vers 0.

b
Définition Soit f une fonction continue positive sur un segment [a, b]. On note [ :/ f(z)dx
a

la valeur de la surface sous la courbe.
b
e La notation abrégée I :/ f  peut également étre utilisée.
a

e La notation se lit intégrale de a a b de la fonction f ou somme de a a b de la fonction f.

e Les valeurs a et b sont appelées les bornes de I'intégrale.

b
Onnote I = [ f(x)dx pour la raison suivante : f(x)dx désigne I'aire (infinitésimale) du rectangle

de hauteur f(x)aet de largeur (infiniment petite) dz.

Définition On étend cette définition aux fonctions continues a valeurs tantdt positives et tantot
négatives en comptant |'aire négativement la ou f est négative, et positivement |a ol f est positive.

b b b
Remarque [ :/ f(z)dx :/ f(t)dt :/ f(u) du. La lettre = est une variable “muette” : elle
a a a
peut étre remplacée indifféremment par ¢, u. ..

Propriétés

e Linéarité Pour toutes fonctions f et g continues sur [a,b], on a

/ab(f+g)(<v)dfﬁ = /abf<m>dm+ /abgm)dx
/ab()\f)(x)daz - )\/abf(x)dx VA ER

e Formule de Chasles

Comme illustré sur la figure ci-contre, on a pour toute
fonction f continue sur [a,b] :

/acf(:c)dx:/abf(x)dx—i—/bcf(:c)d:c

\/

do aussi (¢ = a) : /baf(:r) do = — /abf(x) do

[ o R

O--f=-=-—-=-=-
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5.3. INTEGRALES ET PRIMITIVES

o Inégalités

Si f(x) < g(z) pour tout x € [a, b], alors : A
i
b b
[ 1@< [ o) ya
En particulier, comme +f(x) < |f(z)| Va : — |
b b
d d >
[ t@is| < [ i@ ] é

5.3 Intégrales et primitives

l Définition F est une primitive de f si et seulement si F’(z) = f(z) Vz.Onnote F = [ f.

Si F' est une primitive de f, alors toute fonction F'+C, ou C est une constante, |'est aussi. La primitive
est définie a une constante additive pres. Il y a donc une infinité de primitives pour une fonction f donnée.

b
Attention a ne pas confondre la notation /f, qui désigne une primitive de f, avec l'intégrale / f.
a

La primitive est une fonction, I'intégrale est une valeur numérique (un nombre réel).
b
Théoreme Si F est une primitive d'une fonction continue f, alors / f(z)dz = F(b) — F(a) .
a

b
On note aussi / f(z)dx = F(b) — F(a) = [F(l’)]b

5.4 Calcul des intégrales et primitives

Pour les calculs de primitives et d'intégrales, on dispose de trois outils principaux : le formulaire des
primitives usuelles, et les techniques d’'intégration par parties et de changement de variable.

Puisque I'on connait les dérivées des fonctions usuelles, en “inversant” ce formulaire, on dispose
également d'un formulaire de primitives usuelles. Celui-ci est rappelé en Annexe H.

Pour calculer une primitive, on cherche a se ramener a ces primitives usuelles (les “briques de base” pour
réaliser les calculs), notamment grace a des changements de variable ou des intégrations par parties.

Remarque Calculer une intégrale revient & déterminer les primitives d'une fonction. On ne mettra
donc pas forcément les bornes dans la suite de cette section.

5.4.1 Intégration par parties

b b b
En intégrant la formule (uv)’ = uv’+u/v, on a / () = [uv]’ = / uv’ +/ u'v. Dol les formules
a a a

d’intégration par parties :

b b
/ w' = [uv]’ — / u'v et /u’v =uv— /uv’
a a

Exemples
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CHAPITRE 5. INTEGRALES ET PRIMITIVES

o/lnxd:c — Enposantu=zxetv=Inzx:
1
Inhzdr=alne— [ z—de=2lne— [dr=czhae—ax+C
x
O/ewcosmdx — En posantu =¢e" etv =cosz :
/e””cosx da::ezcosx+/e“’sinx dx (1)
Puis en posant u = e* et v =sinx : (1) =e“cosz +e"sinz — /ex cosx dx

1
D’ou /ezcosa: dx:5(6$cosx+e$sinx)+0

e Voir aussi https://www.youtube.com/watch?v=tubIp-R7YHk

5.4.2 Changement de variable
Un changement de variable sert a transformer une intégrale pour se ramener a une intégrale plus simple a
b
calculer. Pour calculer I = / f(z)dz, s'il apparait que f(x) peut s'écrire sous la forme h(g(z)) ¢'(x),
a
g(b)

on peut poser u = g(x). On a alors du = ¢'(z) dz et donc I = / h(u) du.
g(a)

Exemples

b da
o / :/ avecl <a<b — On pose uw =1nz. Alors du = dx/x, d'ou :

o Tlnz

r=b u=Inb
dx du Inbd
I= /$:a e /u:hm Pl [In|ul],, =In|[lnb| —In|lnal

b 2

o ] :/ xe® dx —  On pose u = 2. Alors du = 2z dx, d'ots :
z=b u=b b2 a?
1 1 —
I—/E:a me”zdxzi/u:az e"du=§[e“]$ = 26

e
Yl b

<" Ne pas oublier de faire le changement de variable sur les bornes.

Des changements de variable classiques

e Pour un terme en va? — x2, on peut penser au changement de variable z = asin u.

1
Par exemple, pour calculer I :/ V4 —22dx : on pose v = 2sinu. D'oll dzv = 2cosudu et
0
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5.4. CALCUL DES INTEGRALES ET PRIMITIVES

u = arcsin(x/2). De plus, siz = 0onawu = arcsin0 = 0, et siz = 1 on au = arcsin(1/2) = 7/6.

On a donc:
=1 u=n/6 u=m/6
I:/ V4 —x2de = \/4—4sin2u(2(:osu)du:4/ cos® udu
=0 u=0 u=0
u=m/6 1 9 _ 3
:4/1 Ajigiﬁdu:[2u+ﬂn%ﬁ;y6:E+ﬁmz-%0+ﬁn®=¥E+XC
o 2 3 3 372

g(u) = 4cos’u

]
N

Le changement de variable correspond a montrer que les deux zones hachurées ont la méme surface.

s
A

0ls 1 15 0
I

/

e Pour une fraction avec des fonctions sin x et cosx, on peut poser t = tan —.

2
1 2dt
Dou dt = — <1 + tan? E) dz, c'est-a-dire dr = ——.
2 2 14 ¢2
o . - . 2t 1 —¢t?
On a aussi, grace aux formules de trigonométrie : sinx = —— et cosz = ——.
1+¢2 1+¢2
On va donc transformer la fonction initiale en une fraction rationnelle.
Par exemple :
dx 1 2dt dt T
e = [ L omyp C’zl‘t—‘C
/smx 2t 14 ¢2 /t nt] + . an2—i—
1+¢2
5.4.3 Intégration des fractions rationnelles
e . . . N P(x)
Définition On appelle fraction rationnelle un quotient de deux polynémes : O)
x

Il arrive fréquemment qu'on ait a intégrer des fractions rationnelles, notamment suite a un changement
de variable.

. Pz . . , .
Théoréeme Soit QE ; une fraction rationnelle quelconque. On note p et ¢ les degrés respectifs
x
Pl) . , ,
de P et Q. m peut &tre décomposée sous la forme d’'une somme :
x
e d'un polyndme de degré p — ¢  (si et seulement si p > q),
a ar+b
e de termes de la forme ————— et de termes de la forme —+ ol a,b,c,d sont des
(x —b)" (22 + cx +d)™

réels, n et m des entiers au moins égaux a 1, et ol le trindme 22 + cx + d n'a pas de racine réelle
(c? — 4d < 0). Ces termes sont appelés des éléments simples.

Cette décomposition en éléments simples est unique.
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CHAPITRE 5. INTEGRALES ET PRIMITIVES

Il existe une méthode systématique pour décomposer une fraction rationnelle en éléments simples, qui
n'est pas au programme de cette UE (on se contentera juste de traiter des cas simples, ou de vous guider
pour obtenir cette décomposition). Intégrer la fraction rationnelle revient donc a intégrer son expression
sous forme de décomposition en éléments simples, ce qui est beaucoup plus facile, comme on peut le
voir sur les exemples ci-apres.

Exemples

5 4 2 _
/de?
-1
5 4 2 _ 4 2
On remarque que x°+4x? —z = z(2* + 42 — 1) = z(2* — 1) +422. Donc 95—}—4# =z+ 4$ T
xr= — xr= —
4 2
De plus, z* —1 = (2*> —1)(2* +1) = (z — 1)(z+ 1)(22 4+ 1). On peut donc chercher Ll sous la forme

o
o B8 YT+ § . . . . . ..
+ . En remettant tout au méme dénominateur et en identifiant les coefficients, on
r—1 x+1 2 +1

obtient la décomposition en éléments simples :

422 1 1 2

4 —1 x—17x+1+x2+1

5 4 2 _ 2
x—:#dx:%+ln|x—1|—ln|x+1|+2arctanx+c ,CeR
4 —

xt — 223 + 522 —3x+2
[}
3 — a2 4+ 22 -2

D’ou finalement : /

dz ?

On commence, comme dans I'exemple précédent, par faire la division euclidienne du numérateur par le
dénominateur : x* — 223 + 522 — 324+ 2 = (v — 1)(2® — 22 4+ 22 — 2) + 222 + x. D'ou

at =223 + 522 —3x+2 14 202 4+ x
= T —
3 — 22422 -2 x3 — 22 + 22 —2

En factorisant le dénominateur 2® — 2% + 22 — 2 = (x — 1)(2® + 2), on peut en déduire qu'il faut chercher
la décomposition en éléments simples sous la forme

222 + o« Bx+y
x3—22420 -2 x—1 2242

En remettant tout au méme dénominateur et en identifiant les coefficients, on obtient :

202 + x _ 1 +x+2
-2 42 -2 x—1 2242

On peut intégrer chaque élément :

1
/7dx:1n|x—1|+01
z—1

T+ 2 1 2z 2 1 d7:5
t dr = - [ ——=d ———dr=-In(z*+2)+C 2 [ —X
© /:c2+2 ‘ 2/x2+2 m+/x2+2 Tl 2+\f/ =) 41
) (ﬁ) +
x
= —In(z?+2 2 arctan —
5 n(z” + )—l—Cg—l—\[arcanﬁ—f—Cg
D’otr finalement :
1 _ 9.3 2 _ 9 2 1
/m x3i;5—|—x2xfz+ dx:%7m+ln|mf1\+§ln(x2+2)+\@arctan%+0 , CeR
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Annexe A

Formulaire des

aires et volumes usuels

A.1 Aires
a a
Carré A= a? Rectangle A=ab
a b
a
d
Parallélogramme E A ="0bh Trapéze D 4=2 ; bh
b b
Triangle A= %bh Disque éi' A= 7r?

(périmétre = 27rr)
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ANNEXE A. FORMULAIRE DES AIRES ET VOLUMES USUELS

A.2 Volumes

Cube

3

p Parallélépipede V = lwh
RN
S |
o 1 . 1,
Tétraédre V= gAh Pyramide V= 3% h
(A = aire du triangle) -
. ' h 1 N 1,
Prisme L V= §Ah Cone V= gwr h
¢ ~o
,y (A = aire du triangle)
o
N
Cylindre " V = 7nrlh Sphere e V= gﬂ'TB
s Nz

(surface = 47r7"2)
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Annexe B

Quelques rappels sur les polynomes

On ne va considérer ici que le cas de polyndmes a coefficients réels.

B.1 Polynémes

e Un polyndome est une combinaison linéaire de puissances de x, c’est-a-dire une fonction de la
forme P(z) = ana" + ap_12" 1 + - + a12 + ao.

P(z) =32* — 22+ 2 —4  est un polyndme
3

~

1
() =23 — 22 + = n'est pas un polyndme
T

4
Q(z) = V51> + §a:2 — 7 est un polynéme

g(z) = 2% —\/r n'est pas un polyndme.

Le degré d’'un polyndme est la plus haute puissance apparaissant dans son expression.

P(zx) =323+ 2 —1 est un polyndme de degré 3.
Q(z) =3  est un polyndme de degré 0.

e Les racines d’un polynéme P(x) sont les valeurs de x telles que P(z) = 0.

Si @ est une racine du polynéme P, alors P(x) est factorisable par (z — a).

Un polyndme de degré n a au plus n racines.

P(r) =32% - 3z On constate facilement que P(0) =0 et que P(1) = 0. Donc P
est factorisable par x et par (z — 1). Ce qui donne P(x) = 3z(x — 1).

Q(z) = 223 +32% -2 -3 Ona:Q(z) = (22—1)(2z+3) = (z—1)(z+1)(2z+3).

3
Les racines de () sont donc —5 —letl.

Un polyndme de degré n est factorisable par des polyndmes de degré 1 (associés a chaque racine de P)
et de degré 2 irréductibles (cf B.2), sous la forme

P(x) = a, (x —21)™ ... (z — 2,)™ (2> + b1z + c1) ... (22 + bz + ¢4)

Les réels distincts x1,...,x, sont les racines de P. m; est la multiplicité de la racine z;.

e Si m; =2, on dit que x; est une racine double, et x; est également racine de P'(z).

Si m; = 3, on dit que x; est une racine triple, et x; est également racine de P'(z) et de P"(x).

Plus généralement, si x; est une racine de multiplicité m; > 2, x; est également racine de
P'(z), P"(z),..., P (z).
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ANNEXE B. QUELQUES RAPPELS SUR LES POLYNOMES

B.2 Polynomes et équations du second degré

Soit P(x) = ax?® + bz + c un polynéme du second degré (donc a # 0). On dit aussi parfois un
trindbme du second degré.

Sa courbe représentative est une parabole, orientée vers le haut si a > 0
et vers le bas si a < 0.

Elle peut donc couper I'axe des abscisses (c'est-a-dire valoir 0) pour 0, 1 ou
2 valeurs de .

Une équation du second degré est une équation pouvant se ramener a la forme

az? 4+ bz + ¢ = 0, avec a, b, c des nombres réels et a # 0

Théoreme  Soit I'équation du second degré ax? + bx +c =0 (a # 0), et A = b% — dac (A est
appelé le discriminant de I'équation).

e Si A <0, I'équation n'a pas de solution réelle.

e Si A =0, I'équation a une seule solution xg =

~-L.
e Si A > 0, I'équation a deux solutions : 1 = % et 19 = 71’5(:/3
Exemple
e 22 —4r+4=0:0naA=0,dotxy= —%4 = 2 est I'unique solution.
e —622—x+1:0naA =25 dou les deux solutions : ©1 = % = —% et x9 = 1__13 = %

e 522 +6x+2=0:0naA = —4. 1l n'y a pas de solution réelle.

Théoreme Le trindme ax? + bx + ¢ se factorise de la facon suivante :

SiA>0:ax?+br+c=a(x—x1)(xr—22), ol 71 et x5 sont les racines du trindme.
SiA=0:ax?+bxr+c=alx—1x)° ol g est la racine double du trindme.
Si A < 0, le trindbme n’est pas factorisable dans R, il est dit irréductible.

Par identification, on voit que la somme et le produit des racines valent

c
T+ X0 = —— Tr1To = —
a a

Par ailleurs, on voit également que le trinGme est de méme signe que le coefficient a, sauf si x est
situé entre les racines x; et xo (dans le cas A > 0).

Exemple Sil'on reprend I'exemple ci-dessus, on peut en déduire que :

o 22 —dx+4 = (x—2)% Il est toujours positif.

o —622—z+1=—6(z+3)(z— %) la somme des racines —%—l—% = —é vaut bien —g, et le produit
des racines —3 % = —% vaut bien £. Le trinbme est toujours négatif, sauf pour x €| — 3 %[

e le trinéme 5x2 + 6x + 2 est irréductible. Il est toujours positif.

68



Annexe C

Rappels sur les fonctions puissances

Les fonctions puissances sont les fonctions du type z¢.

On rappelle I'identité a® = e® " pour tous a > 0,b € R (voir Annexe E). On en déduit en particulier

1
quez’ =1letquez "= —.
xn

C.1 Fonctions 2" avec n € Z

e Puissances entigres positives : ce sont les fonctions z, 2%,z . .. La fonction 2™ est une fonction
paire (si n pair) ou impaire (si n impair).

, . L _ 1 . 11 . 1
e Puissances entieres négatives : =" = —. Ce sont les fonctions —, — ... . La fonction — est

. . . . - . - . . m 3;2 x
une fonction paire (si n pair) ou impaire (si n impair).

L'allure des courbes correspondantes est donnée par la figure ci-dessous.

n pair n impair

Lo | S0

x

=y

f)

B NS

Jx)=x"
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ANNEXE C. RAPPELS SUR LES FONCTIONS PUISSANCES

C.2 Fonctions ¢ avec a € R

Pour une puissance réelle quelconque, on va utiliser la formule & = e¢* % Le domaine de définition
de 2 est donc celui du logarithme : |0, +o00].

Le cas particulier ol « est I'inverse d'un entier relatif est particulierement intéressant. En effet (2%)° =

ebn(@?) — gablnz — 2ab Donc par exemple (x'/2)2 = z : la fonction z'/2 est la fonction racine carrée.
Plus généralement, la fonction z'/™ est la fonction racine n®™ (pour n € N).

L'allure des fonctions z® (e € R) est donnée par le dessin ci-dessous.

y ||
| e > 1
4 || k= 1
3 ‘II\
\ 0<a<l —
2- —
_,--""_FF'_FF
.,-ﬂ"'-f-f-
__,f-"'# v =1
1
o v < )
o -
0 1 2 3 4 5 3
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Annexe D

Formulaire de trigonométrie

D.1 Cercle trigonométrique et angles remarquables
Soit un repeére cartésien (O, Oz, Oy).

Définition Le cercle trigonométrique est le cercle de rayon 1 de centre O. Un point de ce cercle
correspondant a un angle de x radians a pour coordonnées (cos z,sin z).

_ sin x T
La tangente est définie par tanz = ——, pour = # 5 + km, k € Z.
cos T

Quelques angles remarquables :

x (en radians) | sinx | cosz | tanz
0 0 1 0
/4 V2/2 | V2/2 | 1

/3 V3/2 | 12 | V3
/2 1 0 00

L E_
2** 2t cos(—z) = cosx
~ N sin(—x) = —sinz
/ .
. \
/ cos(m —x) = —coszx cos(m + x) = —cosx
X § X sin(m —z) = sinx sin(m +z) = —sinz
.'
I'. | cos(g —z) =sinx cos(g +x)=—sinz
T+« » —x
'\\ _a"l . . ™
\. / sin(= —x) = cosx sm(§ +x) = cosw
g %
.‘7_Il | /

71



ANNEXE D. FORMULAIRE DE TRIGONOMETRIE

Les fonctions sinus, cosinus et tangente ont donc les allures suivantes :

f(x)

ANV AV

A gauche : fonctions sinx: (en bleu) et cosx (en orange); a droite : fonction tan

D.2 Formules de trigonométrie

Relation de Pythagore

2

cos?x +sin?z =1

B 2 . .
(en divisant par cos” z) Transformation de produit en somme

1

1+tan’z = 5
cos? x 1

cosacosb = —[cos(a — b) + cos(a +b)]
Formules d’addition 2

o 1
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb sinasinb = 3 [cos(a — b) — cos(a + b)]
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb 1
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb sinacosb = 3 [sin(a + b) + sin(a — b)]
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb
tana + tanb Transformation de somme en produit
tan(a +b) = ——— "
1 —tanatanb cosp 4 cosq =2 cos 52 cos P51
tana — tanb
tan(a —b) = ———— cosp —cosq = —2 sin 24 gin 224
( ) 1+ tanatanbd p 4 2 2
sinp + sinq —QSlnp;_qCOSPQq
Angles doubles sinp —sing = 2 cos 7% sin 22
cos2a = cos®a—sin’a

_ 2 11 oain2 ) )
=2cos"a—1=1-2sin"a Transformation en fraction

sin2a = 2sinacosa Si I'on pose t = tanz/2, on a :
Linéarisation Sing — 2t COST = 1 tanz = 2
1+1¢2 1+1¢2 1 —t2

1
cos’a = 3 (1 + cos2a)

2

sin®a = = (1 — cos 2a)

N |

En pratique Inutile de tout connaitre par coeur : la connaissance de la relation de Pythagore
cos?x + sin?z = 1 et des deux formules d'addition cos(a + b) = cosacosb — sinasinb et
sin(a +b) =sinacosb+ cosasinb permet de retrouver aisément toutes les autres formules.
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Annexe E

Fonctions logarithmes et exponentielles

E.1 Fonctions logarithmes

E.1.1 Logarithme népérien

Le logarithme népérien In x est défini pour tout z > 0. On a:

e In1=0
uJL
e (Inz) =1/z (dob: (Inu(z)) = u(x)/u(z) ) ‘
e Vr,y >0, In(xy) =lnz+1Iny :
o
o Vz,y >0, In(z/y) =lnx —Iny o = / >
00 | e X
e Vxr>0,YneZ, In(z") =nlnx
e limlnz=-occet lim Inz=-+o0
z—0 T—4-00
e On note e le nombre tel que Ine = 1. Sa valeur est
environ e ~ 2, 71828...
. . . . . Inz
On a aussi les limites remarquables suivantes :  limxzlnz =0 et lim — =0.
z—0 T—+oo T

E.1.2 Logarithme décimal et logarithmes de base quelconque

Définition On définit le logarithme de base a, pour tout réel a strictement positif et différent

de 1, par

Inx
log, z = —
Ina

Le logarithme népérien est donc aussi le logarithme de base e.

L’autre logarithme qui sert le plus souvent (notamment en physique et en chimie) est le logarithme de
base 10, encore appelé logarithme décimal. En effet, il vérifie la propriété log,, 10™ = n et est utilisé
couramment pour décrire des quantités pouvant varier sur de trés grandes plages de valeurs.
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ANNEXE E. FONCTIONS LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES

Exemples

e Pour caractériser I'acidité d’une solution aqueuse, on mesure sa concentration molaire en ions
H30%. Celle-ci varie typiquement entre 10714 et 1. Mais on préfére plutét utiliser la notion de
pH, défini par pH = —log,[H307"]|, et qui varie donc entre 0 et 14.

e En sismologie, I'échelle de Richter, utilisée pour caractériser I'ampleur d’un séisme, est définie
comme le logarithme décimal d'une amplitude. Par exemple, un séisme de magnitude 5 sur I'échelle
de Richter est donc 10 fois plus puissant qu'un séisme de magnitude 4.

e [£n acoustique, le Bel est égal au logarithme décimal du rapport entre 2 puissances. Autrement
dit, un son de 5 Bel, ou plus couramment 50 dB, est 10 fois plus puissant qu'un son de 4 Bel (ou
40 dB).

e | e logarithme décimal est utilisé pour les représentations graphiques dites “en échelle log”. Dans
ces représentations, la valeur est multipliée par 10 a chaque graduation.

°T 13 2 r=c¢ x =10
4 y = logy(x)
37 y =In(z)
i
9 L
y=1 y = log(x)
—.—_/'— ]
f f f f f f f f f f f
/ 1 3 4 5 6 7 8 9 1 12 13
-1 4 \
—92
-3 y = logy(x)
—4

E.2 Fonctions exponentielles
E.2.1 Exponentielle “naturelle”

Définition La fonction exponentielle (encore appelée exponentielle naturelle ou exponentielle
de base ¢), notée exp(x) ou e”, est la fonction réciproque du logarithme népérien. In étant une
fonction de ]0, +o00[ vers R, exp est donc définie par :

exp: R —]0,+o0|
x — y =exp(x) tel que Iny ==z

74



E.2. FONCTIONS EXPONENTIELLES

On déduit donc toutes les propriétés de la fonction exponentielle a partir des propriétés de la fonction
In.

e exp(x) est défini sur R. o .
:%.II." "
e exp(0) =1 et exp(l) = e ~ 2, 71828... 1/
e exp’(z) = exp(x) ) // i
’/|/’ J ,'1
(d'ot - [exp(u(x))]" = v/ (z) exp(u(x)) ) — L
5 4 -1 -2 -1 S i
* Vz,y, exp(z +y) = exp(z) exp(y) "1/
o Va,y, exp(z —y) = exp(x)/ exp(y) N
1 = 1 = 4+
. xEIElOO exp(z) =0 et xgrfoo exp(z) = +oo
: . : . . exp(x)
On a aussi les limites remarquables suivantes : lim zexp(z)=0 et lim = +o0
T——00 r—+00 xX

E.2.2 Exponentielles de base quelconque

De la méme facon qu'on a défini des logarithmes de base quelconque, on peut définir leurs fonctions
réciproques, qui sont appelées exponentielles de base quelconque.

Ainsi, pour tout réel a > 0 différent de 1, on définit la fonction exp,(z), également notée a® par la
relation : (a” = y) <= (z =log, y). Orlog,y =Iny/Ina. D'ou

zlna

a® =exp(r lna) =e

On en déduit que (a*)" = a* Ina.

Yk

De plus, les fonctions exponentielles de base quelconque a<il (a>1]
vérifient également la propriété de transformation d'une somme
en produit : a*™Y = a% a¥
Les deux valeurs de a les plus utilisées en pratique sont a = 10 x'='—""""'/ —l x
(fonction 10%, pour d'innombrables applications) et a = 2 o
(fonction 2%, notamment dans le contexte de |'informatique). ¥

graphe de y = a*
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Annexe F

Fonctions trigonométriques inverses :
arcsin, arccos, arctan

On rappelle ici les principaux éléments concernant les fonctions trigonométriques inverses, aussi
appelées fonctions circulaires réciproques.

F.1 La fonction Arcsinus

. . . . . ™ T JI
La fonction sinus est continue et strictement croissante de [_5’ 5] vers [—1, 1]. On peut donc (théoreme

de la bijection, cf §77?) définir sa fonction réciproque, appelée Arcsinus, par :

m™ T

Arcsin: [-1,1] — [——,—}

resin @ | ] 53
Y — x tel que sinx =y

L . . . . . ™
Ainsi par exemple, puisque sin(0 = 0 et sm§ =1, on a arcsin0 =0 et arcsin1 = 5

¥ [}

1.r=arc5-r-ixjr*

e 1 _,r- )

Dérivée En utilisant la formule de dérivation d'une application réciproque vue au §4.8, puisque
sin’ 6 = cos 6 # 0 pour tout § € |—7%, Z[, on a donc :

1
. /! - _
(arcsin)'(z) = cos{arcsin @) Vo el —1,1]
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ANNEXE F. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES INVERSES : ARCSIN,
ARCCOS, ARCTAN

Or cos? a + sin?a = 1. Donc cosa = +1/1 — sin? a. Ici, a = arcsinz € }—g, g [ Donc cos(arcsinx) €
[0, 1], et est donc positif. D'ou

1 1 1
arcsin)’(z) = - = = Veel—1,1
( /@) cos(arcsinz) /1 —sin’(arcsinzg) Vv 1 — a2 ] [

On remarque au passage que la fonction arcsin n'est pas dérivable en +1, ce qui est bien cohérent avec
les tangentes verticales que I'on observe sur sa courbe représentative en ces points.

F.2 La fonction Arccosinus

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante de [0, 7| vers [—1,1]. On peut donc définir
sa fonction réciproque, appelée Arccosinus, par :

Arccos: [—-1,1] — [0, 7]

Y — x tel que cosx =y
b Y
¥ = Arccosx
T ¥ =CcosXx
y=x
7§2
w2 i

On a donc par exemple : arccos(—1) =, arccos(0) = % arccos(1) = 0.

L e . -1
Dérivée Comme pour arcsinus, on montre que (arccos) (1) = ——— Va €] —1,1]

v 1—22

1 -1

Remarque On voit que Vz €] — 1,1[ (arcsin)'(z) + (arccos) (z) = + = 0.
V1i—22 1-22

Donc la fonction arcsinz + arccosx est constante sur | — 1,1[. La valeur de cette constante peut

A . o . , . T T

étre déterminée en évaluant la fonction par exemple en x = 0 : arcsin0 + arccos0 =0+ — = 5 On

remarque de plus que I'on obtient le méme résultat en £ = 1 et x = —1. D’ou finalement :

arcsin x + arccos x = g Vo e [—1,1]

F.3 La fonction Arctangente

La fonction tangente est définie sur R\ {g + km, k€ Z}. Elle est impaire, et w-périodique. Elle est

) ) ) . T L )
continue et strictement croissante, donc bijective, de ] 35 [ vers R. On peut donc définir sa fonction
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F.4. DE NOUVELLES CONNAISSANCES EN INTEGRATION

réciproque, appelée Arctangente, par :

T
Arctan: R — }——,—[
] 22
y — x tel que tanx =y

arctan(zx)

,: 0 %—-
-4 -3 =2 -1 1 2 3 4 7

_g-—

1 1

Dérivée Pour tout x € R, (arctan)’(x) = T+ tan® (arctan7) =12
an?(arctan z x

F.4 De nouvelles connaissances en intégration

Ces fonctions circulaires réciproques nous permettent de calculer de nouvelles primitives et intégrales,
en se basant sur les deux propriétés suivantes :

d
= arcsinz + C / 1_{_72;2 = arctanz + C

/ dx
V1—22
Exemples

dt
Va4 —t2

En factorisant par 4 le contenu de la racine carrée, on fait apparaitre une quantité de la forme

boodt ! dt
V1 —u? au dénominateur. Ainsi : T —/
0

-2 Jo 2122

ment de variable u =t/2 ( et donc du = 1/2dt), on a (en faisant bien attention aux modifications

1
o Calcul de I :/
0

En faisant le change-

des bornes) : T 2du s il
es bornes ————. D’ou finalement :
/ 0 2.1 (t)2) t/2 w—o  2V1— 2
I = [arcsin u]Zié/Q = arcsin(1/2) — arcsin 0 = %

1
V2 — x?
On procéde de la méme facon, en transformant le terme sous la racine pour le mettre sous la
forme 1 —u?. Ainsi 2z — 2> =1 — (1 =2z 4+ 2%) =1 — (2 — 1)%2. D'ou, en posant u = x — 1 (et
donc du = dzx) :

o Calcul des primitives de f(x) =

arcsinu + C' = arcsin(z — 1) + C

R = e
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ANNEXE F. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES INVERSES : ARCSIN,
ARCCOS, ARCTAN

2V3 gy
o Calcul de J :/ —
_2\/5 4 + t

Comme pour les cas précédents, on va transformer le dénominateur pour se ramener a une
primitive connue. Il suffit pour cela de le factoriser par 4 pour faire apparaitre un terme de la

forme 1 + u? _/2\/5 7dt = /2\/5 —dt
CJasdttt s 41+ (/2)?)

=2v3 dt u=v3 94y 2 1
- Y B S Vi _ (T _(_T\W\_T
‘]_/t_m4(1+(t/2)2) /u_ﬁ4(1+u2) g lrctanu] 5 =3 (3 ( 3)) 3

1
e Calcul des primitives de g(x) = o
2+

. D'oui en posant u =1/2 :

La encore, on va transformer le dénominateur, pour faire apparaitre un terme de la forme 1+ u? :

)44 +12
3\" 7o

D’our finalement (en utilisant le fait que du = \/gdm) :

3 4 1
:1[1+u2] avec u = 3(9@4—2)

2_|_ +1_ +1 2+§—§
TrETiEAT T, 11

3
d d 1du 2 2 2 1
/x /I :/\/; = — arctanu+C = — arctan — <x—i— )—i—C

22tz +1 ) 1+ S1+a? V3 V3 V3 2
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Annexe G

Formulaires sur les dérivées

G.1 Opérations sur les dérivées

Soient u et v sont des fonctions dérivables. On a les relations :

(wouv)
d'ot (u(z + a))’

et (u(ax))’

u +
! YAeR
u'v+ uv' d'oli par récurrence (u")" = nu' u"!
/
u'v — uv’ - 1 —u’
5 donc en particulier | — | = —
v u u

(v ov) x 0
W (z+a)

av(azx)

c'est-a-dire : [u(v(z))] = u/(v(z)) x V' (z)
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ANNEXE G. FORMULAIRES SUR LES DERIVEES

G.2 Dérivées des fonctions usuelles

Fonction Dérivée Généralisation
x® (v € RY) az®™! (u(z)) = av' (z)u*1(z)
. 1 1 u'(x)
En particulier : o 2 (u(g:)) =— 2(2)
1 ! u'(x)
et T — u(x)) =
v NG (Vel@) =5 )
sin cos T (sinu(z))" = u'(x) cosu(x)
cos T —sinx (cosu(z)) = —u'(x) sinu(x)
_ 2 I 2
tan x ol 1+ tan“x (tanwu(x)) = u'(z)(1 + tan” u(x))
sinh coshx (sinhu(x))" = u/(x) cosh u(z)
cosh x sinh x (coshu(z)) = u'(x) sinhu(z)
tanh z ;2 =1 —tanh?z (tanhu(z)) = o/(x)(1 — tanh? u(z))
cosh” x
/
Inz % (Inu(x)) = Z((;))
/
e® et (eu(x)) — u/(w) 6u(ac)
. 1 ) , u'(x)
arcsin arcsinu(x))” =
V1—a? ( (=) 1 —u?(x)
-1 p —u/(z)
arccos arccosu(x)) =
V1—22? ( (=) 1 —u?(x)
1 p__u'(x)
arctan x T2 (arctanu(z)) = T+ u2(@)
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Annexe H

Formulaire de primitives usuelles

Il s'agit en quelque sorte du formulaire “réciproque” de celui des dérivées usuelles (Annexe G.2).

Fonction Primitives
:L'CH_I
a cR,a# 1 C
’ (@eRaz-1) o3+
] (l, _ a)a+1
t —a)® eR, -1) ——+C
et aussi (x —a) (« a#—1) o +
1
= In|z|+C
x
. 1
et aussi In|lz—al+C
r—a
e’ e’ +C
: 1
et aussi e* a#0 Se +C
coS T sinx + C
. .
et aussi cos(ax) a#0 — sin(ax) + C
e
sin x —cosx +C
et aussi sin(ax) a#0 — cos(ax) +C
a
1 2
5~ =1+tan"z tanx + C
cos? x
1
arctanz + C
1422
. 1 1 x
et aussi o a#0 p arctan - +C
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ANNEXE H. FORMULAIRE DE PRIMITIVES USUELLES

Fonction Primitives
1
S In(z ++va2+1)+C
vz +1 ( )
1
et aussi —_— a#0 In(z+vVe2+a®)+C
e # ( )
1
S Inlz +vV22 —1|+C
—— | |
1
et aussi . — a#0 Inlz++Vx?2—-a?l+C
— £0 Injo+Va? =
1 O
B arcsin
Vv1—2z2
1
et aussi —_— a#0 arcsin ~ +C
P — a
cosh x sinhz + C
1
et aussi cosh(ax) a#0 — sinh(az) + C
«
sinh x coshx +C
1
et aussi sinh(ax) a#0 — cosh(azx) + C
«
1 2
———— =1—tanh"x tanhz + C
cosh” x

NB Ce tableau permet de calculer un grand nombres de primitives si on le combine avec la formule
de composition des dérivées :

[f (u(@))]" = ' (z) x f'(u(x))

Exemples
ua—i—l

e fonction v’ u®, a # —1 —  primitives :
a

+C
e fonction u'e* —  primitives : e“ + C

!/
e fonction — —  primitives : In|u| + C
u
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Annexe |

Equations différentielles linéaires
homogenes d’ordre 1 et 2 a coefficients
constants

successives. L’inconnue est donc une fonction. On peut I'écrire de facon trés générale sous la

Définition Une équation différentielle est une équation reliant une fonction et ses dérivées
forme F(z,y,v/,y",...,y"™) =0, ol y(x) est la fonction inconnue.

On va indiquer ici uniquement les solutions d'équations linéaires homogenes a coefficients constants,
c'est-a-dire des équations du type

any"™ (2) + an—1y" V(@) + ..+ a1y () + agy(z) = 0

ol ag,ai,...,a, sont des réels.

.1 Equations différentielles linéaires homogenes d’ordre 1
a coefficients constants

On consideére I'équation différentielle

(E)  ay'(z)+by(x)=0 ola,beR, eta#0

Théoreme  Les solutions de cette équation différentielle (E) sont les fonctions y(z) = K e~%%/,

ol K est un réel quelconque.

.2 Equations différentielles linéaires homogeénes d’ordre 2
a coefficients constants

On consideére I'équation différentielle

(E) ay’(z) +by' (z) +cy(r) =0 oua,bccR, eta#0
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ANNEXE I. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES HOMOGENES
D’ORDRE 1 ET 2 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Définition On appelle équation caractéristique (ou polynéme caractéristique) associé.e
I'équation du second degré aX? +bX +c=0.

Théoreme On note A = b? — 4ac le discriminant du polyndme caractéristique. Les solutions de
(E) sont :
e SiIA>0:y(x)=Ae"" + Be™ avec r1, 79 les 2 racines du polyndme caractéristique, et A, B
des réels quelconques.
e SiA=0:y(z)=(Az+ B)e" avec r la racine du polynéme caractéristique, et A, B des réels
quelconques.

e SiA<O0: y(z)=[A cosfx+ Bsinfz]| e** avec o = _b et 8= 2_aA et A, B des réels

2a
quelconques.
Autre formulation : « et 3 sont les nombres réels tels que 11 = o« + i et 79 = o — i3 sont les

deux racines du polynéme caractéristique.
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