MAT102 - L1 BCH-Int, CeB, SPI, STE 2023-2024

Fiche d’exercices n°4 : fonctions d’une variable réelle

Prenez l’habitude de vérifier systématiquement vos résultats, par exemple avecwww.wolframalpha. com.

Pour réviser...

Exercice 1. En utilisant les identités remarquables, développer A et factoriser B et C :
Alx) = (z+V2)?2 - (z+3)(z—3), Bx)=2>-3, C(z)=32>+6x-9

Exercice 2. Réduire les fractions suivantes :

2 1 2 1 4z 3T 2 T
Flz) = N . H(z) — _
(z) 4—x+x—1 Glo) x(x+1) x+x+1 (z) x+1 x2—1+m—1

Exercice 3. Calculer les expressions suivantes (on simplifiera les fractions le plus possible) :

2Bz —1) 1 22+x 20r+3)2+1 3w
A= 2o 0 B =
w <1X 3 (owrzZ0) -1 244

(pour z ¢ {—4;1})
Exercice 4. Etudier le signe des expressions suivantes :

22 +1 42 —x — 2 1

a) (x2 — 1)(:52 —3) b) oo .

Exercice 5. Soit P un polynéome défini pour tout = € R par P(z) = 23 + 422 + 2 — 6
1. Montrer que 1 est racine de P
2. Montrer que P(z) = (z — 1)(2? 4+ 5z + 6) pour tout x € R
3. Factoriser completement le polynome P

4. En faisant un tableau de signe, résoudre 'inéquation P(x) < 0

Exercice 6. Etudier le signe de E(z) = (z — 3)? — (3 + 1)?, et en déduire le domaine de définition
de la fonction f(z) =In ((z — 3)* — (3z + 1)?)

Exercice 7. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(@) 22 =22 —-3>0 (b) 222 -T2 +3<0 () x* +32%2—-4<0
Exercice 8. Interpréter graphiquement les (in)équations suivantes, puis les résoudre dans R :
(@) |lz+3]>1 b)) 1<l—2[<5 (¢) |z +3]=|z—75] (d) |z+1]=|z*+z -2

Exercice 9. Soit la fonction f(x) = |x + 1| — |22 — 1|
1. Simplifier 'expression de f et tracer sa courbe représentative.

2. En déduire graphiquement (sans calcul ni preuve) les points ou f n’est pas dérivable et les
solutions de f(z) > 2.

Exercice 10. Résoudre dans R l'inéquation vz +4<z+2
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Exercice 11. Associer les dessins des fonctions aux définitions du tableau ci-dessous.

Ax) = —2x B(z) = exp(—x) C(z)=1/z D(z) = Va2 +1
E(z) = In(22) F(z) = sin(2x) G(z) = tan(x) H(z) = (z—1)?
I(z) = exp(z) J(x)=—-1/x K(z) =3 L(z) = (z + 1)
M (z) = arctan(z) N(z) =z Ox) =z+1 P(z) = cos(x)
. fonction 1 0 fonction 2 s fonction 3 N fonction 4
05 5 ; 0.5
5
0 0 4 0
3
0.5 5 2 05
1
-1-4 -2 0 2 4 -10-5 0 0-2 -1 0 2 * 6 4 2 0 2 4 6
0 fonction 5 150 fonction 6 s fonction 7 0 fonction 8
8 100 7 s
6
6 0 J 5 6
0 4
4 -50 r ¢ ’
2 -100 i 2
0-4 3 2 -1 0 1 2 -150-3 2 -1 0 1 0-2 -1 0 2 0-2 -1 0 1 2 3 4
6 fonction 9 150 fonction 10 35 fonction 11 . fonction 12
4 100 3 20
) 50 L a5 10
0 ‘ 0
0 2
50 -10
2 -100 j 15 20
-4-5 0 5 -150-3 2 -1 0 1 1-3 2 1 0 3 -3(21.5 1 05 0 05 1 1
5 fonction 13 s fonction 14 15 fonction 15 25 fonction 16
1 i 1 2
0 ) 05 .
1 0 o
2 2 0.5 !
. :: 4 05
4 05 1 15 2 _8-2 1 0 1 -1'5-10 5 0 1c 00 1 2 3 4 5 6

Exercice 12. Vrai ou Faux?
a) In(72) = 21n(3)+31n(2) b) In(0.08) = 31n(2)—21In(5)

d) e = (5)12 o) 72 = (612
Exercice 13. Calculer en fonction de In(2) et In(3) les expressions suivantes :

In(+v/9)

Exercice 14. Résoudre dans R les (in)équations suivantes :

In(1.5)  In(16) In(0.25¢)  In(2v/2)

a) In(1—2z)=In(z+2)+1n(3) b) 22T _ K = _9 c)
d) e’ =1/2 e) e*tl=2 f)

r—1
g) €2 > 3e” h) eml<1 i) €
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c¢) In(0.04) = 21In(2)—21n(5)—In(4)

f) 672 — (636)2 g) 672 _ 636 e2

In(2 —z) <Iln(2z + 1) — In(3)
2z —T)In(z+2)>0

e~ T/2 _ gx/2 -




Exercice 15. Remplir le tableau suivant :

fonction

domaine de
définition

dérivée

allure du graphe

remarques diverses

(valeurs spéciales, ...

)

f(z) =ax
(distinguer
selon le

signe de a)

flz) =2

f(z) =sinzx
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fonction domaine de dérivée allure du graphe remarques diverses
définition (valeurs spéciales, ...)

f(x) =cosx

f(z) =tanx
f(x)=Inzx
fo) = e

Les différents éléments de 1’étude de fonctions...

Exercice 16. Déterminer les domaines de définition des fonctions suivantes :

fl(x):ﬂzi;:g f2($):2$2__x7;;2_2 f3(x) = Vsinz
fi(x) = In(2? + 22 — 3) fo() = —— folz) = —

vVr+5—2zx et — e

Exercice 17. Déterminer les valeurs du parametre b pour que la fonction f soit continue sur R.

fulz) = 2z +b siz>1 o) = ba? —x+1 siz>1
B 7Y 22 —br+3 siz<1 7Y b 432 4+1 siz<1

Exercice 18. Soit f(x) = 322 — 5.
Calculer la dérivée f’ de f, et étudier son signe. En déduire le tableau de variation de f.
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Exercice 19. Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

fi(x) =322 —4x +5

4 + x4+ 2
fs(z) = T2 1r
folz) = (a(z —2))"/3

fiz(x) = sin(3x)
fiz(z) =sinvz
f21 (.T) — 6sin:p

o2
@) = o
fao(z) = sin(Inx)
fos() = In(1 + sin(z2))

Exercice 20. Calculer les dérivées suivantes :

(sin(2x))"”

n 1 _r—2
fao(w) = 2" —nx fa(@) = 3:641—2 falw) = 2z 4+ 3
fo(z) = Va? — 4z fr(x) = N fs(z) = (z —1)Vz
fio(z) = cotx fii(z) =xtanz fi2(z) =1+ cosx
fia(z) = cos(2z) — sin(2x) fi5(x) = xsinz fi6(x) = cos(z™)
fis(@) = = fio() = €3 faole) = e
faz(@) = €* sin(z) fas(z) = eV® foa(x) = Ver +1
fao(x) = (@® +x+1)e”  for(x) =znz -1 fas(z) = !
faola) = - fr(@) =In(e” —¢" +1) far(e) = In(a?)
fa(z) = (1 +2)* fas(x) = a'** fs6(x) = (sinz)>*

(cos(3x))" ok ()" (In(37))"

Exercice 21. Trouver les valeurs des parameétres réels a et b pour lesquelles la fonction f est solution
de I’équation différentielle indiquée :

flx
f

8

(
(
(
(
(

~

= cos(ax) pour

= 2sin(ax) + 3 cos(ax)
=™ pour f"(z)
= e pour
=e

o cos(bx) pour

f'(@) +4f(x) =

f(x) +

pour

~4f(x) =
F() +3(x) + 2f (2) = 0
2! () + 2f(x) =

f(w) =

fz) =

Exercice 22. Pour chacune des limites suivantes, indiquer s’il y a une forme indéterminée (FI) et
préciser son type, puis proposer une méthode adaptée pour lever cette FI, et faire le calcul.

. . 2 o o
a) IEIJPOO(ZQ: +5) b) Igr}rloo(x Sx —2) c)
. _ . /3
) Jme-vEED 9 lmG-VEED)
1 . sinx .
9) xEToo\/ﬁ%—x—\/xQ—i-l ") ﬂlflg%] z 2
, |z| — 1 x—4
li k l
R v L )
) 14z . et +e "
m) ibmlln<1_x> ) Mim ——— o)
p)  lim (V2z+3—+vV2x—-1) ¢q) lim Va(vVo+1—-+x) 1)
r—r-+00 r—r-+00
22 -2z —1 —at 422 —1
2 LN 33 — 222 —x — 2 ) xgrfoo zt—x—2 v)
In(1 In(1 —
v) lim In1 + az) w) lim n(l+a) - we” x)
-0 T+ ax3 =0 22

UGA - UE MAT102 - 2023/2024

1
zgr—il-loox3—$2+1
r+3
lim ————
ztoo 22+ +6
. cosx—1
hmi2
x—0 €T
lim ]m—3\
r—3~ r—3
3+ 2r—1
lim

z—400 222 —x — 2

i YAz +1l-Va
T—+00 v +1
lim (Vo +4—+vx—3)

r—r-+00
621

1m
z—toox + 7




Exercice 23. Idem exercice précédent :

1 — /1 - i In(3 1

a) lim Vitz-vi-e b) lim e ¢) lim In@r +1)

z—0 T =0 T z—0+ 2x

im 2 si re” lim (z1 In(z + 2
d) ili\l(l)l‘ sin — e) i f) x_l)rfoo(x nzr —zln(x 4 2))
25246 -3

g) lim @ h) lim roortb i) lim e

z—0 T z—2 r—2 z—3 \f_\/g
, . 425 4 423 + 22 . 4x® 423 4 2 .2+ |z
7) lm ———— k) lm———— ) lim———

z—+oo  —3x2 + 50x =0 —3x2 + 50x =0 T 0
m)  lim Vr+3—+Vxr+2 n) o) lim T+

T—+00 e—0+ 22 lnw

1
Exercice 24. Soit la fonction f(r) =1 — x — — ayant pour domaine de définition R*. Déterminer
x

I’équation d'une asymptote oblique a la courbe représentative Cy de f, ainsi que sa position par
rapport a Cf.

Exercice 25. Déduire de chacune des limites suivantes (lorsque c’est possible) 1’équation d’une
asymptote verticale ou horizontale a la courbe représentative de la fonction f.

(@ Jim f@)=2 () lm f@)=-co (o) limf(x)=toc

r—r+00 r—r+00
(@) lmf@)=2 () lim f(z)=+00

r<—1

Exercice 26. On considere la fonction f(z) = V2?2 + 2 + 1 — . Etudier les limites de f en —co
et 400, et calculer les asymptotes a la courbe représentative de f (si elles existent).

e’ —1

er +1
1. Montrer que f est définie et continue sur R.

Exercice 27. Etude de la fonction f(z) =

2. Montrer que f est impaire pour réduire son domaine d’étude & R™.

3. Etudier la limite de f en +o00. En déduire celle en —oo. (au passage : est-ce qu’il n’aurait
pas été plus simple de calculer d’abord la limite en —oo, et d’en déduire celle en +oo ?)

4. Calculer f’ et étudier son signe.

5. Dresser le tableau de variations de f et tracer sa courbe représentative

1 1
Exercice 28. Etude de la fonction f(z) = Jo +2+1n a —
X

1. Donner I'ensemble de définition Dy de f.

2. Etudier les limites de f aux bornes de Dy . En déduire que la courbe représentative Cy de
f admet deux asymptotes verticales, Dy et Do.

3. Calculer f’ et étudier son signe.
4. Dresser le tableau de variations de f.

5. Montrer que Cy admet une asymptote oblique A. Préciser la position de C; par rapport a
la droite A.

6. Tracer Cy , A, D1 et Dy dans le repere cartésien.
Exercice 29. Faire ’étude complete des fonctions suivantes :

_m2+2x—3

h(@) z+1

fo(x) = V22 —2—6 fa(z) = ——— f4($):1n<1+a:>
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Exercice 30. Trouver la fonction réciproque de f et calculer sa dérivée :

et +e %

fi(x) =e¥ 4+ 3 de R vers |3, 00| fa(x) = 5

de |0, 4o00[ vers |1, +o0]

Pour vous entrainer...

Exercice 31. Simplifier le plus possible les expressions suivantes :

1 )
23
C= 12—1_733 (pour = ¢ {—1;0}) D==% (pour x # 0)
x2
5 23+ 32—z ( ¢ (1.0} ” 222 — 12z + 18 (pour z # 3)
=———— (pourz ¢ {—3; =
22z +1) P 2 5(z — 3) P

Exercice 32. Etudier le signe des expressions suivantes :
2 2 2 2 2
a) —az°+4x—1 b) 5x°—3 ¢) (x—3)"—Bx+1) d 5r—6+ux

Exercice 33. Etudier le signe de (—3ac2 + 8z + 3) (x — 5) et en déduire le domaine de définition de

V(=322 + 8z + 3) (z — 5)

. . . ?—x—4 s . A
Exercice 34. Etudier le signe de —Q_1 et en déduire le domaine de définition de
T —
202 —x —4
Y
g(z) =In ( P )

Exercice 35. Déterminer les valeurs du parametre b pour que la fonction g soit continue sur R.

2
xr .
br +1 siz>1 5 trt+b stz >1

_ _ 2
gl(x)—{ ba?+2x—3 siz<1 92(x) = x2 )
?—x—Qb six <1

Exercice 36. Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

3
fi(x) = (22 4+ 3z +1)° fo(x) =22 +22+3 fs(z) =1+ (1)

1— 22

Exercice 37. Etudier le signe de E(z) = 10z — 6 + 22 et utiliser ce résultat pour dresser le tableau

de variation de la fonction g(z) = 52% — 62 + gxg.

Exercice 38. Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

h@)= o R@ =1 B0 = S0 =@
fo() = VEFA fofa)= o o) =sin(3e) + 2c08(30) fole) = 1oy
)= ) = )= frale) = ¢ cos(3e)
fis(x) =In(lnz) fuu(zr) =In(cosz) fis(z)=a" fie(z) = ™"
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Exercice 39. Trouver les valeurs des parameétres réels a et b pour lesquelles la fonction f est solution
de I’équation différentielle indiquée :

(1) f(z) = sin(ax) pour f"(z)4+9f(x)=0

)
) fla)=e  pour f'(@)- fx) - 2f(x) =0
(3) fle) =z pour  ['(x) — Af(x) + 4f(x) = 0
(4) f(z) = e sin(bx) pour f"(z)—2f"(x)+2f(x)=0

Exercice 40. Pour chacune des limites suivantes, indiquer s’il y a une forme indéterminée (FI) et
préciser son type, puis proposer une méthode adaptée pour lever cette FI, et faire le calcul.

. VI+z—V1+22 ) 2 —4 .z 2|z
a) lim b) lim ——p— ¢) lim ———
x—0 x z—=2 x4 — 3x + 2 z—0 T
2z
-1
d lim Va?+zx+1-—=x e) lim Va2+1-—+Va2-1 f) lim <
T—-+00 T—>+00 z—0 © — 32

2
. z“+1 . 2z4+1)(xz—-1)

9 Jm s o e i) (Vo l- )
: : x . VIitr—V1-z : T
j) :L’EI-POO \/2x2+x—\/m2+1 k) ill}%) sinz l) acll}lloo #tzt+l-z

. tan . xcosx . et —cosx
m) lim ————— n) lim — o) lim ————

z—0 x + sma:2 z—0 s1n:r2 —0 Sin x

. In(1+2%) . exp(z®) —cosx _ e’
P = a) im0 R W g
) I eVe t) I Inz ) i \/ 211 \/ 51
) Jm W Ve

Exercice 41. Etudier les limites de f en —oo et 400, et calculer les asymptotes a la courbe
représentative de f (si elles existent).

2 2 3
e e A A N N L

Exercice 42. Faire I’étude complete des fonctions suivantes :

4 2 —2x+5
file)=2x4+2+ —— f2($):\/$2—|—1—\/$2—1 fa(x) = ——
T —2 rz—1
Exercice 43. Trouver la fonction réciproque de f et calculer sa dérivée :
filx) =€e*+1 deR vers |1, +o0| fo(z)=e ™ +1 deR vers |1, +00]

Pour aller plus loin...

Exercice 44. Déterminer les valeurs du parametre b pour que la fonction f soit continue sur R.

ve+1l-—1 V3r—2-—2 vr+1-2

—— sixz >0 six>2 six >3
fi(z) = x fo(x) = r—2 fa(z) =4 Ve—-2-1

r+b six <0 22 —x+b six <2 b six <3
Exercice 45. Déterminer, en fonction du parametre a > 0, si f peut étre prolongée en une fonction
continue sur R.

2 _ 2 _ 2 v1—-2x—1

ol Ga<a ET Rk e ORI VT sie<o
hwy={ * -1 fal) = o falwy =4 Yool

Vvar—1 Var+1—+vx+1 _ (I4+ax)*-1

sixz>1 six >0 TR R six>0
ar — 1 x 1+2)2-1
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Exercice 46. Déterminer les valeurs des parametres a et b pour que f soit dérivable sur R.

22 4+2r+1 siz<l1 22—z +3 siz<?2 22 —x+1 siz <1
fi(z) = . fo(x) = . fa(x) = 9 .

ar+b siz>1 ar +b six>2 —x“4+ax+b six>1

2 a4 +b siz <1

—z°4axr+b six<1 ar+b siz <1 — S1T =
fa(z) :{ 209: -1 siz>1 () :{ VBr =1 siz>1 Jolw) = O 2

T+ 2x — s1x > T — S1x 222 1 siz>1
Exercice 47. Calculer les dérivées n-émes suivantes :

(™)) (sin )™ (cos )™ (™)) (e?)™)

Exercice 48. Trouver une formule explicite, en fonction de X et n, pour les sommes suivantes :
n n n
(a) > EXF! (b) > kX* (c) Y kX"
k=1 k=1 k=1

Exercice 49. Etant donnée une fonction de deux variables f(x,y), on peut calculer ses dérivées
partielles par rapport a x et y : il s’agit simplement des dérivées usuelles, en dérivant par rapport a

0
I'une des variables et en considérant ’autre constante. Elles sont notées respectivement (‘Tf et a—f
€z Y
Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :
filzy) =Va2+3y*  fa(z,y) = L fs(z,y) = 2oty filz,y) = — fs(z,y) = ycos(zy)
) ) 5$2+y2 9 $2+y2 9 IL“"y 9
Exercice 50. Déterminer les limites suivantes lorsqu’elles existent :
1— Vatl T + arctan x
a) lim T b) lim ¢ c) lim T+ arctany
z—1 arccosx z—+oo T + 2 z—0 T
Exercice 51. [difficile] Faire I’étude complete des fonctions suivantes :
1 _ 1 T T
filz) = (z =2z folo) =aemT fy(a) = fal@) = —
L —e” 1+ex

Exercice 52. Trouver la fonction réciproque de f et calculer sa dérivée :

filz) = sirllq: de }O,g[ vers |1, 4o00] fa(x) = 1+cis(2x) de }O,g[ vers };,—Foo[

Exercice 53. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
fi(z) = arcsin(x) fa(x) = arccos(x) f3(x) = arccos(2x) fa(x) = arccos(7x)
fs(x) = arcsin(v/1+ x fo(x) = arcsin(y/1 + 2x) fr(x) = arctan fs(x) = arctan(3x)

fo(z) = arctan(2z +1)  fio(z) = warctanz — $log(1+2%)  fi1(z) = arctan(,/z)

Exercice 54. Calculer les limites suivantes :

. arctanz . arcsin(3z) arctan(2z) . arctan(e® — 1)
a) lim— b lm——= ¢ lim—F——= d) lim—mw——=
=0  sinx =0 1?2+ =01 —+/1—2x a—=0 Jr+1-—1

UGA - UE MAT102 - 2023/2024 9



