MAT102 - L1 BCH-Int, CeB, SPI, STE 2023-2024

Fiche d’exercices n°3 : géométrie et algebre linéaire dans R? et R?

Prenez l’habitude de vérifier systématiquement vos résultats, par exemple avecwww.wolframalpha. com.

Pour réviser...

Exercice 1. Résoudre les systemes d’équations :

3z +4y =1 T+Y=95 2 -3y =1
2 {2x+3y=—5 ) {x—y=3 g {$—4y:2

Exercice 2. Dans le plan R?, tracer les droites d’équation :
a) y=3x—1 b) y=-2x+3 ¢) x=2y+1
d -3x4+2y—1=0 e y+2=0 f) 22—1=0
g9) (x,y)=(2t+1,3t—1),teR h) (z,y)=(-s+2,2s—1),seR

Exercice 3. Déterminer une équation de la droite D passant par les 2 points A et B :

a) A2,1) B(0,1) b) A(-3,1) B(0,1) ¢ A(-1,3) B(2,-1) d) A(-2,1) B(-2,4)

Exercice 4.

a) Quel est 'ensemble des points M de I'espace R? de coordonnées (z,0,0) lorsque x prend toutes
les valeurs de R?

b) Quel est ’'ensemble des points M (x,y, z) de I'espace R? tels que z = 17

c¢) Quel est I’ensemble des points M (x,y,2) de 'espace R? tels que x =1 et 2 =07

Exercice 5.

a) Si une droite de I'espace R? est orthogonale & un plan, est-elle orthogonale & toutes les droites
de ce plan?

b) Si une droite de 'espace R? est parallele & un plan, est-elle parallele & toutes les droites de ce
plan?

¢) Soit un plan sécant avec deux plans paralleles. Que peut-on dire de leurs droites d’intersection ?
Quelle est 'intersection des trois plans ?

Exercices de base

Exercice 6. Calculer la norme des vecteurs ¥ et ¥ suivants, ainsi que leur produit scalaire.
a) U =(1,5), ¥ =(3,1) b) U = (cosa,—sina), ¥ = (sina,cosa)
¢) U =(23), V=(-32) d) «=(1,0,2), ¥ =(-4,7,2)

e) U =(=2,01), v=(0,38) f) ¥=(1,2-1,2), ¥ =(3,1,1,-3)
Exercice 7. Pour quelles valeurs du parametre ¢ les vecteurs U et U sont-ils orthogonaux ?
a) U=0t—-1,2t-3), ¥=(3,-1) b «=@t2+t—t), v =(1,1,2)

o) W=(t-1,2t,2), ¥ =(1,2,—-1) d) «=+12tt-1), T = (1)
Exercice 8. Calculer la distance entre les points A et B.

a) A=(3,4), B=(21) b A=(16), B=(42) ¢ A=(3,1,2), B=(1,-1,1)

Exercice 9. Pour quelles valeurs du parametre t les vecteurs U et U sont-ils colinéaires ?

a) U=0-t2+1), T=(3,4) b W=(t6), v=(6t7 ¢ U=(21), 7T =0B-t2-1)
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Exercice 10. Calculer les déterminants suivants :

1 0 -1 2 1 2 3 8
“)01‘()) —34‘ )‘36 25‘6)
Exercice 11. Les 3 vecteurs (7, o, E?) sont-ils coplanaires ?

a) U =(1,2,3), ¥V=(-1,34), W=(1,0,2) b wU=(1,-1,1), ¥ =(221), & =(0,-4,1)

) 1+ 1
3 —1—1

cosa —sinao
sina  cos«

a

Exercice 12. Calculer les déterminants suivants :

1 00 a 0 0 1 = vy a 0 5
a) 010 b) 6 b 0 c) 2 z d) 0 0 ¢
0 01 7T 1 ¢ 0 0 3 0 b 0
0 b 7 1 6 7 1 0 0 2 -1 3
e) |11 0 ¢ f) |0 cosf —sinp g |6 9 2 h) -1 1 3
a 0 0 0 sinf8 cosf 4 -1 0 -2 1 1
. 1 -1 01
1§ k i j k i j k 0 -1 0 2
i) 1 2 3 7) 1 3 2 k) 1 01 0) 3 9 9 1
2 4 6 2 1 4 0 2 3 1 4 92 1

Exercice 13. Calculer I'aire du triangle ABC :
a) A:(l,O), B:(273)7 C:(474) b) A (071)7 B:(Qal)? C:(_laz)
c) A=(2,1), B=(-2,1), C=(1,1) d A=(1,1), B=(2,2), C=(0,3)

Exercice 14. Calculer le volume du tétracdre ABCD :
a) A= (07_170)7 B = (0747 1)a 02(17472)7 D= (07072)
b) A:(17070)? B:(0?273)7 C:(17474)7 D:<O7_170)

Exercice 15. Calculer le produit vectoriel des vecteurs U et 7, et vérifier que le vecteur résultat
U AU est bien orthogonal a U et .

) U =(1,0,0), ¥ =(0,0,—1)  b)
) W =(2,3,1), ¥ =(1,2,1) d)
e) W =(1,0,1), ¥ = (x,0,—1) f)
) U =(3,2,-1), ¥ =(2,1,2) h)

,0,0), ¥ =(1,1,1)
J1,1), W =(-3,2,1)
cos o, —sina,0), ¥ = (sin e, cos a, 0)

1,2,2), ¥ = (3,1,1)

~—~~ o~

Exercice 16. Trouver l'intersection des droites Dy et Ds.

a) Dy ={(z,y) €R?, 2 +y =0}, Dy={(z,y) €R?, 22 4+y=1}
Dy ={(z,y) €R?, 2vr +y =1}, Dy={(v,y) €R%, z+2y=5}
D1 ={(2s—-1,s+2), se€ R}, Dy={(1-2t,3—1t), t e R}
d) Dy ={(1+4t,2+1t), teR}, Dy={(x,y), v+ 2y =11}

) D1 ={(z,y), 2e —y=3}, Da={(s—1,3+2s), s€R}

) Di={(1+X2-X), XeR}, Dy={(z,y), v +4y =3}
q9) Di={(1+t,2—-t),teR}, De={(1+s,2+5s), s€R}
) Dlz{(5—t,2t—1),t€R}, DQZ{(1+S,2+3S),SER}

UGA - UE MAT102 - 2023/2024 2



Exercice 17. Trouver ’équation de la droite D passant par les points A et B.
a) A=(1,2), B=(3,1) b) A=(3,0), B=(2,-1) c) A=(1,0), B=(2,3)

Exercice 18. Trouver le point d’intersection M de la droite D; passant par les points A et B, avec
la droite Dy passant par les points E et F', ou A = (0,1), B=(4,3), E=(1,3), F=(3,1).

Exercice 19. Trouver la projection orthogonale du point M sur la droite D.

a) M=(1,2), D={(2t,14+1t),t e R} b) M=(1,3), D={(4—t2+2t),t R}
¢) M=(1,-3), D={(z,y) eR*,24+2y+3=0} d) M=(1,5,D={(z,y) eR* z—y=2}
e) M= (-1,1), D={(z,y) €R?, 2z +y =23} f) M=(1,0,1), D={(2t,t—1,—t+4),t R}

Exercice 20. Calculer l'aire du triangle déterminé par les droites Dy, Dy et Ds :
Dy = {(z,y) eR*, 2z +y =0} Dy ={(z,y) € R? 2z —y =2}
D3 = {(x,y) € R? 4z +y +2 =0}

Exercice 21. Trouver I’équation paramétrique de la droite D passant par le point M et orthogonale
au plan P.

a) M=(1,2,4), P={(z,9,2),2+y+2z=3}

b) M= (-1,0,0), P={(x,y,2),2+2y+32="7}

¢) M=(1,2,4), P={a(1,0,3) + B3(0,1,0),a € R, B € R}
d) M=(1,-21), P={a(l,-1,1) + 3(0,1,1),a € R, B € R}

Exercice 22. Trouver 'équation cartésienne du plan P = {M + oW + 7, a € R, 5 € R}.
a) M =(1,0,1), @ = (1,1,0), ¥ = (1,0,0) b) M =(1,0,0), @ = (1,2,3), ¥ = (1,0,1)
Exercice 23. Trouver I’équation cartésienne du plan P déterminé par les points A, B et C.
a) A=(1,0,1), B=(1,1,0), C =(1,0,0) b) A=(2,0,1), B=(1,1,1), C=(-1,0,-1)
Exercice 24. Trouver I’équation cartésienne du plan P contenant le point A et la droite D.
a) A=(1,0,1), D= {(1+t,2—t,—1+t),t € R} b) A=(-1,1,0), D= {(1+2t,t,1-t),t € R}
Exercice 25. Trouver une représentation paramétrique du plan P.

a) P={(z,y,2),x+y+2=3} b)) P={(z,y,2),2+2y—22=1}

c) P=A{(z,y,2),z —z=1} d) P=A{(z,y,2z),z—y+32=0}

Exercice 26. Soient P; et Py deux plans dans R3. Trouver la forme paramétrique de la droite

D=P1NPs.
a) P1={(x,y,2),x+y+2=3}, Po={(z,y,2),2—2y+2z=0}

b) Pr={(z,y,2),x+y—2z=—-1}, Pa={(x,y,2),x+ 2y + 32 =0}
c) P1={(z,y,2),2x —z=1}, Pa={(z,y,2),x+y =2}
Exercice 27. Calculer les coordonnées de la projection orthogonale du point M sur le plan P.
a) M =(1,1,0) P={(z,y,2),x—y+2z =23} by M =(2,-1,1) P={(z,y,2),2x+y =1}
o)M= (-1,5,-1) P={(2—-t+s,14+2t—s,3t+2s),t,s € R}

Exercice 28. Réécrire la droite D comme intersection de deux plans :
a) D={(1,0,2)+¢t1,1,1),t € R} b) D={(1+t2—tt—3),teR}
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Pour vous entrainer...

Exercice 29. Trouver les valeurs du parametre ¢ pour lesquelles les vecteurs U et U sont colinéaires.
a) U=(-1-t5+1), ¥=_(1,-1) D) W=(1-t1), 7 =(3,1-1)

Exercice 30. Calculer les déterminants suivants :

0 1 17 8 0 1 -7 ez 1414
a)‘lo‘ b)‘02' C>’30' d)‘?) 21‘ Vi %
Exercice 31. Calculer les déterminants suivants :
2 1 4 1 3 2 1 0 2 cosa sina O
a) 5 2 3 b) 4 1 3 c) |1 3 4 d) | —sina cosa 1
8 7 3 2 2 0 6 0 5 701
X 1 X 1 =z x2 1 3 2 11 1
e) |1 1 2 11y 4 g) |1 3 3 h) 3 3 2
X 0 2 1 2z 22 1 21 2 31

Exercice 32. Calculer l'aire du triangle ABC :
CL) A:(070)7B:(_271)7C:(370) b) A:(t71+t)aB:(17t)702(2_t71_t)
Exercice 33. Calculer le volume du tétraédre ABCD :
(L) A:(l,l,O), B:(07171)7 C:(17071)7 D:(lvlal)
b) A:(17273)7 B:(Oala_l)v 02(27170)7 D:(O,l,O)

Exercice 34. Calculer le produit vectoriel des vecteurs U et 7, et vérifier que le vecteur résultat
U AU est bien orthogonal a U et .

a) ¥ =(1,2,1), ¥ =(0,1,~-1) b U =(3,20), 7 =(-12-1)
Exercice 35. Trouver 'intersection des droites D et Ds.
a) D1={(1+2s,3—-5s), seR}, Dy={(z,y), z—2y+1=0}
) Di={(s—1,s—2),seR}, Dy={(3—-t,2—-1), teR}
) Di=A{(z,y), 2e+y+1=0}, Dy={(1+t3—-2t), teR}
d Di={({t—-2,t—1), teR}, Dy={(-1+2s3—3), s R}

=

9}

Exercice 36. Trouver 1’équation de la droite D passant par les points A et B.
a) A=(2,3), B=(3,2) b) A=(4,1), B=(2,2) c) A=(-2,1), B=(1,3)

Exercice 37. Trouver le point d’intersection M de la droite D; passant par les points A et B, avec
la droite Dy passant par les points E et F, ou A = (2,0), B= (4,4), E=(1,1), F = (5,3).

Exercice 38. Trouver la projection orthogonale du point M sur la droite D.

a) M:<§,2> , D={(z,y) €R? 2z +y =3} b) M= (4,0), D={(z,y) € R* 3z —y =2}

¢) M=(1,-21), D={(t—2,1—-2t2t+1),t € R}
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Exercice 39. Trouver I’équation paramétrique de la droite D passant par le point M et orthogonale

au plan P.
a) M=(2,1,-3), P={(v,y,2),2x —y+2=1}

b) M =(-1,2,0), P={«a(0,1,2) + 5(-1,1,1),a € R, B € R}

Exercice 40. Trouver I’équation cartésienne du plan P = {M + aU +87,acR, Be R}.
a) M=(0,-1,1), 7 =(2,1,1), 7 =(0,1,1) b) M=(12-1), ¥ =(10,1), T =(-1,0,1)
Exercice 41. Trouver I’équation cartésienne du plan P déterminé par les points A, B et C.
a) A=(1,2,-1), B=(-1,2,1), C =(1,0,1) b) A=(2,-2,0), B=(1,-1,1), C =(0,0,1)
Exercice 42. Trouver I’équation cartésienne du plan P contenant le point A et la droite D.
a) A=(-1,2,1), D={(1—t,1+t,142t) ,t €R} b) A= (1,1,1), D= {(t,1—t,2+t),t € R}
Exercice 43. Trouver une représentation paramétrique du plan P.

a) P={(z,y,2),2z —y+2=1} b) P={(z,y,2),x—2y—2z=2}

¢) P=A{(z,y,2),z—3y—=z= -2} d P=A{(z,y,2),xr—y+2=0}

Exercice 44. Soient P; et P deux plans dans R3. Trouver la forme paramétrique de la droite
D=PiNPs.
a) Pr={(z,y,2),2e+y—2=3}, Po={(z,y,2),x+2y+2=0}

b) Pr={(z,y,2),~rx+y—z=1}, Pa={(z,y,2),2 -2y —2=2}
Exercice 45. Calculer les coordonnées de la projection orthogonale du point M sur le plan P.
a) M =(2,-3,2) P=A{(z,y,2),2x—3y+z =1} b) M =(0,2,-4) P={(z,y,2),2-32 =2}
c) M =(-2,5,-5) P={(1+2t+s,3t—s,—t—s),t,s € R}

Exercice 46. Réécrire la droite D comme intersection de 2 plans : D = {(1,1,-1)+¢(0,2,1) ,¢t € R}

Pour aller plus loin...

Exercice 47.

1. Soient ¥ = (1,1,-1) et v = (1,2,1). Exprimer les conditions sur a, b, ¢ pour que le vecteur
W = (a,b,c) soit orthogonal & W et V. Donner une forme paramétrique de cette droite.
Vérifier que la valeur de U AU est cohérente avec les résultats précédents.

2. De facon plus générale, traiter les mémes questions avec o = (x,y,2) et ¥ = (2,3, 2).

Exercice 48. Dans le plan R?, soit le point M (0,4) et la droite D d’équation y = x — 2. Soit P la
projection orthogonale de M sur D.

1. Faire un dessin (soigné) représentant M, D et P.
2. Calculer (en expliquant votre raisonnement) les coordonnées de P.

3. Soient les vecteurs @ = (—3,3) et ¥ = (1,1). On définit les nombres complexes correspon-
dants z, = =34 3i et 2z, = 1 4+ 4. Calculer z, z,. Interpréter géométriquement ce résultat.

4. On va maintenant généraliser la notion évoquée a la question précédente. Soient dorénavant
les vecteurs @ = (z,y) et ¥ = (2/,4). On définit les nombres complexes correspondants
2y = x + 1y et z, = 2’ + 1y,

(a) Calculer z, Z,.

(b) Que peut-on dire de 4 et ¥ si z, Z, est un nombre imaginaire pur ?
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(¢) Que peut-on dire de % et U si 2z, 2, est un nombre réel ?

(d) En utilisant Pécriture sous forme exponentielle z, = pe® et z, = p’ €, interpréter les
résultats précédents.

b) #

Exercice 49. On considére dans R? le parallélogramme construit sur les vecteurs 0 ,
(a,b),

(0,0) et ¥ = (¢,d) # (0,0), c’est-a-dire le parallélogramme EFGH, ot E = (0,0), F
G=(a+c,b+d)et H=cd).
1. Trouver la projection orthogonale P du point H sur la droite passant par les points F et F'.

2. Calculer la distance entre P et H.

(a

3. Calculer I'aire du parallélogramme FFGH.

Exercice 50. Soit 7 un triangle de sommets A, B et C dans le plan R?, et soit A son aire. En

1
utilisant la formule usuelle A = 3 X base X hauteur, démontrer le théoreme du cours :

A= [aet(AB, 40)| = | |aet(BA, BE)| = 7 |aet(@A, TB)

Exercice 51. Soit 7 un tétraedre de sommets A, B, C et D dans 'espace R3, et soit } son volume.

1
En utilisant la formule usuelle V = 3 x surface de base x hauteur, démontrer le théoreme du
cours :

V= é \det(ﬁ,ﬁ,ﬁ)‘ - % ]det(ﬂ,B_é,B?)\ - é ‘det(ﬁ,c*_é,@)] - % ‘det(ﬁ,lﬁ,m)‘

Exercice 52. Un rayon de lumiere est envoyé depuis le point A = (1,0,1) dans la direction du
vecteur ¥. Pour quelle(s) valeur(s) de 7 le rayon réfléchi dans le miroir d’équation z —y +z = 1
passe-t-il par le point 7' = (3,2,3) ?

Exercice 53. Un rayon de lumiere est envoyé depuis le point A = (1,1,2) dans la direction du
vecteur U = (—1,—1,—1). Trouver I’équation du plan P passant par le point M = (2,0,0) pour
lequel le rayon réfléchi dans le miroir P passe par le point 7' = (-2, -2, 1).
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