MAT102 - parcours BCH-Int, CeB, SPI, STE Université Grenoble Alpes

Partiel - 21 octobre 2024  (durée : 1h30)

Documents autorisés : une feuille A4 manuscrite recto-verso. Aucun appareil électronique.
Vous apporterez le plus grand soin a la rédaction et a la présentation. La notation en tiendra

compte.

Résoudre dans C I'équation 32 — (2 —5i)z+1+3i=0
INDICATION : \/33% + 562 = 65

Nous avons affaire a une équation polynomiale de degré 2. On va la résoudre en calculant
son discriminant A, dont on cherchera ensuite une racine 6 (§ € C tel que 6 = A). Les deux
_ 2-5i _ 2-5i+6

solutions de I’équation seront alors finalement z; = T‘S et zp = =%

On aici : A = (2 —5i)? — 4(3)(1 + 3i) = 4 — 200 — 25 — 12 — 36 = —33 — 56i. Notons
maintenant § = o+ 4. L’égalité 62 = A implique o® — 3% = —33 (égalité des parties réelles)
et 2af = —56 < 0 (égalité des parties imaginaires). De plus, on a égalité des modules
162 = |Al, c’est-a-dire a? + 5% = /332 + 562 = 65. On a donc le systeéme :

Q- F=-33 (1)
o® + 3% =65 (2)
af <0 (3)

En faisant (1) + (2), puis (2) — (1), on en déduit o = 16 et > = 49, soit a = +4 et § = £T7.
D’apres (3), a et  sont de signes opposés. D’out § = 4 — 7i (ou son opposé).

Les 2 racines du polynome sont donc :

25— 44T 14 2 Bi4+4—Ti

6 T3 ot 2 6

=1-2
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Exercice 2

Par quelle(s) condition(s) sur
leurs affixes peut-on caractériser
les points de chacune des trois
zones A, B et C du dessin ci-
contre? (donner quelques lignes
d’explications).

La zone A est un disque de centre (—2,2) et de rayon 1. En notant z4 = —2+2i, la condition



d’appartenance est donc |z — z4| < 1.

La zone B correspond a des points d’abscisses supérieures a 1, d’ordonnées comprises entre
1 et 2, et qui sont a l'intérieur du disque de rayon 3 et de centre (0,0). Les conditions sur
les affixes sont donc :

Re(z) > 1 et 1 <Zm(z) <2 et 2] <3

La zone C correspond a des points d’ordonnées comprises entre -1 et -2, et situé dans le
secteur angulaire entre —m/2 et —m/3. Les conditions sur les affixes sont donc :

—2<ZIm(z) < -1 et —ggargzg—%

REMARQUE on ne peut pas voir évidemment sur le dessin si ’on considere que les frontieres
font partie ou non des domaines. On peut donc écrire les inégalités de fagon stricte (<, >)
ou non (<, >).

Soit = — V3 + i

1. Quelle est I'écriture sous forme exponentielle de z 7

V3

Ecrivons z sous forme exponentielle : z = 2 (7 + 51 =2/,
2. Comment choisir ’entier naturel n pour que 2" soit réel ?

, n n
On déduit de la question précédente que 2" = 2" "™/6 = 2n (COS % + 7 sin %)

n

p . .. .. N . nm
" sera réel si et seulement sa partie imaginaire est nulle, c¢’est-a-dire sin <?> = 0. Or

nm

sinz = 0 si et seulement si z est un multiple de 7, donc sin (—) = 0 si et seulement si n
est multiple de 6. Ecrit de fagon mathématique : Zm(z") = 0 <= (n = 6p, p € Z).

3. Comment choisir ’entier naturel n pour que 2" soit imaginaire pur ?

. . . L nm
z™ sera imaginaire pur si et seulement sa partie réelle est nulle, c¢’est-a-dire cos (?> = 0.
T T
Or cosx = 0 si et seulement si z est égal a 5 a un multiple de 7 pres (x = — + km, k € Z),

2
donc cos (716—7T> = 0 si et seulement si n est de la forme 6k + 3 (multiple impair de 3). Ecrit

de fagon mathématique : Re(2") =0<= (n=6p+ 3, p € Z).

Exercice 4
n

1.a. Calculer le produit P, = H

j=1

2j —1
2j + 1

pour n > 1.



Il s’agit d’un produit téléscopique :
2i—-1 1
PTL — - = —
]‘111 27+1 3

Les termes se simplifient tous 2 a 2, sauf le premier numérateur et le dernier dénominateur.
1

on—+1

n

1.b. Calculer la somme S,, = Z (In(2j +1) —In(2j — 1)) pour n > 1.

Jj=1

35 2n — 3 2n — 1
57 7 2n—12n+1

D’ou finalement P, =

METHODE 1 Il s’agit d'une somme téléscopique :

Sp=Mn3—-In1l)+(n5—m3)+(In7—1nd)+- - -+(n(2n — 1) — In(2n — 3))+(In(2n + 1)— In(2n — 1))

Les termes se simplifient tous 2 a 2, sauf un terme au début et un terme a la fin. Finalement :
Sp=—Inl+In(2n+1) =In(2n+ 1)

METHODE 2 En utilisant les propriétés du logarithme (Ina—Inb = In(a/b) et Ina+Inb =
In(ab)), on a donc :

n n

S, = Z (In(2j + 1) = In(2j — 1)) = = > _ (In(2j — 1) — In(2j + 1))
25 —1 2 —1
:—;ln2j+1:—ln<g2j+1):—lnPn

2.a. Rappeler la valeur de la somme 1+ 2422+ ... +a" L

Il s’agit de la somme des premiers termes d’une suite géométrique. En appliquant la formule
de sommation, on a donc

n
_1:1—35

l+x+a22+... +a"
1—=x

REMARQUE  On a supposé implicitement ci-dessus que x # 1. Pour z = 1, la somme vaut
évidemment 1 +1' + 12+ ... + 1" ' =14+14+1+...+1=n.

b
2.b. En remplagant x par —, en déduire une factorisation de a™ — b", ot a et b sont des réels

quelconques (mais vérifiant a # 0 et a # b).

b
En faisant x = — dans la formule précédente, on obtient :
a

b B2 pr—1 _Z_Z
I+t S+t =5 (E)




1_£ ﬁ( _b_”) a a® —b" 1 a® —b»

Or, on a d’une part : a? — ot av/ — —
P -2 e(1-2%) e a-b a7 a-b
b b2 bn—l an—l an—2 b an—3 b2 . bn—l
Et d’autre part : 1+ - +—2—|—,,,+ - = + * - Tt
a a™— a™

L’équation (E) devient donc :

a"ta" b+ a4+ L at b
an—1 Cal a—b

c’est-a-dire, en simplifiant par a" ' : @ =" = (a—b) ("' +a" Pb+a" PP+ ...+ V")

On vient donc de démontrer la FORMULE DE BERNOULLI.

Soit Z = v3+1+i(v3—1).

1. Calculer (1 +14) Z et mettre le résultat sous forme exponentielle.

(1+i)Z =(1+1i) <\/_+1—|—z(\/_ )) V3+1+i(V3+1)+i(V3—1)+3(V/3-1)

1 3 |
—24i2V3=14 <§+i§> = 4¢in/3

2. En déduire I’écriture exponentielle de Z. Combien valent cos 17T—2 et sin E ?

1 )
On remarque par ailleurs que 1+ = /2 (— +1 —> =26,
\/_ \/_
On adonc : (1+1i)Z =2e™* Z = 4¢3,
4 6wr/3 )
RN _ _ im/3—im/4 __ im/12
Dol Z = = = =2V2 e =2V2 ™12,

On en déduit finalement :

Z=V3+1+i(v/3-1)=2V2 ™2 =22 <COSE—|—’L Sln%)

D’otu les valeurs demandées, en identifiant les parties réelles et les parties imaginaires :

7r_\/§+1 _W_\/g—l

COS — et sin —

12 22 12 22

Exercice 6 Soit x un réel fixé. Le but de cet exercice est de calculer les sommes

n n

Cn:Z(Z)cosk:x et Sn:Z(Z)sinkx

k=0 k=0

1. Calculer Cy, C, Sy, S;.



S
I

cos(0x) =1xcos0 =1

cos(0z) + < 1 )cos(lx) =1xcosO+1xcosx =14 cosx

&
I

sin(0z) =1 xsin0 =0

0
I

OCHRH OO0C o OO

N
I
VR
SN——

)sin(OI) + ( i >sin(1x) =1xsin0+1xsinz =sinz

. €T .
2. Montrer que 1 4+ e = 2cos (5) /2,
METHODE 1  En factorisant par ¢#/2, on a : 1+4€® = ¢®/2e™@/2oi0/2¢in/2 — civ/2 (e_””/2 + 6”/2).
eia + e—ia

) avec a = /2, ou

On peut ensuite utiliser directement la formule d’Euler cosa =

simplement passer en forme algébrique :

e /2 + /2 = cos (_793) = 47 sin (;) + cos (g) + 7sin (g) = 2cos <g>
—— ——
:COS(%) =— sin(%)

D’ou le résultat.

METHODE 2  Par simple vérification :

2 cos (£> e®/? = 2 cos (E) (cos <E> + 2sin <E>> = 2cos® <E> +17 2 cos <E> sin <£>
2 2 2 2 N 2/, 2 2/

N
—~ —~

1+cos(2%) sin(Q%)

D'ou 2cos (g) e®/?2 =1+ cosx +ising = 1+ e,

3. Simplifier I'expression de C,, + ©.5,.

C, +1S, :Z(Z)Coskzx +i2(2)sink‘x
k=0
—Z( )coskﬁc+isinkx)

Or cos kx + isin kz = e'* (e”)k On a donc :

(er
A

d’apres la formule du binome de Newton

Cp+1S, =

SIMIM-

4. En utilisant la relation de la question 2, en déduire les expressions de C), et S,,.

5



En utilisant la relation montrée a la question 2, on a donc :

C, +1S, (1 +e ) (e 2 cos (2 2" | cos 5 e
cos(nz/2)+isin(nz/2)

C, et S, sont respectivement les parties réelle et imaginaire. On a donc finalement :
C, =2" cos (%) (cos (%)) et S, = 2" sin (%) <cos (g))

5. Est-ce cohérent avec les valeurs calculées a la question 17

Si on utilise les formules démontrées a la question 4 pour n = 0 et n = 1, et les identités
sin 2a0 = 2sin av cos av et cos 2a = 2 cos? av — 1, on obtient :

o Cy=2%cos (%) (cos <§>>0 =1xcos(0)x1=1
e O, =2' cos (g) (cos <§>>1 =2 <cos (§)>2 =1+ cos (2 g) =1+4coszx

o Sy =2"sin (%B) (COS <§>>0 =1xsin(0) x1=0

e 5, =2!sin (g) (COS (g))l =2 sin (g) cos (g) = sin (2 %) =sinz

Ces résultats sont bien cohérents avec ceux trouvés a la question 1.



