CC3 - 2025 Durée : 90m

Calcul intégral, introduction aux probabilités

Aucun document ni matériel électronique n’est autorisé. Les exercices
sont indépendants mais chaque exercice a sa propre cohérence. La qualité de
la rédaction sera grandement prise en compte dans la notation.

Exercice 1 : Courbes paramétrées.
1. Déterminer le vecteur vitesse de la courbe paramétrée.

2. Calculer la longueur de I'arc de cette courbe.

Etant donné les équations paramétriques de I’astroide :
x(t) =acos®t, y(t)=asin®t, tec|0,2n]

La formule de la longueur d’arc d’une courbe paramétrée est :

b2 dr\ dy 2
L= — — | dt
VG ()

Calculons les dérivées :

dx
dt

d
= —3acos’ tsint, d_?i = 3asin’®tcost

En remplacant dans la formule :

2m
L= / \/(—3a cos? tsint)? + (3asin®t cost)? dt
0

27
= / 3a\/cos4 tsin?t + sin® ¢ cos? ¢ dt
0

2m
=3a / \/C082 tsin®t(cos?t + sin?t) dt
0




2m
= 3a/ | costsint|dt
0

Puisque l'intégrande est périodique et symétrique sur [0, 27], on peut

calculer sur [0, 7] et multiplier par 4 :

3 5
L:4~3a/ costsintdtlea/ costsint dt
0 0

Utilisons I'identité :

: L.
costsint = 3 sin(2t)

%
L:12a/
0

~ 6a {—% COS(%)} Tt (-%[COM — cos o])

0

— 6a- (-%[—1 - 1]> — 6a

™

sin(2t) dt = 6@/2 sin(2t) dt
0

DN | —

Exercice 2 : Intégrales doubles.

2xy
//A N dx dy

Changement en coordonnées polaires

L’intégrande contient des expressions de la forme 2% + y? et xy, ce qui
suggére de passer aux **coordonnées polaires™* :

-x=rcosf -y =rsinfd - 22+ y?> = r? - Le jacobien du changement
donne dx dy = r dr df




L’intégrande devient :

2vy  2rcosf-rsinf
22 + 2 - r2

= 2cosfsinf = sin(20)

Région entre deux cercles dans le premier quadrant
La région A est :

A:{(x,y)€R2|1§\/x2+y2§2, x>0, yZO}

En coordonnées polaires : -1 <r <2-0<60 < 5 (premier quadrant)
Alors, l'intégrale devient :

o
/ / sin(20) - rdr do
o J1

Etape 1 : intégrer par rapport a r
2 2
/ rdr = {17“2] :1(4—1):§
. 2], 2 2

Etape 2 : intégrer par rapport a 6

/2 §in(20) - 5 df — §/2 sin(26) do
; 2V T3

0

Utilisons une substitution : © = 20 = du = 2d0 = df = %“
Quand 0 =0 =u=0,et quand 0 =5 = u=m

™

2 1 (" 1 1 1

/2 sin(20) df = —/ sin(u) du = =[— cos(u)|j = =[— cos(m)+cos(0)] = =

; 2/, 2 2 2
Donc l'intégrale vaut :

3
323
2 2

Cas 2 : Disque de rayon 1 centré a P’origine

1+1) =1



Iei, A= {(z,y) e R? | 2? + ¢y* < 1}
En coordonnées polaires : - 0 <r <1-0<6<27

L’intégrale devient :
2m 1
/ / sin(20) - r dr df
o Jo
! 1,0 1
/ rdr = {—7’2] = -
0 2 |, 2

2w 1 1 2m
/ sin(20) - = df = —/ sin(20)do = 0
0 2 2 Jo

Intégrale en r :

Intégrale en 6 :

(puisque l'intégrale de sin(26) sur une période compléte est nulle)

0]

Exercice — Changement de variables

Calculer I'intégrale suivante :

//x+yda:dy,
RYT Y

ou R est la région délimitée par les droites :

r—y=1 x—y=2, z4+y=3, x+y=>5.

1. Changement de variables

On pose :
U+ v
Tr =
u=x-—y, v=r+y = v 2y
Y= 9




2. Nouvelle région

Les bornes deviennent :

La région R devient un rectangle S dans le plan (u,v).

3. Jacobien

On calcule le jacobien du changement de variables :

Oz Oz L1 1 1 1
& Bl=|% 3|=1+7=3
o ool |72 o2l 442
Donc : dedy = |J| dudv = § dudv
4. Réécriture de l’intégrale
On a:
T+y v
r+y=v, r—y=u= = -
r—y u
Ainsi :
Tty

(=T
STEIEOSTE

€r — y

drdy =41In2

—dudv = — / / —d’udu
u=1Jo
275 2 _ 2
v du:l/ 135 9du:1/
2], 2), u 2 2 Jy

+du =

2
1
/
1

—du =41



Exercice 3 : Stylos a encre bleue

Dans une entreprise de fabrication de stylos, trois machines M1, M2 et M3
produisent respectivement 20%, 50% et 30% du total des stylos. Chaque
machine produit un certain pourcentage de stylos & encre bleue :

e M1 : 10% des stylos qu’elle produit sont & encre bleue.
e M2 : 6% des stylos qu’elle produit sont a encre bleue.

e M3 : 4% des stylos qu’elle produit sont a encre bleue.

On choisit un stylo au hasard dans la production totale, et il s’avére qu’il
contient de ’encre bleue.

Question 1 :

Quelle est la probabilité que ce stylo ait été produit par la machine M1 ? par
M2 7 par M3 ?

Solution :

Données :

P(M;) =020 P(M,)=0,50 P(M;)=0,30
P(B|M;) =0,10 P(B|M,)=0,06 P(B|M;3)=0,04
Etape 1 : Probabilité totale d’obtenir un stylo & encre bleue :
P(B) = P(My)P(B|My) + P(M3)P(B|M>) + P(Ms)P(B|M;)
P(B) = 0,20 x 0,10+ 0,50 x 0,06 + 0,30 x 0,04 = 0,02+ 0,03+ 0,012 = 0,062
Etape 2 : Application de la formule de Bayes :
P(M;) - P(B|M;)

P(M;|B) =
(M;|B) PB)
0,20 x 0,10 0,02
P(M;|B) = = = 7~ 0,3226
(M| B) 0,062 0,062
0,50 x 0,06 0,03
P(M,|B) = = 2~ 0,4839
(M2|B) 0,062 0,062
0,30 x 0,04 0,012
P(M;|B) = = 2 20,1935
(Ms|B) 0,062 0,062



Réponse a la question 1 :
e P(M;|B) ~ 32,3%
o P(M,|B) ~ 48,4%
e P(M;3|B) ~ 19,4%

Question 2 :

Quelle est la probabilité que le stylo bleu provienne d’une machine qui fab-
rique moins de 7% de stylos bleus ?

Machines concernées : M2 (6%), M3 (4%)

P(M; U M;|B) = P(My|B) + P(Ms|B) ~ 0,4839 + 0,1935 = 0,6774

Réponse a la question 2 : La probabilité que le stylo bleu provienne
d’une machine produisant moins de 7% de stylos bleus est d’environ 67,7%.

Loi de probabilité d’une variable aléatoire dis-
crete.

Exercice — Jetons de couleurs

On dispose d'un sac contenant :
e 3 jetons rouges,
e 2 jetons bleus,
e 1 jeton vert.

On tire deux jetons sans remise, successivement.
On définit la variable aléatoire X :



e X =0 si les deux jetons sont de méme couleur,

o X =1 ¢’ils sont de couleurs différentes.

1. Loi de probabilité de X

6

2) = 15 paires possibles de jetons (ordre non

Il y a au total 6 jetons, donc (
important).
Cas X =0 (méme couleur) :

3

2) = 3 paires,

e Rouge-Rouge : (
e Bleu-Bleu : (3) = 1 paire,

e Vert—Vert : impossible (1 seul vert).

Donc :
3+1 4 4 11
( 0) 15 15’ ( ) 15 15
2. Espérance E(X)
Comme X € {0,1} :
4 11 11
E X = - — 1 - —_— = —
(X) =0 15+ 15 15

3. Variance Var(X)

On utilise :
Var(X) = E(X?) — (E(X))?

Or, comme X% = X (puisque X =0 ou 1), 0n a :

11 /11\? 11 11 11 4 44
Var(X):E(X)—(E(X))QZE_(I_E)) :1_5'(1_1_5>:1_5'E:2_25



4. Répétition de ’expérience 100 fois

Soit S le nombre de fois o X = 1 lors de 100 répétitions indépendantes.
On a alors :

11 11 1100
S~ B(100, 1) = E(S) =100 - = — - ~ 73,33

Conclusion : X suit une loi de Bernoulli de paramétre %, avec :

11 44 ~ 1100

E(X) = 5 Var(X) = 35 E(S) = e

Exercice 4b

Un centre d’appels recoit un nombre aléatoire d’appels par jour. Le nom-
bre total d’appels X recus au cours d’une journée suit une loi de Poisson
de paramétre \. Chaque appel est traité par un agent compétent avec une

probabilité p, indépendamment des autres appels.
On note Z le nombre d’appels traités avec succes.
4b Exercice — Centre d’appels
On considére :

e X ~ P()\) : le nombre total d’appels recus dans la journée ;

e Chaque appel est traité avec succés avec une probabilité p, indépen-

damment des autres ;
e / :le nombre d’appels traités avec succes.

1. Loi de Z conditionnellement & X =n

Conditionnellement & X = n, on effectue n essais indépendants avec
probabilité de succés p.
Ainsi, on a :
Z| X =n~B(n,p)
et donc :

n

IP’(Z:k|X:n):(k

)pk(l —p)" % pour0<k<n

2. Loi marginale de 7



On calcule :
P(Z=k)=> P(Z=Fk|X=n) P(X =n)
n=~k
On remplace :

]P’(Z:k]X:n):(

3
N———
3
Bl
=
|
=
3
&
pac)
»
I
2
I
D

D’ou :

On factorise :

k! — m)! k!
Finalement : )k
P(Z: ]{7) — (p ) €—p>\
k!
Donc :
Z ~P(pA)

3. Espérance de Z sans théoréme
On utilise la formule de I'espérance conditionnelle :

E(Z) = E[E(Z | X)
Or Z| X =n~ B(n,p) donc :

E(Z | X) =pX = E(Z) = E(pX) = p-E(X) = pA

Conclusion : Z ~ P(p)) et E(Z) = pA.
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