Milan Berger-Guesneau

Notes pour la sixieme séance du groupe de lecture

On notera dans la suite H le demi-plan de Poincaré.

Définition 1. Un réseau A de RY est un sous-groupe discret de RY qui engendre RY (en
tant que R-espace vectoriel). De maniére équivalente, c’est 'ensemble des combinaisons

linéaires entiéres d’éléments d’une base de RY.
Voici un outil utile dans 'étude des réseaux.

Définition 2. Soit A un réseau de R%. On définit sa fonction théta par

“+o00
On(z) = 3 eI = 3" € A AP = n} e
n=0

A€A

pour tout z € H.
On se demande si la donnée d’une fonction théta détermine le réseau.

Définition 3. Soit I' un sous-groupe d’indice fini de SLo(Z), soit k € Z. Une forme

modulaire de poids k pour ' est une fonction holomorphe f : H — C telle que

b
e I', pour tout z € H,
c d

a
1. pour tout (

() = e rarie)

2. pour tout z € H, f(z) est bornée quand Im(z) — +oo.

On note My(T") Uespace vectoriel des formes modulaires de poids k pour T.

Remarque. On peut déja faire quelques observations faciles mais utiles.



— Si —I, € T, la premiére condition donne f = (—1)*f. Ainsi, si k est impair,
My (") = {0}

— 1l suffit de vérifier la premiére identité sur les générateurs de I'. Par exemple, pour
[' = SLy(Z), la condition de modularité est équivalente a dire que f est 1-périodique

et vérifie

— Si f e Mi(') et g € M(T"), alors fg € My, (T).

— Le fait que I" soit d’indice fini dans SLy(Z) implique qu’il contient un sous-groupe

(IR

ou h € N*. Une forme modulaire est donc toujours périodique de période entiére.

de la forme

Définition 4. On pose, pour N > 1,

Fo(N) = {( 2) € SLy(2)

C’est un sous-groupe d’indice fini de SLo(Z).

m}

Remarque. Supposons que 1) € I'. Les formes modulaires pour I" sont 1-périodiques ;

on peut donc les développer en série de Fourier. Si f est une forme modulaire, il existe

une suite (a,) C C telle que
+o00
f(Z) = Z ang"
n=0

oll ¢ = e?™*. On peut donc voir une forme modulaire comme une série entiére sur le disque

unité ouvert.



Exemple. On définit, pour k& > 4 (pair), la série d'Eisenstein de poids k par

1
Gr(z) = —_—
m,neL
(m,n)#(0,0)
C’est une série absolument convergente pour tout z € H, qui converge uniformément sur
tout compact et qui est donc holomorphe sur H. C’est en fait une forme modulaire de

poids k pour SLy(Z); son développement en série entiére est

im)k X
Gr(z) = 2¢(k) + 2(2im) ! Zak,l(n) q"

)
“oc) - BB

ot o (n) =3y, d™.
Par analogie avec le cas k > 4, on définit

(G5 n’est pas une forme modulaire, mais pas loin : elle vérifie, pour tout z € H,

G (—%) = 2°G(z) — 2imz
On normalise souvent les Gy, en posant Ey, = Gi/2((k).
Posons
17128 (Ei = Eo)

C’est une forme modulaire de poids 12 pour SLs(Z). On remarque que A(z) — 0 quand

Im(z) — 4o00. On peut montrer que A ne s’annule pas sur H en démontrant I'identité

+oo
2 =q[Je"-1*
n=1
On va a présent prouver un théoréme fondamental.
Théoréme 1. Pour tout k € Z, My, = My(SL2(Z)) est de dimension finie. De plus, si k
est pair,
[l +1sik>0etk=2[12]

dim M, =14 [£] sik>0etk#2[12)
0sik<0



Séparons la preuve du théoréme en trois lemmes.

Lemme 1. Si k <0, alors M, = {0}.

n=0

a b
Démonstration. Soit f(z) = 37 a,q" € M, avec k < 0. Rappelons que si ( ) €

SLy(Z), alors

Im (az—l—b) _ Im(z)

cz+d) ez +d?

La condition de modularité de f implique

k

b b\ Tm()%
‘f (Zjid)‘lm (Zjid) = lez +dI*1£ () |crznf)d|’f
= |f(2)|Im(z)2

La fonction z — |f(2)] Im(z)% est donc invariante sous l'action de SLo(Z). 11 suffit donc

d’étudier ses valeurs sur le domaine fondamental
1
D= {z € 7-[‘ Re(z)| < §,|z| > 1}

On sait que |f(2)|Im(2)¥? — 0 quand Im(z) — +oo. Il existe donc a > 0 tel que
si Im(2) > « alors |f(z)|Im(2)*2 < 1. De plus cette méme fonction est bornée sur le
compact {z € D | Im(z) < a}. Il existe donc C' > 0 tel que pour tout z € D (et donc
pour tout z € H),

f(2)|Tm(2)"? < ©

Soit y > 0, soit m € N. On a

+00 +00
f(l’ 4 Zy) — § :anqn — § ane—27mye227mx
et donc
1 +oo 1
/ f((L’ + Zy) e—217rmm dr = § :ane—Qﬁny/ 6227r(n—m)z dr
0 n=0 (& 0 J/
Vv
6m,n
— amefQﬂ'my
ie.



On en déduit
1
|| < e%my/ Cy~ 2 do = Ce¥™y 2
0

Comme cette quantité tend vers 0 quand y tend vers 0, on a a,, = 0. On a montré que

tous les coefficients de Fourier de f sont nuls, i.e. f = 0. O]

Lemme 2. Le théoréme est vrai pour k € {0,2,4,6,8,10}.

Démonstration. On commence par traiter le cas k € {4,6,8,10}. Soit f € M. On re-
marque que f —agFE) € M, et que son coefficient constant dans sa décomposition en série
entiére est nul. La fonction (f — agFy)/A est holomorphe sur H, et reste bornée quand
Im(z) — +oo. Elle vérifie de plus les conditions de modularité pour k£ —12; ¢’est donc une
forme modulaire de poids k£ — 12 < 0. Par le lemme précédent, f = agF) ce qui montre
M, = CE,.

Le cas k = 0 est identique au précédent, il suffit de remplacer E, par 1. On montre alors
My = C.

Il reste a voir le cas k = 2. Soit f € M. La condition de modularité donne
. 1 2 .
fli) = £ (— ) =76) =~ 100

donc f(i) = 0. Or f? € My = CE,; il existe donc A € C tel que f2 = A\E,. Evaluons cette

égalité en 7 : on obtient

0= AE4(7)
8 X
=\l1= = 2imni

( B nZ:; oz(n)e )
+oo

=)\ (1 + 240 Z Ug(n)e_%")
n=0

=0
Il en découle A = 0 puis f = 0. O]

Lemme 3. Soit k > 12 pair. On a un isomorphisme C @& M;_1o = M,

Démonstration. Soit f € My, avec k > 12 pair. On sait (f — agFEy)/A € My_12; on peut

donc écrire

[ =aoE; + gA



avec g € Mj_15. L’application linéaire

C D Mk_lg — Mk
(A, g) = AE, + gA

est donc surjective. Il reste & montrer qu’elle est injective : supposons \E; + gA = 0. En

regardant les coefficients constants on voit A = 0. On a donc Ag = 0 puis g = 0. O]

Terminons la preuve du théoréme : on a montré dim M, = dim M;_15 + 1 si k > 12. De
plus, le terme de droite du théoréme vérifie la méme formule de récurrence et coincide

avec dim My, pour 0 < k£ < 12. D’ou le résultat.

On pose
0(z) = 02(22) = > ¢
nez

de telle sorte que pour tout k > 1,

0(2)" = 020(22) = Y r(n)g"

ou 7(n) est le nombre d’écritures de n comme somme de k carrés d’entiers relatifs.

Voyons comment on peut donner une formule explicite pour r4(n).

On commence par rappeler la formule de Poisson.

Proposition 1. Soit f : R — C intégrable et continue. Si g:x Y _, f(x+n) est C*,

converge absolument et uniformément sur tout compact, alors

Yo fm)=>"Jn)

neL nez

Démonstration. g est périodique et C> donc on peut écrire g(z) =Y. _, c,e*™. Or

nez

1
cn:/ g(u)e™ 2™ dy
0

1
= / f(u+ k)e=2mth) gy
kez V0
k+1
_ Z (v)e—%wnv dv
kez 7k

-~

= f(n)



On a montré

Le choix x = 0 permet de conclure. O

-1 0 11 10
Lemme 4. ['4(4) est engendré par , et .
0 -1 01 4 1

Théoréme 2. 0* € My (Ty(4))

Démonstration. 11 suffit de vérifier que 0* vérifie la condition de modularité pour les trois

générateurs de I'g(4), qui sont triviales pour les deux premiers. Il reste donc a voir

02 (42’1 1) = (42 + 1)6%(2)

Posons v = — % = — (1 4+1/42). Onaz=—1/4(z+1) etdonc 4z +1=1-1/(z+1) =

4z
z/(z + 1). Supposons temporairement que

02( ! ) = —2iz6*(x) (%)

4z

On aura alors

(4z 4 1) () = —2¢? (_;)

x+1 4(z+1)

- xLH (—2i(x +1)) 0%(z + 1)

= —2iz6* (1)
(L
=0 ( 4z
N
4z +1

Montrons donc (). Posons s = i/2x, de telle sorte que (*) se réécrive

192 L — p? E
S 2s 2

Par prolongement analytique, il suffit de montrer cette formule pour s € R%. On s’est

&) (6)

donc ramenés & montrer



i.e.

pour tout s > 0.
Soit f(s) = e ™. On a

—~ 9.
f(n) — / e TSxe+2imTINn dQJ
R
N2 2
:/e“(x?) e dr
R
n2 _ 2
=e s / e ™ dx
R i1

7-rn2 _ 2
=e s e T dx
R

La formule de Poisson appliquée a f donne immeédiatement le résultat. O

La proposition suivante est le dernier ingrédient dont nous aurons besoin.

Proposition 2. On a dim M5(I'y(4)) = 2. De plus, une base en est donnée par les fonc-

tions
+o0o
p(z) = 2E5(22) — Ey(z) = 14+24> | > d| ¢
n=1 dln
o
et
+o0
Y(2) =4E(42) — By(z) =3+24) [ d|q"
n=1 dln
4|fd

On peut a présent montrer le théoréme de Jacobi.

Théoréme 3. Pour tout n € N, il y a

> d
d
4fd

facons d’écrire n comme somme de quatre carrés.



Démonstration. Le théoréme et la proposition précédents montrent qu’il existe A\, u € C

tel que

S ran)g" = 04(2) = Apl2) + pib(2)

En regardant les deux premiers coefficients dans les développements en série entiére, on
obtient

1=A+3u
8 = 24\ + 24u
ce qui équivaut a
{ A _
p=73
On a donc 6* = (1/3)1; on peut conclure en identifiant les coefficients. O

On répond a présent a la question originalement posée.

Définition 5. Un réseau A de R? est dit
— unimodulaire si \g(RY/A) = 1.
— pair si |\||* € 2Z pour tout X € A.

a b
Proposition 3. Soit A un réseau unimodulaire pair de R™. Alors pour tout ( d) €
c

SL2<Z)7

O <‘l2 i b) — (cz + d)30,(2)

cz+d

Corollaire 6. Si A est un réseau unimodulaire pair de RY, alors d est un multiple de 8.

Démonstration. On a

0ai) = O (—1) ENG

ce qui implique (—i)% =1 i.e. 8 divise d. ]



Corollaire 7. Soit A un réseau unimodulaire pair de R, Alors 0, € M%(SLQ(Z)).

Définition 8. Soit d € N multiple de 8. On définit le réseau Ay de R par

wefpen ez

Une base en est donnée par les vecteurs

(2,0,...,0)
(-1,1,0,...,0)
(0,-1,1,0,...,0)

(0,...,0,—1,1,0,...,0)

(0,...,0,—1,1,0)
(1/2,...,1/2)

C’est un réseau unimodulaire ; en effet, la matrice dont les colonnes sont les coordonnées

de ces vecteurs est de determinant 1.

C’est également un réseau pair.
Si A € AgNZ4, la condition sur la parité de Y \; implique que les \; impairs sont en

nombre pair. Ainsi

IAI? = Z N+ Y Ne2z

A; pair A; impair

SiA€AN(Z4+1/2), ona = pu+(1/2,...,1/2) avec p € Z%. Ecrivons d = 8k; on a

ZM:Z(/\l——) Z)\—ZLICEQZ
donc p € Ay N Z%. Par le point précédent, ||u||* € 2Z. Finalement,
1\ 2
HW2=§:(M+§) = [lul* + > g+ 2k € 22

ce qui conclut.

10



On a donc deux réseaux unimodulaires pairs de R : Ag x Ag et Ajg. Leurs fonctions
théta sont des formes modulaires de poids 8 sur SLy(Z) de méme coefficient constant;
elles sont donc égales. La fonction théta ne détermine donc pas le réseau. Il reste a voir

que Ag X Ag et Ajg ne sont pas isomorphes...

Représentation de A sur [—2,2] + 40, 2]
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Représentation de A sur le disque unité
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