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Résumé

Le groupe spécial linéaire entier deux-dimensionnel agit sur le quotient par symétrie

centrale du tore entier. La présentation d’Artin du groupe Bs des tresses a trois brins produit

alors une présentation de SL(2,7Z) de générateurs, les paraboliques <(1) _11> et <1 (1)> Cette

( présentation d’Artin) de SL(2,Z) clarifie I'action de son groupe dérivé sur le demi-plan de
Poincaré H et son quotient le tore modulaire, ainsi que le théoréme de Nielsen donnant le groupe
des automorphismes directs du groupe libre de rang 2 en produit semi-direct, amalgamé sur le

sous-groupe d’indice 2 du centre de B3, des automorphismes intérieurs par Bs.

Abstract

The action of SL(2,7Z) on the integer torus and its quotient by central symmetry and
Artin’s presentation of three strings braid group Bs, produces a presentation with parabolic

generators <é _11> and ( 1 ?) . This braided presentation describes the action of the derived

group on Poincaré’s half plane and its quotient the modular torus, just as Nielsen’s theorem giving
the group of direct automorphisms of the free group on two generators as semi-direct product,

amalgamated on the index 2 subgroup of the center of Bs, of inner automorphisms with Bs.
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Soit Aut(Fy) le groupe d’automorphismes de F» = (u,v), le groupe libre a
deux générateurs, et Int(F3) le sous-groupe normal des automorphismes intérieurs.

Le groupe d’Artin des tresses a trois brins B3 = (a,b | aba = bab =: s), de
centre Z = (s2 = ababab) se représente aussi'comme sous-groupe de Aut(F).

1

L via a(u,v) = (u,u”'v), b(u,v) = (vu,v) (Cf. la Proposition de I’Appendice B).



L’abélianisation Fy — Z? induit p : Aut(F») — GL(2,Z). Le sous-groupe
des automorphismes directs de Fs est noté :
Aut™ (Fy) := p~ Y (SL(2,7)) C Aut(Fy) .

Nielsen a essentiellement montré :

THEOREME. —  Le sous-groupe Int(Fy) des intériomorphismes est le noyau de :
pt = pi: Aut™(Fy) — SL(2,7Z)
et engendre avec Bs le groupe des automorphismes directs :
Aut™ (Fy) = Int(F,)Bs3 .

Comme pT est surjectif et pT(s%)=—1+#1 il suit la présentation d’Artin :
(20) SL(2,7Z) ~ B3/(s*) = (a,b | aba = bab, (ababab)? = 1)

Mais la preuve proposée en Appendice B de ce théoreme de Nielsen nécessite
cette présentation, présentation qui, indépendamment de la surjectivité de p*, est
obtenue au §1 grace a l'action affine de SL(2,Z) sur la sphere plate S, quotient du
tore entier T = R?/Z? par la symétrie centrale —I : T — T,z — —ux.

Le §2 décrit, a l’aide de (), action sur le demi-plan de Poincaré du groupe
dérivé G’ du groupe modulaire G = SL(2,7Z)/{£I}, de quotient le tore modulaire.

L’appendice A explicite 'image dans Bz = mo(Dif f(S;T2,{0})) des géné-
rateurs de la présentation (), 'appendice B établit, en sus du plongement de
Bs dans Aut™t(F3), les théorémes de Nielsen de structure et caractérisation de
Aut™ (Fy), Pappendice C, grace a une forme normale dans Bs, déduit du théoreme
de Nielsen la classification a conjugaison pres des éléments de torsion de SL(2,7Z)
et Autt(F,), Pappendice D introduit le groupe des tresses diédrales a trois brins
D B3 permettant d’obtenir des résultats analogues pour le groupe complet Aut(F)
des automorphismes du groupe libre a deux générateurs, ’appendice E traite du

produit semi-direct de deux groupes amalgamé? sur un sous-groupe commun.

Enfin en postroduction, des commentaires bibliographiques sur les divers
traitements de ces résultats dans la littérature.

REMERCIEMENTS

Cette note doit tout aux relectures attentives de Danielle Bozonat, Daniel
Marin, des éditeurs Athanase Papdopoulos et Louis Funar et surtout Greg Mc-
Shane qui, en partageant ses tentatives contre la conjecture d’unicité de Frobenius
pour les nombres de Markoff (Cf. [H]), a poussé le metteur en scéne a comprendre
le tore modulaire. Enfin n’oublions pas ’arbitre qui, avec patience et longueur de
temps, a fourni la matiere du quatrieme de couverture.

2 . . . . s
une notion, sans doute bien connue, mais que nous n’avons pas trouvée dans la littérature.
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§1 Le morphisme SL(2,7) — B3/Z et la présentation parabolique de SL(2,7).

Le groupe SL(2,7Z) agit sur Pespace vectoriel V = R?, respectant le réseau
A =72, induisant un automorphisme du tore quotient T=V/A. La suite exacte :

0 -A—=>V->T—=0

fait apparaitre A comme groupe fondamental de T et M : (T,0) — (T,0),
Iautomorphisme induit par M € SL(2,Z), produit sur ce groupe fondamental
la restriction 71 (M,0) = M| : A — A de M a A.

Le centre {+I} < SL(2,Z) fixe le sous-groupe de 2-torsion To = $Z/Z et
Paction de SL(2,7) passe au quotient en une action par homéomorphismes affines :
7n:G = PSL(2,Z) — Af feo(T/{£I}, Ty, {0})
du groupe modulaire G=SL(2,7Z)/{+£I} sur la sphere plate a 3+1 points singuliers
(d’angle 7)1 (T/{=1l}, T2, {0}) =: (S,{m, n,p, o0}, {oc}) =: (S, R, {o0}).

D’ot1 par lissage?, fibration de Cerf et suite exacte d’une fibration :
7o 1 SL(2,Z) — mo(Af feo(S, R, {0})) —
— mo(Dif f(S, R, {oc})) = m(PUR\ {o0},S\ {o0}))/Z

olt Z = (ababab) est le centre du groupe Bs des tresses & trois brins d’Artin? :

Bs = (Pl({m,n,p, },S\ {oc})) = (a,b| aba = bab) .

. 1 -1 1 0 0 -1
SlA—(O 1),B—<1 1)et5—(1 0),ona.

ABA=S=BAB, S4=I, 5’2:—]7&] et (cf. Appendice A) WO(A):CL,WO(B)Zb

d’olt un morphisme o : B3 — SL(2,7Z) défini sur les générateurs de la présentation
d’Artin par o(a) = A, o(b) = B qui, si on note p : Bs — B3 /Z, vérifie my o o = p.

Ainsi, si s = aba = bab, le morphisme ¢ induit un morphisme injectif :

G: Bs/(s') — SL(2,7)

1 notés p = (%,O), n = (0, %), m = (%,% et oo = (0,0).

28iM= (z Z) on déforme, dans le commutant de {£I}, M au voisinage de R en M.,

affine prés de R de partie linéaire la ( conformisée (g —ac> sur la premiere colonne), de M.

3 a (resp. b) fixe p (resp. n) et échange, par demi-tour positif, n (resp. p) et m.



4

qui est isomorphisme puisqu’aussi surjectif car, si M € SL(2,Z) et mo(M) est
représenté par u € B3, les matrices M et o(u) sont la mp-action de relevés de deux
difféomorphismes homotopes de (S, R,{oo}) = (T/{£I}, T2, {0}) donc sont, soit
égales et M = o(u), soit opposées et M = o(s2p). 0

On vient d’établir les présentations :
SL(2,7Z) = (A,B | ABA(BAB) ', (ABABAB)?)
G = PSL(2,Z) = (A,B | ABA(BAB)™', ABABAB)
et SL(2,Z) et PSL(2,Z) ont leurs abélianisés cycliques d’ordre 12 et 6. |

§2 Action du groupe dérivé SL(2,Z) sur le demi-plan de Poincaré.

Soit dans le demi-plan de Poincaré H = {z € C|J(z) > 0} les translatés par
les puissances de A du domaine fondamental usuel de 'action de G = PSL(2,Z) :

B,=A"({z€C|S(z) > 0,—% <R() < % 2> 1)) .

L'union H = UB,, quotientée par l'image dans G du sous-groupe (A~652)
du groupe dérivé! SL(2,7Z) de SL(2,7Z) est un hexagone hyperbolique pointé
qui, par identification de ses cotés opposés, produit un tore symétrique pointé T,
identifications par les images dans G des éléments suivants du groupe dérivé :

fn = A*HA*Z%SAW, _ A*(n+3)SAn _ Af(n+1)A71BA(n+1)
fn—l—lfn—l = A_(”+4)SA(”"‘l)A—(n‘FQ)SAn—l _ A—(n+3)BAA(n+1)A—(n+2)SAn—l
= A= BGAnTL = A= gAANTL = AN GAn —
De plus A_GSQ = fnfnfS = (fnflfn__lg)(fn__llfan) = [fn_—lh fan]-

Ainsi? T est quotient de H par le sous-groupe de G engendré par les f,, :

(fnsm € Z) = (f-2, f-1)
qui est® d’indice 6 dans le groupe modulaire G (I'indice de son 'abélianisé G).

Comme (f,;n € Z) C G', ce sous-groupe est le groupe dérivé de G :
G/ - PSL(27Z)/ - <f—27f—l>

1 car, dans l’abélialisé on a : A = B donc S = ZS, ainsi A—652 =1.
2 notant par abus f, € G les images dans le groupe modulaire G des f, € SL(2,7Z).
3 car Ui:o%nv union de 6 translatés du domaine fondamental usuel de SL(2,7Z), est un

domaine fondamental de ce sous-groupe (fn;n € Z).



et le tore modulaire est 7, de parabolique de cusp, le commutateur® de f__l1 et f_o.
a

Comme —I = S? € SL(2,7) est d’abélianisé A" # 0, —I ¢ SL(2,7Z)’, ainsi

le quotient SL(2,7Z) — G est injectif sur le groupe dérivé SL(2,7Z)" et ce groupe

dérivé est engendré®par f_o = BA™! = (1 ;) ot fa=ATB= (i 1) .

APPENDICE A

Description de T/{+I} et vérification de 7 (A) = a,m(B) = b.

En identifiant (V,A) au plan complexe muni du réseau de Gauf} (C, &) ou
B =7 +iZ, la fonction p : C — (C de Weierstraﬁ

1
= Z 7) 7
’766\{0}
paire et invariante par &, identifie T/{£I} & C U {oo} avec p(0) = oo et! :
1 ) 1 1.
p(m) = p(5(1+1) =0, p(p) = p(5) = —p(51) = —p(n) €]0, +oo .

Les deux «sous-groupes de coordonnées» t = R/Z, u = Ri/Zi et les deux
«sous-groupes diagonaux» A, = R(1 +14)/Z(1 +1i) et A_ = R(1 —14)/Z(1 — i),
points fixes d’isométries conformes? du réseau & commutant & —I, vont dans des
droites et sont d’images® les demi-axes réels tronqués et les demi-axes imaginaires :

o(6)=H(,) =p(p). +oo[{o0}, p(u)=H"" =] ~ 00, p(n)] U {0} C R U {00}
P(AL)=V_:=]—00,0]iU{x}, p(A_)=V"T:= [0,+o00[iU {oo} C Ri U {co}
Ainsi ’action de A = (é _11) fixe H;”(p) et envoie Hf(n), Vosur V7, qom
respectivement, c’est le « demi-tour» positif a.
Et action de B = (} (1) fixe H*"™ et envoie H o(p ),V sur V_ H;r(p)
respectivement, c’est le « demi-tour) positif b. ]

4 avec la convention [a,b] = a~'b~1ab de Bourbaki, Hall. ..
5 librement puisque c’est le groupe fondamental d’un tore pointé.
L comme p(iz)=—p(z) et m—im € Aon a p(m) 0 et p(n)=—p(p). Ainsi p~1(0)=m + A,

donc comme p(Z)=p(z) et, pres de 0, on a p(z) ~ 7, on a p(]0, p]) CJO, +00].

2 2 dZet 2> tiz qui toutes deux fixent 1’origine 0.

3 remarquer de nouveau que, pres de 0, on a p(z) ~ z%



APPENDICE B

Les théorémes de Nielsen de structure et caractérisation de Aut™(Fy).

Soit Fy = (u,v) le groupe libre & deux générateurs notés u, v.
On identifie le groupe libre F3 a son groupe d’automorphismes intérieurs par :
—1

1 x T

p: Fy = Int(Fy), ©— @ cy—zyx  =y* =Ty

et note Y = (s%) le sous-groupe d’indice 2 du centre Z = (s?) de Bs identifié, par
st Plup] € Int(Fy), au sous-groupe cyclique infini Y = () C Int(Fz).

PROPOSITION. — Les endomorphismes «, 8 : Fo — Fy définis par :

a(u,v) = (u,u_lv) B(u,v) = (vu,v)

sont des isomorphismes d’inverses définis par :

a Hu,v) = (u,w), B Hu,v) = (v u,v)

vérifiant la relation de tresse afa = faf =: s : (u,v) = (v*,u~1), avec de plus :
s2 1 (u,v) = (o ) et st : (u,v) e (u,0)? = (g, v) 0] = QO[] (U, V).
Ainsi o, f définissent un morphisme injectif :

U : By — Aut(F3), ¥(a) = a,V(b) =0 .

Par abus, on identifiera B3 au sous-groupe ¥ (Bs) de Aut(F,). Soit :
Y : By — Aut(Int(F)), ¢(z) :h+>zohoz ! .
Le sous-groupe H = Int(Fy)Bs C Aut™*(Fy) est! produit semi-direct suivant v :
H = Int(Fy) xyy Bz C Aut™(Fy)
de Int(F>) par Bs amalgamé sur Y (identifiant ¢, ) & s*).

Démonstration de la Proposition. — Que a~! soit inverse de « suit de :
aoHu,v) = a(u,w) = (u, uu"v) = (u,v)
donc aa™! = Id, de méme on établit o 'a = Id = B~ = p715. O

Pour les relations, notant s = afB«a, s’ = Baf3, on a :

1 1 u

s(u,v) = af(u, v v)=a(vu, v v o) =a(vu, v ) = (v tou, ) = (V¥ ut)

s (u,v) = Ba(vu,v)=B(u"vu, u") = (v u v ) = (v*, u") =s(u,v), ainsi :

s*(u,v) = s, u™) = (W )", (7)) = ()™, (v )") = (u™ o)™

st (u,v) =52 ((u™ o)) = (u,0) 0D = (u,0) " =g, ()

L' Cf. Corollaire de I'appendice E.
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O

Comme? ker(V¥) C ker(po W) C ker(p™ o ) = (s%), celui de la présentation
d’Artin (), l'intériomorphisme s* = Plu,w) ¢tant d’ordre infini, ¥ est injectif.
o n

Désormais on renote la paire de générateurs de Fy en t = (t1,t2) := (u,v).

Définitions et notations. Soit W = W(T) = Tz§00~--T€k Iir (i5,€5) € {1,2} x {~1,1}
un mot non vide en les indéterminées® T4, T et leurs inverses T, ,T2_1, son mot inverse est
W-l=w—YT) = T " < T . T70 Le mot vide est noté 1 := 0.

i i
Sik>0,ip_1 =1k, €x—1 + € =0 et {Jo,...,Jn—2}={0,...,n}\{k — 1, k}, dans le méme
ordre, W/ =Wy, 41 =T, 90 -~T.€_J"_2 est dit réduction élémentaire de W.
Jo

Yin—2
On notera plus visuellement si* 1 < k < n, Wj_ 1L,k = . {Tek 1T6k . T;:.
Une réduction de W est un mot W' tel qu’ily a W = Wy, - - -, W, = W/ une suite de mots

telle que pour 1 < k < p, W}, est réduction élémentaire de Wi _.

Si un mot W = ABC est juxtaposé de trois mots A, B,C avec A (resp. B, C) se réduisant
sur 1, on notera W = {A}BC (resp. A{B}C, AB{C}).

Un mot W, est équivalent & W', noté W ~ W' g’ily a W =Wy,..., W, = W’ avec W]
réduction élémentaire de Wi_1 ou Wj4 (supposant | >0, <r dans le premier et le second cas).

Un mot W = Ti600~ - Tf” est dit réduit s’il n’a pas de réduction élémentaire.
—en

Un mot W =T:0--- T ™ est cycliquement réduit il est réduit et si T, 0 # T
0 in 20

in

Pour tout mot W il y a un unique® mot réduit, noté IX/, réduction de W. Cette réduction
réduite de W ne dépend que de la classe d’équivalence de W.

Le nombre n + 1 de termes de W:Tfoo- . Tf: est la longueur lp (W) = (W) du mot W.

En substituant les générateurs t1,t2 de F> dans les indéterminées 77,72, on a les mémes
définitions et notations pour les éléments du groupe libre & deux générateurs :

w =t € Fy, (i, €5) €{1,2) x {~1,1}

Définition. Un endomorphisme z : F5» — F5 induit un endomorphisme :
To=ab(z) : Z* =ab(Fy) — ab(Fy) =7

de I’abélianisé Z2. On dira que 'endomorphisme g est direct si det(Zg) > 0.

THEOREME (de Nielsen, 1917). — i) Un endomorphisme surjectif x du groupe
libre a deux générateurs Fy est un automorphisme.

N

car p(a) = <(1) ) p(B) = (1 0) € SL(2,7), donc W(Bs) C Aut*(F»).

3 non—commutatives on notera T = (T1,T2) la paire de ces indéterminées.
€p— n
et Wo,1 = {TEOTq }TZQ Tie: s Wn—1n = Tisoo' o Tin—; {Tin—lTien 2
5 sans unicité de la réduction {II~1}I et I{I~1I} sont deux réductionsde II 1T 4 I1-11 = I.

Pour une démonstration, voir Théoréme 1 et Lemme 1 de [Se].



i1) Le groupe d’automorphismes directs du groupe libre Fy est produit semi-
direct suivant ) amalgamé sur le sous-groupe Y d’indice 2 dans le centre de Bg :

Aut™ (Fy) = Int(Fy) X<y, > Bs .

ii1) Le groupe Int(Fy) des automorphismes intérieurs de Fy est le noyau de :
p: Aut(Fy) — Aut(Z?) = GL(2,7) .

iv) Un endomorphisme ¢ : Fy — Fy, o(t;) = X;,i=1,2 est un automorphisme
direct ssi il préserve a conjugaison preés le commutateur [t1,ts] des générateurs :
(Cw) (X1, Xo] = X' X5 ' X0 X = [t1, 0] = w ™ ty, ta]w .

De plus, il est dans Bs si et seulement si [X1, Xo]=[t1, 2], c.a.d. on a (Cy).

REMARQUES. — (1) 4) vaut pour tout groupe libre de type fini® F: le gradué cen-
tral descendant de F' étant engendré par son terme de degré 1, un endomorphisme
surjectif x de F est surjectif au niveau du gradué central descendant gr.(F') donc,
puisque chaque terme est de dimension finie, injectif et, puisqu’un élément non nul
de F se détecte dans gr.(F), z est aussi injectif donc un isomorphisme. O

(2) Le point #ii) est particulier a la dimension 2 :

Wi Fy = (t1,ta, t3) — Fy, ¥(t1) = t2 = t3 " tita, ¥(ta) = ta, P(ts) =t3

est dans le noyau de p3 : Aut(F3) — GL(3,Z) mais n’est pas intérieur”. O
(3) Les éléments de H et Bs vérifient les conditions®(C,,) et (Cy). 0
(4) Si z vérifie (C4), alors & = @b ot w € Fy,be By et, si “[t1,t2] = [t1, 2],
alors w=[t1, t2]" € ([t1,12]), ainsi le «De plus- - -» suit? de iv) et i7). 0

Dans la suite on dira « Nielsen *» pour «le point * du THEOREME de Nielsen ».

Définitions. La taille d’'un endomorphisme z défini par la paire de mots réduits!? :
X=(X1,X2), z(t;) =X;(t), i=1,2 est |z| := lp(X71) + lr(X2). L’endomorphisme
x est minimal si sa taille |z| est minimale dans la double classe HzH.

Soit M = X;--X;" un mot réduit en une paire d’indéterminées notée

abusivement X = (X7, Xs) et N=N(T), le mot (non réduit), obtenu apres avoir
substitué dans X la paire X =(X;(7"), X2(T')) définissant z.

6 nous donnerons cependant ici ausi une démonstration de ¢) «a la Nielsen ).

7 s Y = @y alors w doit commuter a t2, donc w = t§ pour un n € Z, mais il doit aussi

commuter & t3, ainsi n = 0 et ¢ = p1 = Id # ¢ car ¥(t1) # t1. g
8t tW étant un morphisme, I'isomorphisme intérieur ¢, —1, on a [t\,ty]=[t1,t2]" et :

[a(tr), alta)] = [t1,t] "] = t7 1 (8] M) ~ltat] o = ¢ (8 Mt )tat] Tt = [t1, to] et

[B(t1), B(t2)] = [tatr, ta] = (tat1) Tty H(tata)ta = t] 1t5 1ty tatate = [t1,ta]. 0
9 En effet, comme @, 1,0 = s¥ onax = s'"b € B3. g
10

en la paire d’indéterminées T = (71, T2).



Il y a des mots réduits't Cy, Dy, -+, Cl, Dy, -+, Cpn_1, Dpn_1,C,, tels que :
X:°=CyDy, pour 0 < k <n,X;*=D; ' CxDy, et X"=D,',C,
comme mots réduits et, pour 0 < k < n, le mot Cy_1C} est réduit, ils peuvent étre

définis inductivement dans cet ordre en partant de la gauche'? ou de la droite.

Un endomorphisme direct est dit admissible s’il est surjectif ou satisfait (Cy,).

LEMME. —  Si I'endomorphisme x est admissible minimal alors pour 0<i<n le
mot C; # () est non vide donc Cy - - - C,, est la réduction réduite N du mot N.

Les C;, i=0,...n (non vides, d’apreés ce LEMME) sont dits subsistants de N.

Démonstration du Théoréme. — 4ii) Comme Int(Fs) C ker(p) C Aut™ (Fy) et,
d’apres la présentation (2(), on a BsNker(p)=Y, le point ii) suit de 7). 0

i) et ii) Soit xy admissible et x =koxgoh, h, k€ H, minimal pour la taille |z|
de x dans la double classe HxqH de zg suivant H.

Si 7€ Aut(Fs), 7(t;) =ts—;, i=1,2 alors det(7)=—1 et |x7|=|z| donc, quitte
a prendre x7, il suffit dans 7), de considérer un endomorphisme surjectif direct.

Par surjectivité de x il y a une paire!® Y =(Y1,Y5) telle que %(T) =T}, pour
k =1,2. Ainsi, par le LEMME, Y7 et Y5 sont de longueur 1, donc aussi X; et Xs.

L’endomorphisme admissible minimal x étant direct on a :

soit X =T, z(t) = (t1,t2) =t

—1

soit X = (T4, T37Y), a(t) = (71, 457) = (1)1 2 10 = g, s° € H

—1

soit X = (T5,17°), z(t) = (t5,t7°) = (s“(O)" ) 1z =y, s° € H, e=—1,1.

Dans tous ces cas ’endomorphisme admissible minimal x = kxzgh est dans le

sous-groupe H, donc xg, est dans H = Int(F) X<y, 1 =st> B3, d’olt i) et ii). O

iv) D’apres la REMARQUE (3) on peut demander a I’endomorphisme x, parmi
ceux minimisant la taille || dans la double classe HxoH, de minimiser aussi [(w).
Alors' [(tow) = l(w)+1 = I(tyw) et w™[t1, to]w est réduction réduite de [ X1, Xo].

11 . . as . . N .
en la paire d’indéterminées T', certains de ces mots C;, D; pouvant étre vides.

12 C’O{DODO_I}Elej . Xf: est la plus grande suite de réductions élémentaires entre ng et
Xfll dans ng o Xf:, puis CQCl{DlD;l}EQX:;' . X:: est la plus grande suite de réductions
élémentaires entre F7 et Xf; dans COE1X§22 . Xf: ..

13" de mots réduits en la paire d’indéterminées X = (X1, X2).

14 Sinon pour un i € {1,2},w = t;lw’,l(w/) = l[(w) — 1 et, comme pour ¢ = 1,2 on a :
[t ta]ts = (1372 42173) = (k=1 (t1), kL (t)], ot k = ks = (s28)1 et of = ka,w! = k(w'),
on a: ' € Hr C HzH, |7/| = |z|, [(w") = l(w') < l(w) et [2'(t1), 2 (t2)] = k([z(t1), z(t2)] =
k(2] ) = k(=2 (61), k— 1 (82)]2) = ([kk—1(t1), kk—2(¢2)]F®") = [t1, t2]*”, contredisant

que z minimise |z|, puis [(w) dans la double classe HzH. g
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Siw#1, donc w=w'a, a:tfl, alors, par le LEMME, X; =X/a pour i=1,2 et
v =g,z =2, défini par (X}, X}) = (aX"1,aXy), vérifie [X|, X5]=[t1,t2]" et
|z’| < |x| contredisant la minimalité de |z|, puis [(w) dans la double classe HzoH.
On a donc (C1) [X1, Xs] = [t1,t2] et le LEMME donne les égalités réduites :
X;'=t"Do, X5 =Dy't5' D1, X1 =Di't1iDa, Xo = Dy 'ty
Ona Z(Xl_l) ZZ(XZ), Zzl, 2 donc l(Do) :l(Dl)-i-l(Dg) :l<D1)+l(D0)+l<D1),
ainsi 1(D1)=0 et Xy =t,Dy=Dy't;, XoX1=(Dy't5 1)~ (t7 Do)~ =tat;.
Comme [(X1)+1(X2) = || < 28] =1(XaX1)+1(X2) =2+1(X>), on a [(Dy) <1.
Comme les X; sont réduits, tfl # Dy #15, or on ne peut avoir'® Dy € {t1, t;l}.
Ainsi Dy =1, donc X1 =t1, Xo=to, x=1 et l’ozkilwhilzkilhil cH. O n

Démonstration du Lemme. — Rappelons que (X7, X5) est la paire de mots en
la paire T = (T1,T>) d’indéterminées telle que ’endomorphisme x est donné par
x(t;)=X;(t),i=1,2. Si, pour un 1 < k < n, i} # ix_1, on note :

U=X*1 V=X

Tt ik V==¢€_1, €= €_1€ .

AFFIRMATION 1. — Il y a h € H tel que xh minimise encore la taille dans la
double classe HxoH et est défini par I'un des deux cas :

i) (cas I) (U,V)
ii) (cas II) (V,U) .

Démonstration. — Quitte!® & changer x en xp;, s, on peut supposer € = +1.
Alors, si v = —1, h = @4,;,8% convient et si v =1, {U,V} = {X1, X2} |

Par abus, on renomme désormais le xh donné par ’AFFIRMATION 1 en z.

COMPLEMENT 1. —  Suivant le cas I ou II, les paires de mots réduits :
(cas ) (U,UV), (U, VU), (VU,V)
(cas IT) (UV,U), (VU,U), (V,VU)
définissent des endomorphismes de la double classe HxoH de xq, a savoir :
za apalxofl, xf resp. zf, goalmﬁ, za~t O
Démonstration pour les subsistants extrémes Cy, C,,. — Si Cy = () est vide on a

X0 = Dy et, comme le mot M est réduit, i1 # io.

15 sinon X = t% ou Xo = t% et, dans le terme de degré 2 du gradué central descendant

[F2, Fa]/ |:[F2, Fy], F2:| ~ 7., 1a classe du commutateur [X1, X2] serait divisible par 2 contredisant

que, d’aprés la condition (C'1), elle est celle de son générateur.

16 puisque zpt, s€xH C HxoH, étant défini par t — (X2, X;l), a méme taille que x.
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Alors!” l([/]\‘//) = I(V)—=l(U) < (V) et suivant le cas I ou II, d’apres le
complément de ’AFFIRMATION 1, I’endomorphisme za~! ou z/3 contredit que zh
minimise la taille dans la double classe HxoH. O

Ainsi le subsistant initial Cy # () est non vide. En considérant le mot inverse
M-t =X, .- X,  on établit de méme que C;, # ) est non vide. O

io
Démonstration pour les subsistant intérieurs. — Supposons, pour un 0 <k < n,
Cr, =0 vide, alors Xf: :D,;_lle et Dy, D,;_ll, ne pouvant étre subsitant final, ou
inital, vide du mot My, =X, -+ X;, ou M =X;, --- X;, ,ona: Dp#0#Dj_;.

AFFIRMATION 2. — g1 # i # ipy1 (donc'®ip 1 =ipy1) et €x_1 = €yt

Démonstration. — Si i1 =1ix=1+1, alors, puisque Z est réduit, on a :
. 19 -1 _ -1 -1
eh—1=€p=€pp1 et D, Cr_1Dy_1 = D, "Dy, = D, Cr11Djy1.

Suivant que [(Dy—1) <I(Dy) ou l(Dg—1) >1(Dg), on a X;* :D,;llEDk_l ou
Xf: :DIZIEDk, on notera selon le cas D = Dj,_1 ou Dy.

Comme?®® on a X+ # 1 donc E # 0, X;* ' X;* X "' = D"'E?D et le terme

1e—1 k41
E central, celui qui est dans Xf: = D~ 'ED, ne peut disparaitre. a
Sidip_1 =1k Fips1 OU if_1 i =1k,1, quitte & considérer le mot inverse M !,
on supposera que l'on est dans le second cas i, = ii41 alors, avec les notations
précédant I’ AFFIRMATION 1 et car M est réduit, on a X"~ 1Xe’“Xe’c+1 Uvv.

Tk+1

Comme ()% Dy, Dy =D}a, a=t-" derniére lettre du V central donc a~' est
premiere du V de droite et?' de D,;_ll donc a est aussi derniere lettre de U.

Ainsi (Ve ) =U(V) —2<I(V), L(U* ) <I(U) et pox€ HroH contredit que

|z| minimise la taille dans la double classe HzoH. 0
Si €1 = —€p1 on a X; I X{FXGE = UVU™!, done Dy—q et Dy, sont

segments finaux de U= (U~1)~1, contredisant?? que Vsz_le est réduit. 1

Ainsi, posant D = D!\, E = Dy,ona** V=DEetU_D"! =U = E~'U,.

Quitte a prendre linverse (UVU)™! = U 'V7IU~! du mot UVU et &
renommer (U,V,D,E) := (U=, V=1 E~1 D~1) on supposera [(D) < I(E).

17
18
19
20
21

avec les notations ci-dessus avec k=1.

c’est ici que x € End(F2), plutét que End(F') (F un groupe libre de type fini), est crucial!
avec les conventions D_1 =0 = Dy 41.

par ’hypotheése faite sur zg (celle de ) ou iv) du théoreme).

puisque Dk_EI est segment initial du V central.

22 puisque Dy _1 #D# Dy,.

23 avec les notations U = X::_ LV= X€k de I’Affirmation 1 car, par I’Affirmation 2, i _1 # ig.
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Fin de la démonstration du LEMME:

Sil(Us)<I(E) (donc l(‘//\ﬁ) <1(V)), suivant le cas T ou II, ;' za~  ou o' 28
contredit encore que x minimise la taille dans la double classe HxqH. a
Ainsi [(Uy) > I(E) > I(D) et il y a un mot, éventuellement vide, F' tel que
U, a l'expression réduite Uy = FD! et donc U = E~'FD™!, ainsi :
05 (V)= (DE)? =ED et o' (U) = (E"'FD )P = D 'E™'F
done @' (VU) = 5" (V) (U) = F et lpp (V) = UV), Uep (VU)) < U(U).

Donc, suivant le cas I ou II, que = minimise la taille dans HxgH est encore

contredit par I’endomorphisme surjectif nglxﬂ ou 4,0519004_1.

Aucun subsistant Cj, ne pouvant ainsi étre vide, le Lemme est établi. O §

APPENDICE C
Forme normale dans Bj et classes de conjugaison de torsion.

On utilise les notations du §1 : Bs = (a,b; aba = bab) groupe des tresses a
trois brins, d’apres la Proposition de Pappendice B, identifié & W(B3) C Aut™ (Fy).

Ainsi s=aba=bab : (u,v) — (v,u™1)*, c=s?=ababab, (u,v) — (u=1,07 1)
et d=c2, (u,v) — (u,v)!"* qui engendrent respectivement le centre Z=(c) de Bs
et son sous-groupe d’indice 2, Y = (d) C (¢) = Z.

On note A, B, S,C € SL(2,7) leurs images par g := pToW : Aut™ (Fy) — SL(2,7Z).

PROPOSITION. —  Soit une tresse a trois brins w € Bs. Alors il y a :
n€Z, vy, €{0,1} et W(a~1,b), un mot du monoide engendré par a=! et b, t.q. :
w=s"W(a""t, b)s"2c"

De plus, si wg (s), cette écriture est uniquement! déterminée par w.

Démonstration. — Il y a %24 choix de signes? pour les coefficients de M = o(w),
ainsi il y a v€{0,1}3 avec M, =S""1o(w)S~"2C~"° & coefficients positifs ou nuls.

. . . . . (1
Par une classique? suite de soustraction de lignes*, on ramene M & ( 0 (1)) et

donc g(w) est le produit W (A~ B) en sens inverse des matrices inverses A~!, B.

L sw=smezil n’y a pas unicité : ¢? =s2" =slsc” ! (resp. slc” =52t =1sc™).

2 comme det(o(x)) = 1 > 0 la moitié des choix + pour chacun des quatre coefficients.

3 soit M= (; {), | M||=e+f+g+h. Sie=get f>h (resp. f <h) on note M1 =AM (resp.
B~1M). Si e>g (resp. e<g) alors f>h (resp. f <h) et on pose M1 =AM (resp. B~ M).
Dans tous les cas M est a coefficients positifs ou nuls avec | M1||<||M||(sinon e>g+ 1, h>f+1
et det(M) > (g+1D)(f+1)—fg=9g+f+1>1,saufsi M =1Id....)

multiplication & gauche par A ou B~1, la note précédente implique I’unicité du processus.
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D’apres () Iélément w’ = s"*W (a™1t,b)s*2c vérifiant o(w) = o(w') differe

de w par une puissance paire de ¢ : w = w'c?™=s"1W (a"1,b)s"2crot2m, ]

Définition. La taille normale de w € Bs est 'ordre lexicographique de la paire
tn(w) = (211 + va, (W) .

COROLLAIRE. — Un élément wqg de taille normale minimale dans la classe de
conjugaison w?* de I’élément w € B est de taille soit :

i) tn(wo) = (0,0), et wy = " est central.
i1)  tn(wo) = (0,m), m#0 et wy = W™, W#1 cycliquement réduit.
iii)  tn(wo) = (1,0) et wy = sc™ = s2"T1,

iv)  to(wo) = (1,1), et soit wy = a=1s?" 1 soit wy = bs**+1.

COMPLEMENT. — L’image de wy dans B3/Y = SL(2,Z) est :
Dans le cas i), wg = ¢" d’ordre 2 si n est impair, trivial si n est pair.

Dans le cas ii), wg = We" d’ordre infini.

2n+1 1

Dans le cas iii), wg =5 d’ordre 4 et conjugué a I'un de 5,5 .
Dans le cas iv) d’ordre 6 ou 3 et conjugué a I'un de ba, (ba) " ou (ba)?, (ba)~2.

Dans les cas iii) et iv) les choix sont deux & deux non conjugués®.

Démonstration. — Si t,(w) = (k,m) > (2,1) alors w = sWc", ou sWsc" et le
conjugué w® =Wsc™ ou w®=Wc" ! est de taille normale (k—1,m) ou (k —3,m).

Siw = Wsc™ a une écriture de taille (1, m), m>1 alors W a 'une des formes :
W=a"'Wat, a Wb, bW'a™t, bW’b
avec [((W')=1(W) —2<(W) et dans les quatre cas les conjugués :

—1 _ _ _ —1 _ _
w®  =aa ' Watabaca" = Wbe", w*  =aa 'W'babacta"t = W' sc"

wl=b"1oW a Yabac"b = W'se™, w® = b1 oW babac™b = W'a e
ont une écriture de taille normale inférieure :
(0,m—1), (1,m—-2), (1,m—2), (0,m—1).

Dans le cas iv) si n est pair : a 1s*"*! = ¢71s = a"laba = ba mod Y,
bs?"tl = bs = baba = (ba)? mod Y et si n est impair a 1s?"t! = g71s3 =
a~tababababa = babababa = (ba)*mod K, bs***! =bs3 =bababababa = (ba)® mod K.

[ |

5 car 8,871, BA=M,M~' M? M~2 sont distinctes dans I’abélianisé de B3/Y = SL(2,7).
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FORMULES DANS Aut™ (Fy) = Int(Fz) Xy Bs). — 1) 0Pz = Po(z)0
W) (pa0)(PyT) = Pua(y)0T
ii)  (pe0)?7 = Prot(y-tao(y)d” -
Démonstration. — i) suit de i) et ii7) suit de i) et 7) :
PrO0PyT = PaPo(y)0T = Pao(y)9T
(SOyT)_l%fUSDyT:T_l(tay”‘Pwa(y)"T:T_lwyflw(y)UT:@Tfl(y”ﬂw(y))T_lUT
Quant a i), pour tout t€ F, on a :

0o (t) =0 (wte ™) =0 (2)o(t)o () ™ =P () (0(8) = (Yo()0) (1) -

REMARQUE. —  Les éléments suivants o, ¢, ¢ de Aut™(F) :
o= QOUUSQ : (uyv) — (u_l,v_l)
L= uS: (u,v) — (v,u_l), (L2 =0)
—1. -1

¢ = uBs: (u,v) = (v, ™), CHu,w) = (v e u)

sont d’ordre fini, respectivement 2,4 et 3 et d’images dans SL(2,7) :

sor=—1= (73 ) eoto=s=( 73 )ert0= (1 2 )ertcn=(} §)-

De plus (7 = 0,( et 05 = @ -10.

Démonstration. — D’apres la Proposition de I’Appendice B on a les relations :
s2(u,v)=(u"L o H% s(u,v)=(v,u"H*, d’olt les cas de o et ¢ et :

((u,v) =puB((v, u™)*) =pu (v, (u™ ™)) = (", (u ™)) =(v,0 ™Y,
expression en u et v de la permutation cyclique des générateurs de la présentation
symétrique b= (u,v,w | uvw) d’ott 'ordre de ¢ et 'expression de (1. O

¢ (u,v) =0 o(u,v)=0C(u" v =0 Luw)=(v,u" v =p,((u,v)
o< (1, 0)=Co¢ (u, ) = oo~ ) =Cow, u ) = (o™ o, 0 ) =, 10 ()

COCOROLLAIRE. — 1) Les éléments de torsion de SL(2,7) sont d’ordre 6,4,3,2,
une classe de conjugaison pour ceux d’ordre 2, deux pour les autres :

(1 =1\ ., (0 1 e (01N Lo (-1 1)
M_BA_<1 O),M _(_1 1>s,s M _(1_1),]\4 _<_1 O), I
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i1) Tout relevé dans Aut™ (Fy), avec méme ordre, d’un élément d’ordre 2, 4
ou 3 de SL(2,7) est respectivement conjugué a o, 1 ou =%, ¢ ou (1.

Il n’y a pas d’élément d’ordre 6 dans Aut™ (F3).

Démonstration. — i) est une paraphrase du COMPLEMENT. O
i1) Siy € Aut™ (Fy) est d’ordre k et ' € Aut™ (Fy) est tel que p(v') = p(7)
alors, d’apreés Nielsen iii) il y a € Fy tel que v/ = ..
D’apres la FORMULE ii), 7/ est d’ordre k si et seulement si :
re X, :={xcF|ryx) 2@y Hx) =1}

et, d’apres la FORMULE ii7) et Nielsen 4i7), 'élément ¢, 7 conjugue 7" = @,y a

7 si et seulement si : Y7 = @,y pour un z € Fy et 71 (y~a'y(y))z = z.

SiT=1on az=1 et x est dans l'orbite de 2’ pour I'action & droite :

i Xy X Fy = Xy 2w =w tay(w) .

D’apres i) et Nielsen iii), les éléments d’ordre 2, 3,4 de Aut™(F,) sont
conjugés a 'un de : ¢, 0, (¢z.¢)*?, (¢z, 1) avec des z, € X, v =0, (, ¢

Soit x, € X, de longueur [(2,) = min{l(w -z, |w € F5} = [ minimale dans
l'orbite de z, pour 'action de -, avec y=o0,(, ¢.

Démonstration des cas d’ordre non divisible par 3 dans ii). — Sil=0, ¢, 7 est,
suivant le cas, o ou (*1. O

Sinon, v envoyant les générateurs sur des éléments de longueur 1, y(z,), en
mot réduit, s’obtient en remplacant dans x, chaque lettre par son image par .
Le mot x,y(x~)---v*"1(z,) = 1 n’étant pas réduit, soit z- est de longueur
l(z) > 2 avec a,z pour premitre et derniere lettre vérifiant y(a) = 27!, donc
l(zy - a) = l(xy) — 2, contredisant la minimalité de [(x,) dans lorbite de x,. O

Donc l(z,) =1, z, = aet y(a) = a~ !, impossible si y = ¢, et si y = o, comme
v agit transitivement sur {u*!, v*¥1} les quatre cas z, = @;0, t € {ur!, v*!} sont
conjugués entre eux par les puissances de ¢ : (gota)bk =@k, k=1,2,3,4 et,

71 V4 V4 . . 7’ \
comme®c® = ¢, 10, I'élément o, o est aussi conjugué a o. O n

Démonstration du cas d’ordre 3 dans ii). —

Par confort notationnel on identifie les générateurs de la présentation
symétrique de b= (u, v, w|uow) & 1,2,3 € Z/37, ainsi :

Fy = (Z)3Z| (i — 1)i(i+ 1)), ¢: Fy — Fy,C(i) =i+1.

Comme pour tout générateur i € Z/3Z,ona:i ' = (i+1)(i—1), tout élément
de w € F5 a une écriture w =1y - - - i,, en uniquement les générateurs (et pas leurs

6 par la derniere relation de la Remarque.
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inverses) 1,2, 3 € Z/3Z, écriture unique si elle est réduite, c.a.d. ne contient, pour
un i € Z/37, le sous-mot (i — 1)i(i + 1), on note alors [T (w)=mn, sa longueur.

Soit =4y - -4, € X¢ avec [T (x) minimale dans I'orbite de 2 pour l'action -¢
AFFIRMATION. — n =1[%(z) <1
Démonstration. — On a x((x)¢(?(z)=1 donc, soit I*(z) <1, soit il y a réduction
entre” x et ((z). Comme (i1i2) (i1 + 1)(i2 + 1) ne se réduit pas, on a l(x)=n > 2.
Comme ((z)=(i1 + 1) (in + 1), ip =11 et soit ig =11 + 1, S0it 4,1 =47 — 1.
Dans le premier cas® x ¢ (in, — 1)1 =41 (i1 + 1)iz - ip_1i1 ¢ (11 — 1) =
(i1 — 1)i1 (i1 + 1)i3 -+ 41 =143 - in_1, contredisant /™ (x) minimal dans l'orbite.
Dans le second x 'Cil :’ilig cee in_g(il — 1)21 ¢ il :ig L in_g(’il — 1)21(21 + 1) =
ig -+ ip_2, contredisant encore {1 (x) minimal dans l'orbite de z. [ |
Ainsi soit # = 1 et ¢’ = ¢, soit ¢’ = ¢3¢, cependant? (7 = ¢ et, pour
k=1,2,3, (@;C)C_k :@ck(i)C:%Jr_kC et ¢’ est encore conjugué a (. 11
Démonstration de la non existence d’élément d’ordre 6 dans ii). — Soit w
un élément d’ordre 6 de Autt(F,). Les éléments d’ordre 3 de Aut™(F,) étant

conjugués a ¢ ou (! et, dans SL(2,Z), ceux d’ordre 6 & M ou M !, on suppose w
d’abélianisé M et de carré w? =_=¢,3s, le cas M ~! suit par passage a l'inverse.

Ainsi w = ¢, fa et :
w2 = 901/605%096605:Somspﬁa(m)ﬁaﬁa:@wﬁa(m)ﬁs:prﬂa(w)sou—lczgpxﬁa(m)u—lc .

2
1
a plus forte raison, dans le groupe libre Fy = (u,v), I'’équation : zfBa(z)u=t =1,
dont (I + M)(X) — U =0 est ’équation induite dans abélianisé Z?, n’a pas de
solution, donc il n’y a pas d’hypothétique w d’ordre 6 dans Aut™(F>). B B

Mais N=1 + M = ( _11) ne peut avoir u=e; = (é) dans son image!?,

7 I'image par ¢(~! d’une réduction entre ¢(x) et (?(z) est une réduction entre x et {(x).
8 Sin=3,4,5, i3 -in_1(resp. ia---in_o) sont 0,3, igin_1 =izia (vesp. D, iz, inin_o=i2i3).
9 d’apres la Remarque.

10 l'unique préimage par N de e; dans Q2 est %61 — %62 Z 72
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APPENDICE D

Le groupe des tresses diédrales a trois brins DB3 et Aut(F3).

Le goupe a deux éléments A = {1,d} agit sur le groupe des tresses a trois

brins Bz par a® = b71,b% = a7 1.

Définition. Le groupe des tresses diédrales a trois brins DBs est 'extension
triviale de A par B3z muni de I'action précédente. :

1—+B3—>DB3=B3xA—>A—1,
il a donc la présentation :

DB3 = {(a,b,d|d?, aba(bab) ', bdad) .

PROPOSITION. —  L’endomorphisme § : Fy — Fy défini par 6(u,v) = (v,u) est
un isomorphisme d’ordre 2 vérifiant les relations

=81, ool
il permet donc d’étendre le morphisme :
U: By — Aut™(F), ¥(a) =a, ¥(b) =2
de I'appendice B en un morphisme injectif :

O : DBy — Aut(Fy), ®(a) = U(a) = a, B(b) = U(b) = B, B(d) =6 .

Démonstration. — Comme 6% = 1, il suffit d’établir o® = g1 :
o (u,v) = 6 tad(u,v) = da(v,u) = S(u" v, u) = (v u,v) = B (u,v). |

Il sera alors aisé a la lectrice d’établir, pour Aut(Fy), la version originelle :
THEOREME' (de Nielsen, 1917). — i) Un endomorphisme surjectif du groupe
libre a deux générateurs Fy est un automorphisme.

i1) Le groupe des automorphismes de Fy est produit semi-direct amalgamé :

Aut(Fg) = Int(FQ) N<<P[u,v] =d(s1)> q)(DBg) .

ii1) Le groupe Int(Fy) des automorphismes intérieurs de Fy est le noyau de :

p: Aut(Fy) — Aut(Z*) = GL(2,Z) .

iv) Un endomorphisme ¢ du groupe libre a deux générateurs Fo défini par
o(t;) = X;,i=1,2 est un automorphisme de Fy si et seulement si il préserve a
conjugaison et inverse pres le commutateur des générateurs :

(C'w) (X1, Xo] = X7 ' X5 ' X0 X = ([t1, )T = w™ i, ta] 5w
De plus, il est dans ®(DBs) ssi [X1, Xa]=[t1,t2]*! , c. 4 d. on a (C'1)
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et la détermination & conjugaison pres des torsions de GL(2,7Z) et Aut(F») :

COCOROLLAIRE. — i) Les éléments de torsion de GL(2,Z) sont d’ordre 2,3,4
ou 6, trois classes de conjugaison pour ceux d’ordre 2, une seule pour les autres :

(0 1 (-1 0 s (0 —1 (1 -1
_I’D_<1 0)’SD_(0 1)’M_(1—1)’S°“M_(1 0)

i1) Tout relevé dans Aut™ (Fs), avec méme ordre, d’'un élément d’ordre 2, 3,4
de GL(2,7) est respectivement conjugué a o, 6, 1, ¢ ou t.

Il n’y a pas d’élément d’ordre 6 dans Aut(Fy). 111

APPENDICE E

Un exercice de théorie des groupes : produits semi-directs amalgamés.

On rapelle que, si K, L sont des groupes et ¢ : L — Aut(K) est un morphisme de groupes,
le produit semi-direct de K par L suivant ¢ est K X L, le produit K x L muni de la loi :

(k1) - (K, 1) = (kyp (D) (K), 11" .

11 contient K x {1}, {1} xL C K X4 L comme sous-groupes qu’abusivement, on note encore
K=Kx{1},L={1}xL < KX L avec K N L={1}, le premier K étant normal et la restriction
mr: LCKXyL — KXy L/K a L du morphisme quotient est un isomorphisme.

De plus (k, 1)t = (I (k=) 1 Y et,sil €eL,() : K=Kx{1} - Kx{l1}=K est la
restriction & K x {1} de la conjugaison par I dans K X, L, (k,1) — (1,1)(k, 1)(1,1) =t = (1) (k).

Le but de cet appendice est une version sans ’hypothése K N L={1} de la classique :
Proposition. — Soit K < G un sous-groupe d’un groupe G et L < N(K) un sous-groupe du
normalisateur de K avec K N L={1} .

On note v : L— Aut(K), (1) (k) =1kl~1.

Alors K X L est, par (k,l) — kl, isomorphe au sous-groupe KLCG.

Soit K, L, M trois groupes, 9 : L — Aut(K),x : M — K, A : M — L trois
morphismes de groupes avec x, A injectifs, A\(M )<L normal dans L et ¢ respectant
Iimage k(M), c.a.d. induisant ¢ : L — Aut(k(M)), et tant ¥y, que 1) o X sont
intérieurs au sens fort suivant! :

dar () (k(m)) =k 0 AT MM, B(AM(m))(k)=r(m)kr(m)~" .

1 notant abusivement A~ : A(M) — M Pinverse de la bijection X' : M — A(M), m — A\(m).
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On note p: M — K Xy L, u(m) = (k(m) =1, A(m)).

Identifiant, au moyen de x et A, le groupe M a un sous-groupe commun a K
et L, ainsi que K, L aux sous-groupes K x{1},{1}xL de K x4 L, on a :

p:M—KxyL, p(m)=(m~',m),
Uy (D(m)=Iml~ =m,  p(m)(k)=mkm™ ="k ,
(k,)=kl, (kD)K. )=k(E), 1), (kD=0 0 H= (k1,1 .

LEMME. — p est un morphisme d’image j1(M) <K x, L, un sous-groupe normal.

Définition. Le groupe quotient K 3y L/u(M), noté K Xy s L (0u? K xy ar L),
est le produit semi-direct suivant ¢ de K et L amalgamé par n=~r (ou sur M ).

COROLLAIRE. — Soit K < G un sous-groupe d’un groupe G et L < N(K) un
sous-groupe du normalisateur de K. Alors, si v : L — Aut(K),y(1)(k) =1kl est
la restriction a L < G de la conjugaison dans G, I'application :

p: KxyL - KL <G, (k) kl
est un morphisme de noyau M = KNL et induit un isomorphisme :

p:KxymL— KL .

Démonstration. — p(k,)p(k’,1")=klk'l' =klk'l= ' =p((k,1)(k’,1')), et p est morphisme. [
1=p(k,l)=klssi K> k=171 €L, doncle KNL=M, cad. (k,l)=(m~',m)en@). O I

Démonstration du Lemme. — p(m)u(m’)=(m=tm)(m' =1, m")=(m=1(mm'~1),mm/) =
(m'~Im=1 mm/)=((mm’)~!, mm’) =pu(mm’) donc i est un morphisme de groupes. O

Flum) = kim™ Y, m) (k)™ = (k(tm ™), Im)I7 k= = (k("m ™Y, lm) (1" e~ =

= (k(m ™ H ™ (HY), iml™ Y = (kim ™ Uml e m T ) =
(tm=1 m) = p(tm) € p(M) .
et le sous-groupe (M) est normal dans K X, L. O n

2 comme ci-dessus, identifiant M & K(M),---
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COMMENTAIRES BIBLIOGRAPHIQUES

Les seuls calculs ABA= BAB, fn+1fn-1=fn et mo(A) =a,mo(B)=> plutdt
que ceux et les récurrences a base d’algorithme d’Euclide du traitement classique
(p. 9-19 de [Ra]) profitent de ce que la suffisance des relations est donnée par
la présentation du groupe des classes d’isotopie de difféomorphismes de la sphere
plate (S, {m,n,p,o0},{oc}) = (T/{£I}, T2, {0}) respectant points d’ordre 2 et 1,
présentation déduite de celle du groupe des tresses a trois brins d’Artin ([A]).

Prés d'un quart de siecle plus tard!, Artin concédait que (dans son article de
1925) “Most of the proofs are entirely intuitive”, renvoyant pour les relations de
B,, au quasiment simultané’traitement algébrique de F. Bohnenblust via ’action
de B, sur le groupe libre F;, (le groupe fondamental du plan privé de n points).

Depuis, ’établissement de ces relations® a fait couler beaucoup d’encre.

Un traitement clair et rigoureux est donné par I’école d’Orsay via la méthode
des espaces fonctionnels* et les théorémes de fibration de Cerf ([Ce]).?

Dans son introduction & la K-théorie algébrique ([Mi]) Milnor prouve® que
le noyau du morphisme canonique ¢:St(2,Z)—SL(2,Z) du groupe de Steinberg”
sur le groupe spécial linéaire en dimension 2 est un groupe cyclique infini.

Exprimant la présentation de St(2,Z) au moyen de a = xl_é»ﬁ = 221, il
reconnait St(2,7Z)~ Bs, le noyau de ¢ étant le sous-groupe d’indice 2 du centre de
ce groupe, non de tresses, mais groupe fondamental du complémentaire du noeud
de trefle® et, rappelant 'argument de Quillen pour construire un difféomorphisme
de M = SL(2,R)/SL(2,Z) sur le complémentaire du nceud de trefle?; obtient

que le groupe fondamental de M est St(2,Z) ~ B3y = 5’\2/(2,2), préimage de

L' Theory of Braids Ann. of Math. 48 (1947), p. 101-126.

2 The algebraic braid group. Ann. Math. 48 (1947), p. 127-136.
3 tant celles du groupe des tresses que le passage au groupe des classes d’isotopies d’homéo-
morphismes ou difféomorphismes respectant une partie finie de la sphere.

4 L’espace des plongements de n points dans le plan est stratifié avec une seule strate ouverte
qui est contractile, les générateurs du groupe fondamental correspondant aux traversées des
strates de codimension 1 et les relations aux contournements des strates de codimension 2.

5 voir la rédaction de Valentin Poénaru, Exposé 2, p. 21-31 de [FLP].

6 chaque étape est simple, une fois assimilé le début du §5 et beaucoup de §8, §9 et §10...!

-1 —1
xT xT x —
St(2,Z) =< x12, 21 |x2{2 2 JJ121 > et Pp(xr12) = e12 = A_l,(b(le) —=e91 = B.

8 Artin ([A], p- 53), voir aussi [FLP] le corollaire p. 25 de 'exposé 2 de V. Poénaru.
9 Lespace des réseaux de R2 ~ C s’identifie d’une part & GL(2,R)/GL(2,Z) et d’autre part,
via I’équation (Wy): (p')2=4(p)3 — up — v de la fonction de Weierstral du réseau A C C,

_1 1 1 S 1
p(Z)_z_? +Z){A\{O} Nz a2 ¥=92 = 60 ZAGA\{O} 3 V=93 = 14OZ>\GA\{0} 56> au
complémentaire dans C? du discriminant {Ap (u, v) = 27u? —v3 = 0}. Ainsi I’espace des réseaux

-

unimodulaires SL(2,R)/SL(2,Z), puisque A, est quasi homogene, s’identifie au complémentaire
(C2 \{Apr = O}) N {|ul? + [v|? = 1} du neeud de tréfle dans la sphere unité de C2.
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SL(2,7Z) dans le revétement universel SNL(Q,R) du groupe spécial linéaire réel
SL(2,R), établissant & nouveau la présentation tressée d’Artin, mais avec la réserve
(which is of course classical). Sans doute pensait-il & un traitement comme dans
I’Appendice A de la monographie de C. Kassel et V. Turaev ([KT]) inspiré de
celui de Reidemeister ([Re]) de la présentation du groupe modulaire.

Voir Bs comme préimage de SL(2,Z) dans le revétement universel de SL(2, R)
faisait partie du folklore (voir Serre dans son cours de 1968-69 ([Se], p. 20).

L’intérét pour le théoreme de Nielsen iii) a été ravivé depuis les années 50 puis
80-90 par l'intervention du tore modulaire en arithmétique, topologie des surfaces

et décompte des géodésiques simples sur les surfaces hyperboliques'®.

S’ils attribuent le résultat a Nielsen et son article ([IN] de 1917), tant Magnus,
Karass et Solitar ([MKS], p. 169) que Lyndon et Shupp ([LS], p. 25), montrent!!
ker(Aut(Fy) —GL(2,Z))=Int(Fs) en utilisant la présentation de Aut(F},) publiée
par Nielsen'? sept ans apres.

Le court (13 pages) article originel de Nielsen ([IN]) n’est pas de lecture aisée :
Nielsen signale que Dehn lui a communiqué iv) avec une preuve différente’3.

Si I'analogue de iii) et iv) est clairement dégagé en fin de I et début de II, ce
n’est que page 9 apres une intrication de démonstrations et énoncés intermédiaires.

10" voir [Co], larticle synthese [H] de Haas et la note [McR].
L1 /ia référence a Chang ([Ch] pour Lyndon et Shupp, qui proposent aussi une démonstration

fautive : si Int(F2) =: I < K := ker(p), utilisant la présentation classique de GL(2,Z) avec
0 1
1 0

S, (AB)) laissent le lecteur vérifier que les relevements (v,u), (v™1, u), (v™,uv) dans Aut(Fy)

un générateur d’ordre 2, un d’ordre 4 et un d’ordre 6 (C = et, avec nos notations,

de C, S, (AB) vérifient modulo I les relations. Méme en corrigeant (v—!,uv) en (v,u"'v), cela
montre que 'extension 1—+K/I—Aut(F»)/I—-GL(2,Z)—1 a une section, mais pas que K/I={1}.
12' Die Isomorphismengruppe der freien Gruppen Math. Ann. 91 (1924), p. 169-209,

(traduction en anglais par J. Stillwell [N-12]).

3 sans référence par Nielsen, imaginons : la conservation a conjugaison prés du commutateur

des générateurs par I’endomorphisme ¢ permet d’étendre en une application de degré 1 du
tore f : R?/Z? =: R — R sur lui-méme une application h: B — B du bouquet B =pu U \:=

Rx{0}/Zx{0}U{0}xR/{0}XZ sur lui-méme, identité pres de m= (%, %) et induisant sur le groupe
fondamental de B lendomorphisme ¢. On déforme f : (R, R\{m},{m}) — (R, R\{m},{m})
en une appliction lisse transverse & B et simplifie f~1(u), puis f=1(\) (pour f~!(u): on élimine
les composantes inessentielles puis, celles qui restent (il y en a car f est de degré 1) sont, s’il y
en a plus d’une, des courbes paralleles, chaque paire de composantes voisines étant séparée par
deux anneaux Aj, As. Alors la restriction de f & Ajp, celui qui ne contient pas m, est d’image
disjointe de m donc de degré nul et f se déforme, pres de Aj, en une application envoyant A;
hors de p...). Ainsi f se déforme en g lisse transverse a B avec g~ (u) et g~'()\) connexes,
donc g g~ 1(B)— B est un revétement connexe, de degré deg(g)) = deg(g) = deg(f) = 1, ainsi
g| est un homéomorphisme, donc ’endomorphisme ¢ qu’il induit sur le groupe fondamental de

w1 (R\{m}) est un isomorphisme. [ |




22

Le point i) est plutot supposé que démontré!? au tout début de I.

N’ayant dégagé le sous-groupe H C Aut™ (Fy), pour lanalogue de 4) et #ii),
Nielsen procede en deux temps : d’abord de I 1. a I 6. il réduit jusqu’a 1, par auto-
morphisme intérieur et changement de «paires images» (S(t1), S(t2)) décrits dans
le complément de I’AFFIRMATION 1 de I’Appendice B, la longueur des images, par
I’endomorphisme surjectif S, des générateurs, puis de I 7. a I 10., examinant pas
a pas le passage inverse et, utilisant la derniere partie de sa these!?, il établit que
dans chacun des mots S(¢;), i=1, 2 les exposants de chaque générateur ont méme
signe et que ces mots ont une forme uniquement déterminée par l’abélianisé de S.

Cette derniere partie a été oubliée'®et a provoqué une grande activité pour
déterminer la forme explicite des mots S(t;), avec McShane et Rivin, citons [OZ].

A la fin'"de [A] Artin transforme sa présentation B3 =< a,b|aba=bab > en
<t s|t3=5% > (t=ba,s=bab) et, renvoyant & Dehn [D] et Schreier [Sc], il met

tout élément w € By sous la forme normale w=tst{" - - - stn~15¢cF avec :

neNkeZ,e; € {-1,1} pour 0 < j <m, e € {—1,0,1}, ¢, € {0,1} .

Comme ts = babab = ca',t 15 = (ba)~'bab = b, quitte & modifier le traitement
des termes extérieurs : w = sVt s---t—155"2cF vy vy € {0,1}, clest celle de
I’Appendice C, obtenue par méthode de Gaufl sur les matrices 2 x 2 a coefficients
entiers naturels que l'on trouve a la fin de la these de Nielsen [N-1].

La détermination de la torsion de Aut(F») est due a Meskin [Me]. Il laisse
cependant a la lectrice une grande initiative dans la distinction entre mot réduit
de 'image par un endomorphisme d’un mot réduit et image de ce mot réduit et

lui demande des vérifications de “non cancellation” problématiques'®.

143 moins de savoir des 1917 qu’un sous-groupe d’un groupe libre est libre (attribué & Schreier

(1927) ou Nielsen (1921) en Danois, traduction en anglais par A.W. et W.D.Neumann [N-8]),
on ne peut affirmer avec Nielsen que si les générateurs a, b de F5 s’expriment en fonction de mots
a, B alors ’endomorphisme envoyant a,b sur «, 8 est un isomorphisme (pour avoir l'inverse, il
faudrait savoir que « et 8 n’aient pas de relation entre eux).

15 Kurvennetze au Flichen Diss. Kiel 1913, p. 47-49 (accessible depuis 1986 : [N-1]).
16

17

ou jugée, sans acces (avant 1986) & la theése de Nielsen, incompléte.

§9, p. 70 avec 01, 02,a=0102,b=010201 pour nos a, b, ab=:t, s mais, comme nous c=s?2!
L par exemple p. 497 If W ends in B, that is, W = UB, then WS = USA-1B~! and

WS® = US® A and the A’ do not cancel or, sans avoir prouvé préalablement que W ne peut

commencer et finir par B, si U = BU’ commence aussi par B, d’apres la relation BS = A—1B~1,

donnée plus haut, il y a une simplification de A dans ’expression :

(SW)? = WS WSW (= (US" A)(A~' B~1U"S)W)
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Quatrieme de couverture de la plaquette, scénario de :

SL(2,7), les tresses & trois brins, le tore modulaire et Aut™ (Fy)

The main subject of this booklet, which is written in french, is to propose
an “Artin presentation” of SL(2,Z). This presentation is obtained via the action
of the two-dimensional integer special linear group on the flat sphere with three
permuted conic points and a fourth fixed conic point.

This sphere is the quotient of the integer two-dimensional torus by minus one
involution. Artin’s presentation of Bs, braid group on three strings seen as modular
group of the sphere with 341 marked points, gives the searched presentation.

This Artin’s presentation allows an easy description of the derived group and
its action on Poincaré half plane whose quotient is the modular torus.

It appears that a formulation, using Artin’s braid group Bjs, of Nielsen’s
theorem for direct automorphisms of the free group F5 gives even more quickly
this, known but not very popularized, Artin presentation of SL(2,7Z).

However the proof of this formulation of Nielsen’s theorem, which seems not
being explicited in the litterature, needs Artin presentation. This is the task of the
second appendix (an appendix, not the core of the paper, only a flash-back).

Other appendices treat other subjects related to Nielsen’s theorem such as
determining torsion elements of SL(2,7Z) and the automorphism group of the free
group of rank 2, a corresponding formulation of Nielsen’s theorem for the full
automorphism group and the treatment of semi-direct product of groups with
amalgation used in the formulation of Nielsen’s theorem.

During the shooting of this short movie, the “director and script”, not only
cited, but read old and new litterature and thought that his effort can help,
avoiding some traps, a reader to enjoy such “past and present safari”.
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